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Introduction

Ce mémoire est composé de deux travaux qui sont indépendants, et dont la caracté-
ristique commune est qu’ils utilisent I’évaluation dynamique :

I. Calcul de la forme canonique de Jordan.
I1. Cloture constructible dynamique.

Commencons pour une breve description de I’évaluation dynamique.
L’ évaluation dynamique est une facon de faire des calculs plus générale que les

techniques habituelles. Elle peut étre décrite comme une automatisation — et une
généralisation — du calcul avec des parameétres tel qu’il est fait “a la main”.

Par exemple considérons I’équation
ar+b=0

avec x variable et a et b parametres. Si nous nous intéressons aux solutions de cette
équation et si nous effectuons les calculs a la main, nous trouvons une réponse du

type :
Sia=0et b= 0 alors z quelconque
Sia # 0 et bquelconque alors x = _Tb

tandis que la solution obtenue dans certains systemes de calcul formel est :

L’évaluation dynamique nous permet d’obtenir de facon automatique la premiere
réponse.

Pourquoi une telle différence entre ces deuxr réponses ¢

Il est clair que le probleme se pose au moment d’effectuer le test d’égalité :

e quand les systemes de calcul formel se posent la question “a = 0 77, ils ré-
pondent non

e quand nous nous sommes posés la méme question, nous avons répondu quelque-
fois oui et quelquefois non.



L’évaluation dynamique est le processus de calcul qui tient compte de ce probleme :

“Une question peut avoir plusieurs réponses, et il faut continuer le caleul
pour chacune des réponses.”

Elle est définie de fagon rigoureuse en utilisant la théorie des esquisses [DR].

La premiere réalisation de ’évaluation dynamique a été implantée par C. Di-
crescenzo et D. Duval [DDD, DD] (dans un premier temps en Reduce, actuellement
en Axiom). Elle a permis 'automatisation des calculs avec des nombres algébriques,
c’est le programme de la Cloture algébrique dynamique. Dans ce programme les nom-
bres algébriques sont considérés comme des parametres d’un type spécial, et ils sont
représentés par un symbole soumis a des conditions algébriques :

a tel que Pla)=0

ou P est un polynome (en une variable).

Passons a la description des travaux présentés ici. L’ordre de présentation de ces
travaux correspond a l’ordre chronologique, puisque notre premier travail en relation
avec ’évaluation dynamique a porté sur la forme de Jordan. Mais il répond aussi
a une autre raison importante : dans la premiere partie nous sommes de simples
utilisateurs de ’évaluation dynamique, ce qui nous a permis de nous concentrer sur
la partie mathématique et algorithmique du probleme. Dans la deuxieme partie nous
proposons un outil pour faire des calculs, difficile a construire sans une connaissance
profonde de I’évaluation dynamique.

I. Calcul de la forme canonique de Jordan

Dans la premiere partie de ce mémoire, nous étudions le calcul de la forme canonique
p p ) q
de Jordan d’une matrice. Nous avons programmeé le calcul de la forme canonique de

p q
Jordan, d’une matrice de passage et de son inverse. Par exemple, ces trois matrices
peuvent étre utilisées pour calculer de I'exponentielle d’une matrice lors de la ré-
solution d’un systeme d’équations différentielles [Laz].

Dans notre programme nous utilisons la cloture algébrique dynamique pour les
calculs avec les valeurs propres de la matrice donnée. Le programme de la cléture
algébrique dynamique résout de facon élégante les problemes que posent habituelle-
ment les calculs avec des nombres algébriques. De plus, 'utilisateur n’est pas censé
connaitre l'intérieur des programmes de la cléture algébrique ou de I’évaluation dy-
namique.



Pour réaliser efficacement ces calculs, il est préférable qu'une seule valeur propre
intervienne a tout moment. Cette condition est vérifiée pour le calcul de la matrice
de Jordan et de la matrice de passage. Ozello montre cette condition pour 'inverse
d’une telle matrice de passage [Oz].

Nous avons obtenu deux nouvelles méthodes pour calculer la matrice inverse d’une
matrice de passage, de facon que les calculs sont effectués en utilisant une seule valeur
propre a chaque fois. Ces deux méthodes sont valables pour des matrices de passage
plus générales que celles du cas de Jordan. Pour I'obtention de ces méthodes, nous
avons étudié la structure de 'espace total, décomposé en somme directe de sous-
espaces caractéristiques correspondant aux valeurs propres de la matrice donnée.

Ces deux méthodes sont améliorées dans le cas particulier de Jordan. Ces amé-
liorations sont obtenues a partir de la structure de chaque sous-espace caractéristique
pour chaque valeur propre.

En général, les programmes et méthodes existants pour le calcul de la forme
canonique de Jordan utilisent des formes canoniques intermédiaires pour son ob-
tention (forme de Frobenius, etc..., [0z, MO, Gil, ML] par exemple). Cela est du
principalement aux problemes de calcul avec des nombres algébriques.

L’utilisation de la cloture algébrique dynamique nous permet de nous affranchir
de ces problemes. Nous calculons directement la forme de Jordan d’une matrice,
sans passer par d’autres formes canoniques. De plus, il semble que nos méthodes
sont facilement parallélisables, ce qui parait difficile pour les autres méthodes [RV].

II. Cloture constructible dynamique

Dans la deuxieme partie, nous décrivons le programme de la Cloture constructible
dynamique. Ce programme permet de calculer avec des parametres en un sens tres
général (qui inclut les parametres soumis a des conditions algébriques).

Nous considérons un parametre comme une constante de valeur non spécifiée.
Lorsqu’un parametre intervient dans un calcul, toutes ses valeurs possibles doivent
étre considérées. C’est 1’évaluation dynamique qui se charge de détecter des com-
portements différents pour différentes valeurs lors du calcul, et de gérer 'obtention
du résultat dans chaque cas possible.

C’est la premiere fois qu'une telle méthode de calcul est implantée de maniere
tout-a-fait systématique.

Nous montrons aussi comment ce programme peut étre utilisé pour la résolution
des systemes polynomiaux et pour la démonstration de théoremes en géométrie élé-
mentaire.

Résolution des systémes polynomiaux C’est a travers la cloture constructible
dynamique que I’évaluation dynamique propose une méthode pour résoudre les syste-
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mes polynomiaux. La description de la solution consiste en une famille de systemes
triangulaires, sans solution commune, et sans introduire de solution parasite.

Il existe plusieurs méthodes pour résoudre (en un sens voisin du nétre) des syste-
mes polynomiaux [Bu, Kal, La, Se]. La méthode proposée ici est proche de celle de
Seidenberg [Se].

Un avantage de notre méthode par rapport aux autres est la possibilité de con-
sidérer de facon simple une classe plus large de systemes, les systemes constructibles
ou les équations contiennent des égalités (=) et des non-égalités (#).

Démonstration de théorémes en géométrie élémentaire Un théoreme en
géométrie peut étre traduit dans la cléture constructible dynamique. Une fois choisi
un systeme de coordonnées, les points de la figure sont représentés par des parame-
tres. Les hypotheses sont traduites comme I'imposition de contraintes (interdire ou
imposer certaines valeurs aux parametres), la conclusion comme 1’étude d’un test
d’égalité sur les parametres.

D’autres méthodes existent pour étudier la démonstration automatique [BCK,
CY], mais leur utilisation révele quelques problemes [CY]. Nous montrons sur un
exemple que 'utilisation de la cloture constructible dynamique permet d’éviter cer-
tains de ces problemes. Par exemple, nous pouvons éviter de facon simple certains
types de figures (triangles dégénérés, etc ...) en imposant des contraintes.

Forme canonique de Jordan d’une matrice avec des parametres Avec
le programme de la cloture constructible dynamique nous pouvons considérer des
calculs faisant intervenir des matrices dont les coefficients sont des parametres. En
particulier nous pouvons utiliser les méthodes exposées dans la premiere partie de
ce mémoire pour calculer la forme canonique de Jordan d’une telle matrice. Cela
correspond a l'utilisation simultanée des clotures algébrique et constructible. Aucun
systeme de calcul ne permet en ce moment, I'obtention d’un tel résultat.

Autres applications Bien d’autres applications de la cloture constructible dy-
namique sont possibles, par exemple dans le domaine de la robotique elle a été déja
utilisée “a la main” [GR].

Pour finir cette introduction, nous remarquons que les méthodes proposées ici
sont valables sur un corps quelconque. Elles sont programmeées dans le systeme de
calcul formel Axiom [JS]. Le choix de ce langage est tres important. En particulier,
grace a sa généricité, les programmes implantés sont eux aussi valables sur un corps
quelconque. Cela s’est traduit par exemple, par la possibilité d’utiliser simultané-
ment les clotures algébrique et constructible.
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Partie 1
Calcul de la forme canonique de
Jordan

Introduction

L’origine de cette étude est la programmation du calcul de la forme canonique de
Jordan en utilisant I’évaluation dynamique, ou plus précisément, le programme de
la cloture algébrique dynamique — en fait, la cloture algébrique dynamique est le
programme qui applique la technique d’évaluation dynamique aux calculs avec des
nombres algébriques.

Pour utiliser efficacement la cléture algébrique dynamique il faut montrer que, a
chaque moment du calcul, il y a une seule racine du polynéme (non nécessairement
irréductible) qui intervient ; le programme gere automatiquement la distinction des
racines avec des comportements différents.

Le calcul de la forme canonique de Jordan d’une matrice a coefficients dans un
corps (commutatif) vérifie cette condition : en général toute explication de ce calcul
commence par Soit A une valeur propre ..., c’est-a-dire une racine quelconque du
polynome ... Ce calcul comprend le calcul de la forme canonique et d’une matrice
de passage de la matrice donnée a la forme canonique.

Mais ce qui n’est pas tres connu en général, c’est que le calcul de la matrice
inverse de cette matrice de passage vérifie aussi cette condition. Ce résultat est
montré pour premiere fois (semble-t-il) dans la these d’Ozello (p.25) [Oz, Laz] :

“Bien que les éléments de P~" appartiennent a l'extension K(Aq, ..., \,),
nous avons montré que dans chaque colonne (ligne dans notre cas) de
P~ chaque élément s’exprime comme une expression polynomiale en
un seul des nombres \.”

Nous donnons deux autres preuves de ce résultat. Nous montrons aussi, de deux
facons différentes, un résultat un peu plus général en considérant la décomposition
de l'espace total comme somme directe de sous-espaces caractéristiques. D’ou on
peut obtenir le résultat d’Ozello comme le cas particulier dans lequel on considere
le calcul de la forme canonique de Jordan.

Chacune de ces deux preuves consiste essentiellement en une méthode de calcul
de la matrice inverse de la matrice de passage. La premiere méthode utilise la ré-
solution des systemes d’équations linéaires. La deuxieme méthode utilise le calcul
des bases duales.

Nous remarquons que nous nous intéressons au calcul direct de la forme canonique
de Jordan d’une matrice donnée. Pour d’autres méthodes pour obtenir cette forme
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canonique voir [0z, ML, Gil, MO].

Finalement, les algorithmes obtenus sont valables pour n’importe quelle descrip-
tion des nombres algébriques, mais ils ont été programmeés seulement dans le cadre
de la cloture algébrique dynamique.

Le plan de ce travail est le suivant :

e Dans le premier chapitre, nous rappelons les concepts nécessaires, nous fixons
des notations et nous introduisons des théoremes fondamentaux qui seront
démontrés aux sections suivantes.

e Dans le deuxieme chapitre, nous exposons une méthode classique pour le calcul
de la forme canonique et d’une matrice de passage. Pour cela nous utilisons
les concepts de famille de sous-espaces générateurs et de tours, plus ou moins
disséminés dans la littérature.

e Dans le troisieme chapitre, nous étudions le calcul de la matrice inverse d’une
matrice de passage dans un cadre un peu plus général que celui de Jordan,
en considérant la décomposition de 'espace total comme somme directe de
sous-espaces caractéristiques.

e Dans le quatrieme chapitre, nous étudions le calcul de la matrice inverse d’une
matrice de passage dans le cas de Jordan en particulier. Cela nous conduit a
étudier des relations d’orthogonalité entre certains sous-espaces.

e Dans le cinquieme chapitre, nous décrivons les algorithmes obtenus (et pro-
grammés) ainsi que la liaison avec la cloture algébrique dynamique. Nous pré-
sentons aussi des exemples.

1 Matrice de Jordan, une matrice de passage et
son inverse : préliminaires

Dans cette section nous rappelons les concepts nécessaires et nous fixons des nota-
tions : ils peuvent étre trouvés dans [FF, La, LFA, CHO, Ne|, par exemple.

Nous introduisons aussi les théoremes fondamentaux qui seront démontrés dans
les prochaines sections.

Commencons par rappeler un résultat d’algebre linéaire.

Théoreme 1.1 Soit K un corps quelconque (commutatif). Soit E un espace vecto-
riel sur K de dimension finie, et u un endomorphisme de E.

1. Sot E=E;%...8E,, une décomposition de E stable par u, c¢’est-a-dire, telle
que w(E;) C E; pour tout 1. Alors dans toute base B = By U ...UB,, de E
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adaptée a cette décomposition, la matrice U de u est de la forme :

U 0

ou Us est la malrice qui représente 'endomorphisme ulg. de E; dans la base

B;.

2. Réciproquement, soit u est un endomorphisme de E qui se représente par une
telle matrice U dans une base B = B1U...UB,, de E (o le cardinal de B; est
€gal a la dimension de U;). Notons E; le sous-espace vectoriel de E engendré
par B;. Alors la décomposition E =E; @ ... D E,, est stable par u.

1.1 Matrice de Jordan

Soit K un corps quelconque (commutatif) et K sa cloture algébrique.

Notons M,, = M,«,(K) 'ensemble des matrices carrées de dimension n € N
sur le corps K et de la méme fagon M,, = M, ,(K) sur K. Nous notons par [; la
matrice identité de dimension j et par I la matrice identité de dimension n.

Nous nous placons dans I'espace vectoriel K. Posons (ej, ..., e,) la base
canonique de K.

Parfois nous considérons les éléments de I’espace comme des éléments de M, (K),
c’est-a-dire comme des vecteurs colonnes de dimension n. De méme, parfois nous
considérons une suite de vecteurs (v, ..., v;) comme une matrice dans M, ;(K).

Soit A € M, et soit p.(x) = det(A — «l) € K[x] son polynome caractéristique.
Notons Ay, ..., A, les wvaleurs propres de la matrice A, c’est-a-dire les p racines
distinctes de p.(z) dans K. On a p.(z) = (z — \)" ... (x — \,) dans K[z] et
nous appelons ry la multiplicité caractéristique de A\, k=1, ..., p.

Soit pm(x) le polynome minimal de A. Par le théoreme de Hamilton—Cayley on
apn(z)=(x—X\)" ... (x = \,)% € K[z], et s; s’appelle la multiplicité minimale
de Mg, k=1, ..., p;elle vérifie 1 < s < ry.

Notations Soit A € {A1, ..., A,} ; on pose :
e 7 la multiplicité caractéristique de A,

e s la multiplicité minimale de A,

o N; = Ker(A — M)' le sous-espace caractéristique associé & A et a i, 1 =
0,1, ..., s;

—NOZO.
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— Nj est le sous-espace propre associé a A. Si v € Ny alors v est appelé un
vecteur propre associé a .

— Parfois nous noterons N, par N(A). La dimension de N; est r.
A représente (dans la base canonique de Kn) un endomorphisme
a: K' — K" défini par a(v) = Av

Cet endomorphisme a (ou la matrice A) fournit une décomposition stable par a
de I'espace total :

K'=NM & ... & N(A).

Donc la matrice A est semblable dans K & une matrice J € M,, (K) avec

J(A) 0
J =
0 (M)
Pour chaque A € {A1, ..., A}, le sous-espace N()\) a une décomposition stable

par a (comme expliqué dans 2.2.2) :
N()\) =T ... @Tm()\)

donc J(A) peut s’écrire :

GV 0
J(A) = € M, (K(\))
0 | jm()\)()‘)
Notons d; = dim(T;), alors dy + ... + dm()\) =
De plus (voir 2.2. 2) T; a une base t; = (vt, v2, ... v%) telle que a(v') = v~ 4+ Ao,

i=1, ..., l,avec v* = 0. Donc dans cette base, jl()\ =j(A,d;) ou :

Al 0

=] e M)
0 A

On appelle J la forme de Jordan pour la matrice A. Nous appelons j(A, d) matrice
élémentaire de Jordan de dimension d, et J(X) matrice générale de Jordan pour A.
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Le nombre m(A) de j(A,d) dans J(A) coincide avec la dimension du sous-espace
propre Ny (appelée la multiplicité géométrique de ) et il y a au moins un bloc j(A, s)
de dimension s ; tous les autres blocs sont de dimension au plus s.

La matrice J est unique sauf par la disposition des blocs j(Ag, d;) dans sa diago-
nale principale. Nous fixons par ordre de dimension décroissante la disposition des
blocs j(A,d) dans J(A), ainsi la forme canonique de Jordan dépend uniquement de
la disposition des blocs J(Ay), c’est-a-dire de l'ordre de description des racines de

pe().

1.2 Matrice de passage

Dire que A est semblable & J signifie qu’il existe une matrice P € M,, avec det(P) #
0 telle que

PYAP = J.

La matrice P s’appelle matrice de passage entre A et J. Les colonnes d’une telle
matrice P forment une base By de I'espace K dans laquelle ’endomorphisme « est
représenté par J.

Cette base Bj est composée de bases B)\k des espaces N(Ap), k =1, ..., p,
telles que chaque endomorphisme

a|N()\k): N(Xg) — N(A)

est représenté par J(A;) dans la base By, k=1, ....p

Remarque Il y a en général plusieurs matrices P vérifiant P~1AP = J.

Définition Soit M € M, nous dirons que M est conforme a A si M est composée
par p blocs—colonne

avec M(Ar) € Myy,, (K(Ag)), k=1, ..., p.

Remarque En particulier, une matrice M est conforme a A si et seulement si elle
est conforme a la transposée de A, A’

Théoreme 1.2 [l existe une matrice de passage entre A et J conforme a A.

Ce résultat est classique. Nous donnons une démonstration dans la section 2.
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1.3 Inverse de la matrice de passage

Soit J la forme canonique de Jordan de la matrice A. On construit ici une matrice
R; de la maniere suivante :

o R; a p blocs carrés dans sa diagonale principale

RJ()\1) | 0
R; =
0 )
e pour chaque A € {A\;, ..., A}, RJ()\) a m(A) blocs carrés dans sa diagonale
principale :
Ry | 0
B0 =
0 | Rdm<)\>

e chaque bloc Ry est une matrice carrée de dimension d avec des 1 dans sa
diagonale secondaire et des 0 ailleurs :

0 1
1 | 0
Lemme 1.3 Les matrices Ry et Ry vérifient :
e Ry '=R;/=Ryet R;7'=R;' =Ry
e RyJ'IRy=1J
o Soit B=(bi;)ij=1,.. 4 € My, alors
— RyB = (bay1-ij)ij=1, ...a (change Uordre des lignes)
— BRy = (bigt1-7)ij=1. .. 4 (change Uordre des colonnes)
o St J est une matrice diagonale, alors Ry est la matrice identité.

Lemme 1.4 Soit P une matrice de passage entre A et J alors la matrice (P~')'R;
est une matrice de passage enire A' et J.

Démonstration
On a P~'AP = J. Sil'on considere la transposée, on en déduit P*AY(P~1)" = J*, et
alors

(RyPHAY(P™Y)'Ry) = RyJ'R; = J
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Remarque La différence entre la matrice (P~')! et la matrice de passage entre A’
et J, (P™1) Ry, est seulement 'ordre de disposition des colonnes.

Le résultat suivant est montré dans la these d’Ozello. Nous en donnons deux
autres preuves dans la section 4. D’autre part, il est également possible d’obtenir ce
résultat comme conséquence du théoreme 3.1.

Théoreme 1.5 Soit P une matrice de passage entre A et J conforme a A, alors la
matrice (P~1)" est conforme a A.

2 Calcul de la forme canonique de Jordan et
d’une matrice de passage conforme

Nous exposons ici une méthode classique pour le calcul de la matrice de Jordan et
d’une matrice de passage entre A et J. La matrice de passage ainsi obtenue vérifie
la propriété d’étre conforme a A.

Ce type de méthode peut étre trouvé dans la littérature classique, mais nous
proposons ici la variante que nous avons implantée. Nous ’exposons de facon tres
détaillée pour diverses raisons :

e d’une part, cela nous permet de fixer les notations et concepts qui seront
utilisés dans les sections suivantes

o d’autre part, les algorithmes que 1’on utilise pour le calcul de la matrice inverse
de la matrice de passage sont similaires a celui-ci.

2.1 Calcul indépendant pour chaque valeur propre

Soit A € M, p.(x) € K[z] son polynome caractéristique et Ay, ..., A, les valeurs
propres de la matrice A, c’est-a-dire les p racines distinctes de p.(z) dans K. On a
JA) |0 0
- | |
J = 0 0 et P=1| P(A1) | ... | P(A)
o T
0 0 | J(A)

ou J(Ar) est la matrice générale de Jordan correspondante a A; et les colonnes de
P(Ay) forment une base de N(Ay), k=1, ..., p.

Pour calculer J et P, il suffit de calculer J(A;) et P(Ag) pour chaque k, k =
1, ... p.

Donc, a partir de ce moment nous considérons dans cette section A une valeur
propre de la matrice A, c’est-a-dire une racine quelconque du polynome caracté-
ristique.



20 2 Calcul de la forme canonique de Jordan et d’une matrice de passage conforme

On sait déja que J(A) € M,(K(\)) et que P(A\) € M,y,. Nous allons voir
comment 'on peut calculer J(A) et P(A) de sorte que les coefficients de P(\) soient
dans K()).

2.2 Structure du sous-espace caractéristique N(\).
Calcul de J()\) et P())

Définition Nous appelons base de passage de N(X) toute base de N()) telle que
I’endomorphisme a|N()\) : N(A) — N(A) est représenté dans cette base par une
matrice générale de Jordan.

Notations
® ay : N(A) = N(X) est 'endomorphisme de N () défini par ay(v) = (A= A)v
e Rappelons que N; = Ker(A — A)'. Posons n; = dim(N;), i =10, 1, ..., s.

Lemme 2.1 Les noyaux N; vérifient les relations suivantes (ou le symbole C note
Uinclusion stricte) :

NOZOCNlc CN5_1CN5:N5+1

avec dim(Ns) =r et N; = N, pour tout ¢ > s.

Remarque On en déduit :

no=0<n < ... <ng_1 < n,.

Définition Soit v € N; tel que v € N;_1, nous disons que v est un vecteur caracté-
ristique de niveau ¢.

Remarque Soit v un vecteur caractéristique de niveau ¢, avec ¢ > 1 alors

o v#£0

® a)(v) est un vecteur caractéristique de niveau 7 — 1.

2.2.1 Sous-espaces générateurs

Lemme 2.2 Soit ¢ un entier tel que s > ¢ > 1, et soit H un sous-espace vectoriel

de Niyq1 tel que HNN; = 0. Alors
o ay |g: H — N; est injective
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° a)\(H)ﬂNi_l =0

Le théoreme suivant nous montre la structure du sous-espace N (). Nous voyons
qu’il suffit de connaitre une famille (G, ..., G1) de sous-espaces de N(A) pour
connaitre N(X).

Théoreme 2.3 [l existe une famille ordonnée (G, ..., Gy) de sous-espaces de N
telle que, en notant g; = dim(G;) :

® gs > 1
o pourtoutr=s, ..., 1
Ni=Ni1 9 (®;:iag\_i(G1))

ni = ni—1+ (5= 95)

Remarque Nous écrivons ici les formules de cet énoncé de fagon étendue pour
améliorer la compréhension de la démonstration.

Ns — Ns—l S, Gs

Ny i =N,o@ G)\(GS) & Gs—l

N2 = Nl @ GS)\_2(GS) @ PN @ Cl)\(G:),) @ G2

Nl = as)\_l(Gs) o ... D GQ)\(Gg) D G)\(GQ) D Gl

Démonstration

Si s =1 alors Gy = Ny. Supposons s > 1.

Construction de G

Soit G4 un supplémentaire de N,_; dans N,. Un tel sous-espace (G5 vérifie :

L4 Ns:Ns—l@Gs
.gs:ns_ns—lzl

Hypothese d’induction pour 1+ 1, avec s —1>1>1
Supposons la famille (G, ..., G;41) construite. On a :

o Nigt = Ni @ (B 0y ()

® N,y =n; + (Z;:H-l gj)
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Construction de G;

Posons H = ( ;Zi_l_la])\_(l—l_l)(Gj)). Ona N;yy = Ny H,dou N;NH = 0. En utilisant

le lemme précédent, on a ay |g: H — N, injective, a)(H) € N;et N;_yNay(H) = 0.
Soit Gy un supplémentaire de N;_y @ a)(H) dans N;, (dans le cas ou N;_; &

a)(H) = N;on a G; = 0). Un tel sous-espace G; vérifie :

L] Nz = Ni—l ) (@;:ZCL])\_Z(G]))

o n; =ni1 & (5-9))
Remarque Pour la construction du sous-espace (;, on considere un supplémen-
taire quelconque de N;_1 & aS)\_Z(GS) D...0 G2)\(GZ'+2) @ ay(Giyr) dans N;.
Corollaire 2.4 Les dimensions des sous-espaces G, @ = s, ..., 1 vérifient :

o gs—l_gs—l‘l' —I_gl =M

e sgs+(s—1)gse1+ ... +g1=ns=r
Définition Soit (G5, ..., G1) une famille ordonnée de sous-espaces de N vé-
rifiant les conditions du théoreme précédent. Nous appelons cette famille une famille

de sous-espaces générateurs de Ns. Nous appelons G; un sous-espace générateur de
niveau t. Si v € G, v # 0, nous dirons que v est un vecteur générateur de niveau 1.

Notation Soit (G, ..., G4) une famille de sous-espaces générateurs dans N,
posons :
Ms — Gs

Ms—l = G)\(GS) @ Gs—l

Ml = GSA_I(GS) o ... D GQ)\(G:),) D G)\(GQ) D Gl

et m; =dim(M;), i =s, ..., 1,
Corollaire 2.5 Les sous-espaces M;, @ = s, ..., 1 vérifient :
® Ni:Mi@Ni—l; i:S, ceey 1

o Ny=M; % ... &My M,
et pour leurs dimensions on a :

o m; =n; —n;_1 >0

e g, =m; > 1

e g, =m;—mip1 >0, e=s—1, ..., 1
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Remarque Soit v € M;, v # 0 alors v est un vecteur caractéristique de niveau .
En particulier un vecteur générateur de niveau ¢ est un vecteur caractéristique de
niveau .

2.2.2 Tours

Définition Soit v* un vecteur caractéristique de niveau ¢. On note v*~7 = a])\(vl),

g=1, ..., i—1. Alors le niveau de v'™7 est ¢ — 5. Nous appelons la tour de hauteur
i engendrée par v' Pensemble ordonné de vecteurs :

i -1
= (v, ..., 07, V).
Lemme 2.6 Les éléments d’une tour sont linéairement indépendants.

Démonstration
Soit t* = (v', ..., v*"!, ') une tour de hauteur ¢ engendrée par le vecteur caracté-
ristique v* de niveau z. Soit :

w=ov+ ...+ a0+

et supposons w = 0, alors :

0= ai)\_l(w) = oziai)\_l(vl) et donc o; = 0
Supposons ¢ = ... = aj41 = 0, alors :
0= a&_l(w) = ozjag\_l(vj) et donc a; =0

Lemme 2.7 Soit v et w’ deuz vecteurs générateurs de niveaux respectifsi et j avec
i > 5. Alors v et w* sont linéairement indépendants pour tout k tel que 1 <k < j.

Démonstration ' 4
Soit av® + Bw* = 0. Alors av® + Buw* € al)\_k(Gi) P a])\_k(Gj) (théoreme 2.3) donc
a=p=0.

Notation et remarque Soit 7" un sous-espace de N, engendré par les éléments
d’une tour de hauteur 7. On a :

o dim(T) =i
e a(TH) CT!

Lemme 2.8 Soit (G5, ..., Gy) une famille de sous-espaces générateurs dans Nj.

: . . . . ’
o'l vt) et t) = (wh, ..., wTH wd) avee v' € Gp et w! € G deux vecteurs
gén€rateurs de niveaur 1 et j. Supposons que si i = j, v' et w! sont linfairement
indépendants. Alors Ti N'Ty = 0.

Soit T} et sz deux sous-espaces de N, engendrés respectivement par t| = (v', ...
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Démonstration
Soit w € T} NTy. Alors nous pouvons écrire w comme

w = a4 .. a0+t

= A’ +. 4+ B’ + B
d’ou, si nous supposons ¢ > j
0 = (o — By 4t (a0 — Bwd) +agne™ b et (1)
Sie > 7 alors

0 = ai)\_l[(ozlvl — ﬂlwl) +... 4+ (ozjvj — ﬂjwj) + ozj+1vj+1 + ...+ ozivi]

= ozial)\_l(vl)
d’ou a; = 0.
De méme, on obtient aj41 = ... = oj—; = 0.

[égalité (1) s’écrit maintenant, pour tout ¢ > j
0 = (ozlvl — ﬂlwl) +.. 4+ (ozjvj — ﬂjwj)
et donc

0 = a{"erw! = Bue) o (aged = G

= ay (a0’ = Bjw)]

Si i = j alors (a;v) — B;w’) appartient a N;_; N G, qui est nul par le théoreme 2.3
et donc (a;v’ — B;w’) = 0. Par hypothese v/ et w’ son linéairement indépendants
d’ou oy = ﬂ]‘ = 0.

Si ¢ > j alors (a;v7 — B;w’) appartient a N;_; N [ag\_j(Gi) & (] qui est nul par
le théoreme 2.3 et donc (a;v7 — B;w’) = 0. Par le lemme 2.7 on a que les vecteurs
v’ et w’ sont linéairement indépendants d’ou «o; = 3; = 0.

De méme, on obtient oj_1 = 3,1 =0, ..., a3 = 1 = 0.

Remarque Soit (; un sous-espace générateur de niveau ¢ et v' un élément non
nul de G;. Soit t* = (v, ..., v'"! v') une tour de hauteur ¢ engendrée par v*. Soit
T" le sous-espace de N, engendré par les vecteurs de t'. [.’endomorphisme

Ti:Ti—>Ti

a

se représente par la matrice élémentaire de Jordan j(A,7) dans la base (v!, ..., v'7L,

v').
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Notation Soit (&; un sous-espace générateur de niveau i. Nous noterons une base

de G par

(v:m'+1+17 e vfm)
avect =35, ..., 1 et mgyqy = 0.
Théoreme 2.9
1. Soit (G, ..., Gy) une famille de sous-espaces générateurs de Ns. Pour chaque
1=5, ..., 1 soit (vjﬂi+1+17 cee vjm) une base de G; (avec mypq = 0) et pour
chaque j, g =my+1, ..., my, soit t; la tour de hauteur i engendrée par v;

Alors 'ensemble

5 5 s—1 s—1 1 1
BU.Lue, Ut o Ut U ot UL Ut
(sans changer Uordre des vecteurs !) est une base de passage de Nj.

2. Toute base de passage de Ny peut étre construite de cette facon a partir d’une
famille de sous-espaces générateurs (G, ..., G) de N;.

Démonstration

1. Posons T]? le sous-espace de N, engendré par les vecteurs de la tour t;, 1=
S, ooy Lyg=mi + 1, ..., my. Alors

N=Tyo..oT, olo.. 0T & . .&T,
Nous en déduisons que dans la base indiquée, I’endomorphisme
aly,: Ny — N

se représente par une matrice générale de Jordan J(A). Pour chaque i =
8, ..., 1, la matrice J(A) a g; matrices élémentaires de Jordan j(A,7).

2. Soit B une base de passage de N,. D’apres la forme de J(\), nous savons que
B est la réunion de :

g5 familles libres de dimension s que I'on note (#3, ..., 13 )

¢1 familles libres de dimension 1 que 'on note (¢}, .., ..., t} )

avec g; > 1, et 1 est une tour de hauteur i. Notons v; le vecteur caracté-

ristique de niveau ¢ qui engendre t;, i=38, ..., L,g=mip+1, ..., m; (avec
M1 = 0). Pour Ch@que t =38, ..., 1, soit G; le sous-espace de N, engendré
par (vy, . i1y .-y Uy, ). Alors on vérifie facilement que (G, ..., G1) est une

famille de sous-espaces générateurs de N;.



26 3 Calcul de la matrice inverse d’une matrice de passage : cas général

Remarque Le théoreme précédent nous montre la bijection existant entre les bases
de passage et les familles de sous-espaces générateurs de N;.

Remarque Culcul de la matrice générale de Jordan pour A

La matrice J(A) a ¢; matrices élémentaires de Jordan de dimension ¢, pour chaque
t =35, ..., 1. Cela nous montre qu’il est possible de connaitre la matrice générale
de Jordan pour A a partir des dimensions des sous-espaces Ny, ¢ = s, ..., 1.

Remarque Calcul de P(X) € M, (K()\))

Pour chaque 7, 2+ = s, ..., 1, nous pouvons calculer une base de N; telle que les
coefficients des vecteurs de cette base soient dans K(\) : en effet, par définition
N; = Ker(A—XI)' et (A — M) a ses coefficients dans K(\).

D’apres le procédé de construction utilisé dans la démonstration du théoreme 2.3,
nous pouvons ensuite déterminer une famille (G5, ..., Gy) de sous-espaces géné-
rateurs de N, ayant la méme propriété.

En conclusion, la matrice P(\) construite ainsi a ses coefficients dans K(A), d’ou
le théoreme 1.2. De plus tous les calculs correspondants peuvent se faire dans K(A).

3 Calcul de la matrice inverse d’une matrice de
passage : cas général

Considérons la matrice A € M,,, '’endomorphisme a associé et la décomposition de
I’espace total fournie par A :

K'=NM & ... & N(A).

Nous avons vu que dans toute base B = By U ... U B, de E adaptée a cette dé-
composition, ’endomorphisme a est représenté par une matrice

T 0

avec Zk € Mm.
Soit P une matrice de passage entre A et A. Nous pouvons choisir P conforme

| |
P=|PN) | ... | P(\)

| |
avec P(\y) € M,, (K(M\)), k=1, ..., p.

a A, c’est-a-dire,
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Théoréme 3.1 La matrice (F_l)t est conforme a A.

Dans ce chapitre nous donnons deux démonstrations différentes de ce théoreme.
Chaque démonstration fournit une méthode de calcul de P

La premiere méthode utilise la résolution des systemes d’équations linéaires et elle
a des relations avec le calcul d’inverses généralisées pour des matrices rectangulaires.
La deuxieme méthode utilise le calcul des bases duales, avec un algorithme du méme
style que le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Remarque Le théoreme 1.5 est un cas particulier de ce théoreme.

Notation Rappelons que nous avons noté N; = Ker(A — M) et N(A) = N,.
Posons N; = Ker(A" — AI)® et N(A) = N;.

3.1 Calcul indépendant pour chaque valeur propre

Le théoreme suivant nous montre pourquoi, pendant le calcul de la matrice inverse
de la matrice de passage, il suffit de considérer une seule valeur propre a chaque fois.

Théoreme 3.2 Soit A, i deux valeurs propres de A avec A # p et soit v € N(A) et
w € N(u). Alors w'v = 0.

Démonstration -
Soit v € N(\) et w € N(u). Posons

r=(A—-X)v
y=(A"—plw
alors
wir = w[(A — Al )v] = w'Av — Ml
yiv = [(A' — phw]'v = w'[(A — pl)v] = w'Av — pw'v
Si w'z = y'v alors w'v = 0 puisque A # p.
Notons ¢ (respectivement j) le plus petit indice tel que v € N; (respectivement
tel que w € N;). Nous montrons le théoreme par récurrence sur ¢ + j :
e Sii+j<lalorsi=00uj=0etdoncv=0o0uw=0,dounwv=0.
e Soit ¢ + j > 2 et supposons la propriété vraie pour tous (ig, jo) tels que

io+ jo <1+ j, alors w'z = 0 (puisque (1 — 1)+ j < i+ j) et y'v = 0 (puisque
i+(j—1)<i+j), dou wv =0.
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Corollaire 3.3 Soit

| | | |
P=P | ... | B |eaQ=|0Q | ... | Q,
| | | |

aveec Py € M,y,, contenant par colonnes une base (quelconque) de Uespace N(Ay),
et Qr € M,y,, contenant par colonnes une base (quelconque) de lespace N()\y)
k=1, ..., p. Alors

QWP | 0 0
Q'P = 0 0
0 0 | QP

Maintenant nous pouvons poser notre probléeme comme suit :

Soit P une matrice de passage entre A et A conforme a A. Pour chaque
k, k=1, ..., p existe—t—il une matrice Q(Ng) € M,wr, (K(A)) dont les
colonnes forment une base de N(\g) et telle que

QAP =1, 7

Remarque En ce cas, si l'on pose

| |
Q= Q\) I I QM)

—t ——1 —_ N . ’ \
ona() =P = avec () conforme a A, ce qui montre le théoreme 3.1.

Soit A une valeur propre de la matrice A et P une matrice de passage entre A et
A conforme & A. Notons P()) le bloc—colonne de P correspondant a A. Nous allons
montrer I'existence d’une base B(A) de N()) telle que la matrice Q)(\) construite a

partir de B(\) vérifie Q(A\)'P()\) = I, et les coefficients de Q(\) soient dans K(A).

Nous verrons aussi comment ’on peut calculer une telle base.

Remarque Dans le cas d’existence de ces bases, elles doivent étre uniques, étant
donné que 'on cherche la matrice inverse de la matrice P.

Remarque Pour calculer la matrice Q()\) nous cherchons une base de ZV(A) Nous
voyons dans ce chapitre que ce noyau est le seul sous-espace de K= qui vérifie les
conditions nécessaires pour trouver une telle base.
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3.2 Méthode de calcul de B()\) par résolution de systémes
linéaires

Nous voulons calculer une base B(A) = (wq, ..., w,) de N(A) telle que la matrice

Q()) construite a partir de B()) vérifie Q(A\)!'P(\) = I..
Notons vy, ..., v, les colonnes de P()). Alors nous cherchons une base (wy, ...,
w,) de N(A) telle que
wio, =1 1=1, ..., r
wh; =0 1#7

Lemme 3.4 Soit K un corps quelconque (commutatif). Soit E un espace vectoriel
sur K de dimension finie, et u un endomorphisme de E tel que Ker(u®) = Ker(u).

Alors Im(u) N Ker(u) = 0.

Démonstration
Soit @ € Im(u) N Ker(u), alors :

x € Im(u) et donc z = u(y), y € E
x € Ker(u) et donc u(x) =0
d’ott 0 = u(z) = u?(y).
En conséquence y € Ker(u?) = Ker(u), dot z = 0.

Proposition 3.5 Soit

Alors rang(S) = n.

Démonstration
On a rang(S) = rang(S?), or :

|
St = ( (A=) | P(A)).
|

On a rang((A—AI)*) = n—r et rang(P()\)) = r. De plus, les colonnes de (A — AI)*
engendrent I (a}) et les colonnes de P(A) engendrent Ker(af), donc les colonnes
de S* engendrent ]m(as)\) + Ker(as)\).

D’autre part Ker((as)\)z) = Ker(as)\), d’ou, en utilisant le lemme précédent,
]m(as)\) N Ker(as)\) = 0. D’ici ]m(as)\) + Ker(a}

dimensions, on a (n —r) +r = n.

)\) = ]m(as)\) @Ker(as)\) et pour leurs
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Considérons la famille de systemes d’équations linéaires :
SX =epyj,9=1, ..., 1.

D’apres la proposition 3.5 chaque systeme de cette famille possede une seule solution
que l'on note w;, 3 =1, ..., r.On a:

o w; € M, 1 (K(N), j=1,...,r
o (wi, ..., w,) est une base de N(X)
o ct
w?vjzl g=1,...,r

wivg =0 j#k

Nous avons construit ainsi une base B(A) = (wy, ..., w,) de N(A) telle que la
matrice Q()) construite a partir de B(\) vérifie Q(A\)'P(\) = I,.. De plus, ses coef-
ficients sont dans K(\) et tous les calculs peuvent se faire dans K(A).

Relation avec le calcul d’inverses a gauche pour des matrices
rectangulaires

Nous réalisons ici une introduction aux matrices inverses a gauche, elle peut étre

trouvé dans [GLR], p. 348.

Définition Soit R € M,,«,(K), R est inversible a gauche s’il existe une matrice
RY € M, (K) tel que RIR = I, . La matrice R! s’appelle une inverse @ gauche de
R.

Théoréeme 3.6 Soit R € M,,,,(K), ces propositions sont équivalentes :
1. R est inversible a gauche
2. les colonnes de R sont indépendantes dans K™ (en particulier m > n)

3. Ker(R) = 0 si l'on considére R comme une application linéaire de K" vers

K™.

Etant donné une matrice R € M,,«,(K) inversible a gauche, une possibilité pour
calculer une matrice R! inverse & gauche pour R est la suivante :

Comme rang(R) = n, on peut prendre n lignes linéairement indépendantes dans
R. Ces n lignes forment une matrice Ry € M, «,(K) qui est inversible. Pour simplifier
nous pouvons supposer que Ry est placé dans les n premieres lignes de R. Alors la
matrice Rl = (Ry' 0) est une inverse a gauche de R.
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En général, si on a une matrice R inversible a gauche,

Ry
R=| —
Ry

avec Ry inversible, la matrice

|
Rl =| R;'— SRRy | S

est une inverse a gauche pour n’importe quelle matrice S € M,y (n—n) (K).

Dans notre cas, pour trouver la matrice inverse de la matrice de passage P, nous
cherchons une matrice inverse a gauche pour chaque P(A;), k=1, ..., p, que nous
posons Q(Ag). Chaque matrice Q(\g) est déterminée de fagon unique parce qu’on

impose aux lignes de Q(Ax)" de vérifier la condition d’étre des vecteurs du noyau

N,

3.3 Méthode de calcul B()\) en utilisant les bases duales

Dans cette section nous utilisons des résultats sur les formes bilinéaires et sur
lorthogonalité qui peuvent étre trouvés dans [La, LFA], par exemple. Pour une
introduction, aux bases duales nous avons utilisé [FF].

Dans la section précédente, on a proposé une méthode directe pour le calcul de
la base du noyau N(A) qui nous intéresse. Nous proposons ici une méthode qui
correspond a une idée un peu différente. Nous voulons calculer la base B()\) a partir
d’une base quelconque du noyau ﬁ(A) en faisant des transformations similaires au
processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Dans cette section, nous considérons l'espace vectoriel E = K muni du produit
scalaire (i.e., de la forme bilinéaire, symétrique et non-dégénérée) qui s’exprime dans
la base canonique :

<z, y>=) @iy
=1
Notation Si F est un sous-espace de E, on note

Ft={:cE|<z, y>=0VycF}

Lemme 3.7 Soit F un sous-espace de E, alors dim(F) + dim(F*) = n.
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Définition Soit F et F’ deux sous-espaces de E avec dim(F) = dim(F') = m < n.
Soit U = (uy, ..., uy) une base de F et V = (vy, ..., v,,) une base de F’. Nous
dirons que V' est une base de ¥’ duale de U si

o <up, vp>=1, k=1 ..., m
o <up, v;>=0,7#k

Théoreme 3.8 Soit F et F' deux sous-espaces de E avec dim(F) = dim(F') = m <
n. Soit U une base de F. Alors il existe V base de F' duale de U si et seulement st
Fn(F)* =0.

Démonstration
Supposons V base de F/ duale de U. Soit u € F N (F/)* :

ueF = u=ou +...+ o,

u € (F')t = u est orthogonal & vy, ..., v,
Si l'on fait les produits de w avec les vecteurs vy, ..., v, on obtient oy = ... =
o, =0

Nous montrons la réciproque de facon constructive.

Supposons que F N (F')t = 0. Soit U = (uy, ..., u,) une base de F et W =
(w1, ..., wy) une base de F'. Nous allons construire par récurrence une base de F’
duale de U a partir de la base donnée W.

Soit 0 < ¢ < m — 1, et supposons qu'on a W = (wy, ..., w,) telle que pour

tout 1 <y <, u; vérifie :
o < u;, w; >=1
o <uj, w>=0,1<1<m,[#y

Notons (H) cette hypothese.
Nous allons voir qu’il existe j € {i + 1, ..., m} tel que < u;41, w; ># 0.
Pour cela , nous considérons le vecteur u suivant :

U =< U1, W1 > UL+ oo+ < Ujgr, Wy > Uy — Uig
Ce vecteur vérifie :
o ucF

e u # 0 (puisque sa composante sur w41 est non nulle)

Donc u ¢ (F')*.

Par ailleurs, calculons < w, w; > pour tout [ € {1, ..., m}:
<u, wy >=< Uigq, W1 >< Uy, W > +...+ < Ugq, W >< U, W > — < Ujyq, W; >

L’hypothese (H ) implique :
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o Siled{l, ..., ¢} alors:

<u, wp >=< Uiy, W > — < Ujpq, W >= 0

o Sile{i+1, ..., m} alors:
<u, w >= — < U1, W >
Puisque u € (F')*, nous en déduisons qu'il existe un [ € {t + 1, ..., m} tel que

< Ujp1, w; ># 0, et nous pouvons supposer que [ =7+ 1 (& permutation pres).
Nous construisons maintenant une base W de F’ a partir de W comme suit :

J— _ 1 .
Wiy = gL, Wit Wit

o —<Ui 1, We> — ;
W = et Wi 4wy, k=1, ....m, k#:+1

Alors W est telle que pour tout 1 < j <7+ 1, u; vérifie :
o <u;, w; >=1
o <uj, w;>=0,1<1<m,[+#

Raisonnons par récurrence sur ¢z, 0 <z < m. 51 ¢ = 0 ’hypothese de récurrence
est triviale, et s1 0 < ¢ < m nous venons de voir comment l’on peut passer d'une
base W = (wq, ..., wy) de F' qui vérifie 'hypothese de récurrence au rang ¢ a une
base W = (wy, ..., W, ) de F’ qui vérifie 'hypothese de récurrence au rang 7 + 1.
Finalement, dans le cas ¢ = m nous obtenons V = W base de F’ duale de U.

Remarque Etant donné F sous-espace de E de dimension m, il existe plusieurs
sous-espaces F/ de E de dimension m vérifiant F N (F')* = 0. Pour chacun de ces
sous-espaces F’, étant donné une base U de F, il existe une unique base V de F’

duale de U.

Remarque [FF] (p. 79).

Computing a basis {v1, ..., v,} dual to a basis {u1, ..., u,} (of E) is
essentially equivalent to inverting a matrix P consisting of the coordi-
nates of the vectors uy, ..., w, with respect to some “orthogonal basis”

Nous utilisons le lemme suivant dans la section 4.3

Lemme 3.9 Soit F et F' deux sous-espaces de E avec dim(F) = dim(F') =m <n
et tels que F N (F)* = 0.

Supposons F =F1 @ Fy, F' =F 1 & Fy, dim(F1) = dim(F'y) = mq, dim(Fy) =
dim(F'y) = may, et tels que Fy C (F'y)L. Alors :
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[ J F1 N (Fll)J— - 0
o F'y,N (F’g)L =0
Démonstration

e Voyons F; N (F/y)* = 0.
OnaF;, CFet FN(F)* =0,dou F;N(F)*=0.
Soit x € Fy N (Fy)+. Comme F; C (F/y)* alors € (F3)t n (F/))*t. Par

ailleurs on a

(F/Q)J_ N (F/I)J_ — [F/2 D F/I]J_ — (F/)J_
Donc nous avons € Fy N (F')*+ = 0.

e Voyons Fy N (F/y)+ = 0.
Puisque FN(F')* = 0 et dim(F) = m, dim((F')*) = n—mon a E = Fo&(F')*.
Ce que l'on peut aussi écrire E = Fy & [F1 & (F) ]

D’autre part (F/)t C (F'3)* (puisque F'y C F') et F; C (F'y)*, et donc
Fl oy (F/)J_ g (F/2)J_‘

Comme dim(F1) 4+ dim((F ) )
dim((F'3)t) on a Fy & (F)* =
En conséquence E = F, @ [F4

=mi+tn—m=mi+n—m;—my=n—my =
(F'5)*
& (F)] = Fy, & (F'3)* et done Fyn (Fy)*t = 0.

Remarque Nous pouvons obtenir la démonstration du lemme précédent a partir
de la démonstration constructive du théoreme 3.8. Pour cela nous regardons de pres
le calcul des bases duales.

Soit Uy et U, bases respectives de Fy et de Fy, V] et V;, bases de F'; et de F's.
Donc (U, Us) et (Vi, V3) sont bases de F et de F'.

Commencgons le calcul de la base duale. Soit u € U; et nous cherchons v € (17, V3)
tel que < w, v ># 0. Puisque F; C (F'y)* la seule possibilité est v € V3. On
en déduit que nous pouvons obtenir une base duale de U; a partir de Vj et donc
F, N (F')* =0.

Supposons que nous avons trouvé ainsi une base duale de Uy a partir de Vj.
Maintenant la démonstration du théoreme 3.8 nous dit que nous pouvons continuer
le calcul de base duale avec U; et V5 en oubliant la partie correspondante a Fy et
obtenir ainsi une base duale de Uy & partir de V5. Donc Fy N (F/y)* = 0.

Remarque Reciproquement, supposons que nous avons des relations d’orthogo-
nalité entre Fy et F/y (F; C (F'3)*), et des relations de “dualité” entre F; et F/;
(Fy N (F'))t = 0) et entre Fy et Fy (Fy N (F'3)t = 0). Cela ne suffit pas pour
pouvoir affirmer que FN (F')* = 0 car il manque des relations d’orthogonalité entre

Fll et F2 .
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Nous étudions maintenant le cas particulier qui nous intéresse, avec F = N(A) et
F’ = N()). Le théoréme 3.11 ci dessous prouve que FN(F')* = 0 & partir du lemme
suivant.

Lemme 3.10
(NI =@ 5y, N
J#k
Démonstration
On a:

K'=NM)& ... &N(\)

et de la méme facon :

K'=NXM @ ... N\

Dans le théoreme 3.1 nous avons vu que si ¢ # j :

v E N()\Z)

wEﬁ()\]‘)} = <v, w>=10

ce qui est équivalent a :

v E @#]N()\z)

we N, }:><v,w>:0

et il s’ensuit que : -

Bz N(A:) S [N(A)]F
D’autre part dim[N(X;)]* =n —r; et donc :

Digi N(A) = [N

Théoréeme 3.11
N N[N =0

Démonstration
Posons A = A, du lemme précédent on déduit :

BN () = [N

et comme
T

K" = N\ @ (@,2:N())))

alors

NMNON)E=0
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Remarque Comme conséquence, si (vy, ..., v,) est la base de N(\) formée par
les colonnes de P()), nous pouvons calculer sa base duale dans ﬁ(A)

De plus, si 'on considere une base W de N()\) telle que les coefficients de
ses vecteurs sont dans K(X), le processus de construction de la base duale de
(v1, ..., v,) (avec les coefficients de v; dans K())) a partir de W nous montre
que les coefficients des vecteurs de la base obtenue sont dans K(\) (puisque tous les
calculs correspondants peuvent se faire dans K())).

Remarque Si P est une matrice de passage entre A et A, pour trouver son inverse
nous avons considéré pour chaque A valeur propre de A le sous-espace N()\) et nous
avons fait un calcul de base duale.

Le théoreme 3.11 nous assure que le calcul de base duale est possible dans ﬁ(A)
Est-il possible de faire ce calcul dans d’autres sous-espaces de K" ? Le lemme 3.10
nous montre les relations d’orthogonalité de N () avec N(p), g # A. On en déduit
que N(A) est le seul sous-espace de K qui vérifie les conditions nécessaires pour
trouver la matrice inverse de P.

4 Calcul de la matrice inverse d’une matrice de
passage : cas de Jordan

Rappelons que dans la section précédente nous avons montré :

Si P est une matrice de passage entre A et A conforme a A, alors pour
chaque A valeur propre de A, il existe une matrice Q(A) € M, x,(K(}))
dont les colonnes forment une base (notée B(X)) de N(X) et telle que

et cela peut s’appliquer dans le cas ot A = J.

Dans cette section nous continuons I’étude dans ce cas, mais nous nous inté-
ressons a I'obtention de () a partir d’une famille de générateurs de N()\) : puisque
la matrice P(A) est déterminée a partir de ny(< r) vecteurs, nous voulons déterminer
Q(A) a partir du méme nombre de vecteurs. De I'unicité de Q(A) on déduit 'unicité
de cette famille de sous-espaces générateurs. De plus, nous pouvons obtenir cette
famille avec les deux méthodes proposées dans la section 3.

Notation Rappelons que nous avons noté N; = Ker(At — XI) et N(A) = N,.
Posons @) I'endomorphisme de N tel que @y (w) = (A" — A )w.

Remarque dim(N;) = dim(N;) =n;, i =1, ..., s.
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4.1 Relations entre les tours de N(\) et de N()\)

Soit v* € N(A) un vecteur générateur de niveau ¢ et w’ € N(X) un vecteur géné-
rateur de niveau j. Nous étudions ici quelques relations existantes entre les tours
engendrées par ces vecteurs.

Notation Soit w’ € N(A) un vecteur générateur de niveau j et 7= (wh, ..., w)
la tour engendrée par w’. Nous posons ¢/ = (w’, ..., w!) (et nous I'appelons aussi

tour de hauteur j engendrée par w’).

Remarque La notation précédente correspond a 1’égalité des matrices suivante :

7 =7R,
avec
0 1
RJ‘ = € M]‘.
1 0

Notation Si Q()) est une matrice correspondant a une base de passage de ﬁ()\),

nous posons @()\) = @(A)RJ()\).

Dans toute cette section 4, nous utiliserons souvent la remarque et les propositions
ci-dessous.

Remarque Posons
v=ay(z) = (A= M)z avec x € N(\)
w=ay(y) = (A* = M)y avec y € N(\)

Alors :

w'v = [(A" = ADy]'v = y"(A = Mo = y'ay (v)
w'v = w'[(A = M)z] = [(A" = Aw]'z = [ay (w)]'z

Proposition 4.1 Soit K un corps quelconque (commutatif). Soit E un espace vec-
toriel sur K de dimension finie, et u un endomorphisme de E représenté par la
matrice A dans la base canonique. Soit i l’endomorphisme de E représenté par A’
dans la base canonique. Alors [Im(u)]* = Ker(u).

Démonstration
[Im(@))f={zeE| 2ly=0VyeIm(a)}={z e E| 2’42 =0Vz € E} =
{zreE| "4z =0Vz: € E} = {zr €e E| Az € (E)*} = Ker(u).
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Corollaire 4.2 Pour chaque i,1 =1, ..., s on a :
[Im(a4)]* = N,

[]m(ai)\)]L =N,

Proposition 4.3 Soit v' € N(\) un vecteur générateur de niveau 1 et t= (v, ...,
v") la tour engendrée par v'. Soit w’ € N(\) un vecteur générateur de niveau j et
t = (w!, ..., wt) la tour engendrée par w’. Alors :

1. (w?)oh =0 si by + 1, < max(z, 7)

2. (w'?)loh = (wi)ok sily + 1y =7+ ket k tel que 1 <k <i.

Démonstration
~j—=l2 ; =l g, 4
On a (wl2)tvll = (a])\ (w]))ta)\l (v')

1. Supposons que Iy + I < max(z, j), alors :

e si max(i, j) =talorsi+j— (I1 + 1) > i+ j —max(i, j) = j, donc

(wh)'wht = (@7 ) = 0
o si max(i, j) = jalors i +j —(li + 1) > i+ j —max(i, j) =1, donc
(wl2)tvll _ (wj)tal)-\l-f—(ll-l-lz))(vi) —0

2. Soit k tel que 1 < k <t et supposons [y + I, = j + k, alors :
(wl2)tvll _ (wj)tai_j_(ll+l2)(vi) _ (wj)tai)\—k(vi) _ (wj)tvk

Remarque et notation D’apres le lemme précédent nous savons que (w'2)'v" ne

dépend que de I; + ly. Donc si k = [; + I, nous posons a; = (w'2)tvh.

Conséquence Si nous considérons le lemme précédent de facon matricielle, nous
avons :

(w')"

(w31’

()t = : ol w2 L Tl ot | =
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(wj)tvl (wj)tUQ (wj)tvl—l (wj)tvl
(w]—l)tvl (w]—l)tv2 (w]—l)tvz—l (wj—l)tvz
(wQ)tvl (wQ)tUQ (wQ)tvi—l (wQ)th
(wl)tvl (wl)tv2 (wl)tvi—l (wl)tvl

Qi1 Q42 o Q-1 Qg

Q; Qg1 - Qg2 Q]

a3 g (oA} [OFH,)

ay Qa3 ... o i

Si ¢ =) cette matrice est carrée et triangulaire supérieure :

Qi1 Qo ... Qg1 Qg
0 Qip1 ... Qi (21
(F)'t =
Qi1 Oy
0 .. . 0 (oA}
Sit> g, alors :
0 ... 0 Q41 Qg2 (ST
('{j)tti . 0 0 0 (oA} Oéj-|—i—1
0 ... 0 0 ... 0 g
Sit <y, alors:
Qi1 Qg2 .. Oy
0 (O NN I 6 . |
({])ttl = 0 ce 0 a1
0 0
0 0

Remarque Dans tous les cas, tous les coefficients d’'une méme diagonale parallele
a la diagonale principale sont égaux. En particulier, il suffit de déterminer la premiere
ligne de la matrice (#/)%° pour connaitre la matrice toute entiere.
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Remarque Soit P()\) une matrice correspondant a une base de passage de N(A) et
(Q(A) une matrice correspondant a une base de passage de N(A). Alors nous pouvons
écrire leur produit en fonction des tours :

(QUV))'P(A) = ((I7)'1)

Remarque Le lemme 4.3 nous montre que pour n’importe quelle matrice P(\)
correspondant a une base de passage de N(A) et pour n’importe quelle matrice @()\)
correspondant a une base de passage de ﬁ()\), la matrice (@()\))tP()\) a une structure
tres particuliere, avec des blocs triangulaires nuls dont les dimensions dépendent des

niveaux des tours qui y interviennent.

Exemple Considérons le cas associé a une matrice de Jordan J(A) avec 1 bloc de
dimension 3, 2 blocs de dimension 2 et 2 blocs de dimension 1.

o +

_|_
_|_

ololot o +t|lo o+

S

Q

S

po

S—’

S—’

%

i)

S

po

S—’

I
ololo oo oo o
ololot o +t|lo o+

+|+|o+o+|loo+
+|+|o+o+|oo+

o|lo|loH o o *
+1+|* +| % +|* *
+F+|* +|* +| *
+F+|* +|* +| *

Rappelons que nous cherchons une matrice @()\) telle que, étant donné P(A) le
produit (@()\))tP()\) soit la matrice identité. Mais nous venons de voir que si P(A)
et @()\) sont construites a partir des familles de sous-espaces générateurs, il y a
déja un grand nombre d’éléments du produit nuls, et tous les autres peuvent étre
déterminés a partir de quelques éléments (notés par +).

Nous allons voir comment, en calculant une certaine famille de sous-espaces géné-

rateurs dans ﬁ(A) nous obtenons @()\) tel que (@()\))tP()\) est 1'identité.

4.2 Calcul des sous-espaces générateurs et résolution des
systeémes linéaires

Rappelons que pour la méthode proposée pour le calcul de B()) avec la résolution
des systemes linéaires dans 3.2, nous avons considéré la matrice

(At — ATy

de n + r lignes et rang n, et apres nous avons résolu r systemes

SX =epyj,9=1, ..., r
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pour trouver la base de ﬁ(A) cherchée.

Maintenant nous allons résoudre seulement n; de ces systemes (rappelons que
n1 = dim(Ny) < r), pour obtenir une famille libre de vecteurs de ﬁ(A) Nous
montrons que ces vecteurs forment des bases de la famille de sous-espaces géné-
rateurs de N () qui engendre @()\) telle que @()\)tP()\) = I.. Pour calculer cette
famille de vecteurs nous considérons les systemes correspondant a placer 1 pour les
pieds des tours de N(X), c’est-a-dire, pour les vecteurs de niveau 1 de P()).

Rappelons d’abord 1'obtention de la matrice P(A) a partir d’une famille de sous-

espaces générateurs : Soit (G, ..., G7) une famille de sous-espaces générateurs
de Ni. Pour chaque ¢ = s, ..., 1 soit (v, 41, ---y Up,) une base de G (avec

msy1 = 0) et pour chaque j, j = mypq + 1, ..., my, soit t; la tour de hauteur 2
engendrée par v; Alors

(t5.)" (v])'
PN = : avec (t;)t =
(tnp 1)’ (v5)’
()’
Ainsi, pour chaque tour t; on considere le systeme :
(A" = AI)* 0
(v])' 1
SX = - X = -
(v5)! 0
Notons wé les solutions. Alors (wjni+1+1, ey wjnl) sont ¢; = m; — m;yq vecteurs

linéairement indépendants de N, et tels que pour chaque j avec m;jpq + 1 <5 < my
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on a: Ly
(vj) w’ =1 @)
vtwj = 0 pour tout vecteur v de P(X), v # v}

Théoréeme 4.4 Pour chaque i, ¢ = s, ..., 1 50it~éi le sous-espace de ﬁ(A) en-

gendré par (wjni+1+1, ooy wh). Alors la famille (G, ..., Gq) est une famille de

sous-espaces générateurs de ﬁ(A)

Démonstration ~
Pour montrer que (G, ..., Gi) est une famille de sous-espaces générateurs de
N, nous devons montrer que cette famille vérifie les conditions du théoreme 2.3, a
Savoilr :
® gs=>1
e pour tout e =s, ..., 1
N, =Nio1 B ( j:{d])\_l(Gj))
ni =mni-+ (X252 95)
Puisque les nombres ¢;, ¢ = s, ..., 1 vérifient déja les conditions exigées, il nous
faut montrer que pour chaque 7,2 =3, ..., 1 on a:

Ni=Niq@a (G @ ... @ay(Gin) e
Sit = s alors:

« G, CN,

e Voyons que és N ﬁs_l =

Soit w € GS N N;_l. Alors nous pouvons écrire :

S S
w = ozlwl—l—...—l—ozmswms

= Ts-1

avec 1,1 € ]AV;_l. Pour chaque 5 avec 1 < 3 < m, on considere le produit
(v)'w = «a (par (2))
(v})tl's—l
(f)j’, en utilisant le colloraire 4.2, (v})'z,_y = 0 puisque v} = as)\_l(v;) et x,_1 €
Ns_1. Donc w = 0.
Puisque ny; = n,_1 4 g5, on en déduit 1’égalité cherchée pour ¢ = s :
Kf; = Kf;—l @ és

Par ailleurs on en déduit aussi que :
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Ns Z@a)\(é)cﬁs 1
Puisqu’on a NS 1 N G = 0 et doncﬂz/en uti}isant le leznme 2.2 on obtient
ay |G G, — N, injective, a)\(G ) € Ne_r et No_yNay(Gs) = 0.
GyC Ny, l=s—1,...,1
Puisque si 'on considere [ tel que s —1 > 1> 1 et myy1 +1 < < my alors on
peut écrire :
wlw =Ts_1 + 0w + ... F Qpw
avec r,_1 € ]AV;_l. En considérant les produits (v})twlw pour 1 < 3 < mg, on

obtient ay = ... = a,,,, =0 (par (2)) donc wlw €N, ..

Hypothese de récurrence pour v, s > 1 >1

N,=N_ & 63\”(6%) ... D 5)\(G¢+1) @ G

N, @a S)\Z—H(Gs)@ @a)\(G)CN 1

GiCN_i,l=i—1,...,1

Nous venons de voir que cette hypothese est vérifiée pour 2 = s. Soit s—1 > 2 > 1,

et supposons I’hypothese de récurrence vérifiée pour 7 4+ 1, c’est-a-dire :

Nipp = No@ @7 G & .. @1y (Giga) © G

Alors :

NZ l@as)\Z(Gs)@ @6)\(@2+1)QN2
GyC Ny l=i,...,1
G; C N,

Voyons que G; N (N;_ S ay Gy ... @5)\(62'4-1)) =0
Soit w € G; ﬂ( i1 @65)\ Z(GS)@ @6)\(624_1)). Alors nous pouvons écrire :
w = ozmi+1_|_1wfm+1+1 + .ot apw
= T4+ Ys+ ...+ Yin

avec v, € Ni_; et YL € 6’;\_i(ék), s > k > 1+ 1. Pour chaque j avec
mit1 + 1 <53 < m; on considere le produit

(v)'w = a (par (2))
(07) i+ (0])'ys + -+ (97) Yirn
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_ (v]l x;,_1 = 0 par le corollaire 4.2, puisque v = a)\ Y(v ;) et 2,1 € N;_y

— (v)'yr =0 par le corollaire 4.2, puisque y = a)\ (21) € Im(ay) (car

Donc w = 0.

Puisque n; = n;_1 4+ gs + ... + gir1 + ¢; on déduit :

Ni=NoaaT (G ... aay(Gin) e
Et aussi :
o Nio@al "(Gy) @ ... #a\(Gi) C Ny
Puisque sil’on pose H = 65)\_i(és)@ ... @5}\(62'4-1)@@2' alors on a N;_l NH =0

et donc, en utilisant le lemme 2.2 on obtient @y [g: H — N, injective, a)(H) <
Ni—l et ]f\\/:;'_g N fd)\(H) =0.

e GGC N, l=i—1,...,1
Puisque si 1’on considere l tel quet —1 > 12> 1et vy tel quemy +1 <y <my
alors on peut écrire (parce que G, C N)

/ .
Wy, = Ti1 +ys + ...+ Yy + Oémi+1+1w;ni+1_|_1 + ...+ A, W

avec z;_; € Ni_ 1etyk€a)\Z(G),SZkZi—|—1.

En considérant les produits (v})twlw pour m;y1 + 1 < 53 < m; on obtient
Oyl = -+ = Qpy; = 0 par (2).
Par ailleurs, soit k tel que s > k> 1+ 1, et posons :

k=i K k ko k
yr = dy (amk+1+1wmk+1+1 4+ ...+ ozmkwmk)

Soit j tel que myp1 +1 < j < my et considérons les produits ( f
(al)\ l(vf))twlw on obtient ay,, . 41 = ... = an, = 0 en utilisant (2).

Donc wlw € ﬁi_l.

Rappelons que nous avons fixé une famille de sous-espaces générateurs (G, ...,

G1) dans N()), avec (v!

vjm) base de (;. Cela nous a fourni la matrice

mip1+12 o
P()). Ensuite nous avons calculé la famille de sous-espaces générateurs (G, ..., G)
de N(A), de bases (wy, , 415 ---, Wy,) ; et nous avons obtenu ces vecteurs comme

les solutions (uniques) des systemes considérés.

Lemme 4.5 Sout v; un vecteur dans la base de G; et t; la tour qu’il engendre, soit

wF un vecteur dans la base de G et 1 la tour qu’il engendre, alors :
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o (I})iti=0sij#1
o sij:lonak:iet(ﬁ)ttézli

Démonstration

En utilisant le lemme 4.3 il nous faut calculer (wf)tv? pour v =1, ..., 2. On a

(wf)tv? = 1 si et seulement si j =l et v+ k =1+ 1 d'ou on déduit ce lemme de

facon immeédiate.

Théoreme 4.6 Soit Q()‘) la matrice correspondant a la famille de sous-espaces
générateurs (G, ..., G1). Alors

Nous avons réduit ainsi, dans le cas général le nombre de systemes linéaires a
résoudre de r = ny, = dim(N;) a ny = dim(Ny). Cest d’autant plus intéressant que
la matrice est “moins” diagonale.

4.3 Calcul des sous-espaces générateurs et bases duales

Il s’agit maintenant de trouver la famille de sous-espaces générateurs qui engendre

la matrice @()\) telle que (@()\))tP()\) = [, en utilisant le calcul des bases duales.

Remarque Rappelons que :

e Si (Gy, ..., () est une famille de sous-espaces générateurs de N(A) alors
Nl = GSA_I(GS) o ... D GQ)\(G:),) D G)\(GQ) D Gl

e D’autre part on a montré dans le théoreme 3.11

NMNN)E=0

Remarque Notons qu’en utilisant le théoreme 2.3 nous pouvons écrire :

No=a\(H)®[Gs@... oG]

pour un certain sous-espace H de N,. De plus :

Ny € [a)\(H)]L
Théoréme 4.7 Soit (G, ..., G1) une famille de sous-espaces générateurs de N(A)
et (G, ..., Gh) une famille de sous-espaces générateurs de N(X). Alors :

MNO[G&... a0 =0
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Démonstration

Puisque N, N [N,]* =0 et Ny C N, alors Ny N [N,J: =0.
Soit x € Ny N[G, @ ... 0 Gq]*. Alors :

o v €Ny Clay(H))*
e xc[G,d... 00"

o G\ N[Gi®... oG] =[a)\(H)® (G ... 0 G = [N+
Donc z = 0.

Lemme 4.8 Soit (G, ..., Gy) une famille de sous-espaces générateurs de N(A) et
(G, ..., Gy) une famille de sous-espaces générateurs de N(X).
Pour tout 1, s> 1> 1 on a :

GG C [Nea]* € [ @ @ G
Démonstration
Soit 7, s > ¢ > 1, alors :
o 0 (G C [Nyt
puisque si @ = ai)\_l(z) € ai)\_l(Gi) ety € N;_j alors < z, y >=< z, 'di)\_l(y) >=
0
° [ﬁi—ﬂL C [éi—l ©...D GI]L
puisque éi_l ®...P él C N;_l
Nous utilisons le lemme 3.7 dans la démonstration du théoreme suivant.

Théoréme 4.9 Soit (G, ..., G1) une famille de sous-espaces générateurs de N(A)

et (Gg, ..., Gh) une famille de sous-espaces générateurs de N(X).
Pour tout 1, s> 1> 1 on a :

a (G NG =0

Démonstration
On a:
Nl = as)\_l(Gs) @ PN @ a)\(Gz) @ Gl

Le théoreme 4.7 nous montre que :
MNO[G&... a0 =0

Soit ¢ = s, posons :

F1 == GS)\_I(GS) Fll == és
F2 = as)\_z(Gs_l) @ .o @ Gl F/2 :~G5_1 @ .. @ Gl
F:leFl@FQ F/:GS@...@Glell@Flz

Donc en utilisant le lemme 4.8 nous sommes dans les conditions du lemme 3.7 et
nous pouvons en déduire que :
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o oG NG =0

o [0 (Goen) B o B GN G b e Gl =0
Hypothese de récurrence pour v, s > 1 >1

o ai)\_l(Gi) NG =0

° [ai{z(Gi_l) @ ... DGN [@'—1 ©...D él]L =0

Nous avons vu que cette hypothese est vérifiée pour : = s. Soit ¢ tel que s—1 > 12 > 1
et supposons I’hypothese de récurrence pour ¢ 4+ 1, c¢’est-a-dire :

® G&(Gi+1) N [éi+1]J— =0

o [aV (G ... NG ®...aG ] =0

Alors nous pouvons poser :

Fy = a5 (G)) ¥ =G,
F2 :Gs\_z(Gi_l)@ @Gl F/Q — Gi—l @@Gl
F=F, ¢&F, F=F,3F;

En utilisant les lemmes 4.8, 3.7 nous en déduisons :

¢ G NG =0
° [Gs\_z(Gi_l) @ ... DGN [éi—1 D...D él]L =0

Remarque et exemple Le théoreme précédent nous montre que étant donné des

familles de sous-espaces générateurs (G, ..., G1) de Ny et (G, ..., él) de N,, si
V. est une base fixée de al)\_l(Gi) nous pouvons trouver W, base duale de V; a partir

d’une base de GZ

Reprenons I’exemple associé a une matrice de Jordan J(A) avec 1 bloc de dimen-
sion 3, 2 blocs de dimension 2 et 2 blocs de dimension 1.

Supposons P(A) et @()\) correspondant a des bases de passages dans une telle
situation, c’est-a-dire, construites a partir des bases des sous-espaces générateurs

telles que la base de GZ est duale de la base de ai)\_l(Gi). Alors :

I + + |+ 4+ |+ +|+]+

0 1 |0 |0 x={0]0

00 170 0]J0 0f0]0

~ 0O + +|1 +/0 +|4+ |+
(Q()\))tP()\) =10 0 [0 170 0010
0O 4+ 410 4|1 +|+]+

0 0 =0 0]J0 1(0]0

00 4]0 4]0 4+]1]0

00 4]0 +]0 +]0]1
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(C’est-a-dire, nous avons ajouté 'information sur les diagonales des sous-blocs carrés
de cette matrice.

Remarque Rappelons qu'un sous-espace générateur G; est un supplémentaire
quelconque d’un certain sous-espace F' (qui dépend de A Gz—l—l) dans V.

Considérons V une base de Ny et V une base de G O...0GE,. Le théoreme 4.7
nous dit que 'on peut construire une base W duale de V 4 partir de V. Alors W
est une base du sous-espace G, @ ... & Gy, mais le processus de construction de la
base duale peut changer la famille de sous-espaces générateurs qu’on a considéré au
départ (sans changer, bien sir, le sous-espace é D...D él)

Pour illustrer cette affirmation nous pouvons supposer s = 2. Considérons V5

base de a)\(Gg) V1 base de GGy, Vg base de G2 duale de V5 et V1 base de G1 duale de
Vi. Done V = (Va, Vi) est une base de Ny et V= (Vg, Vl) est une base de Gy G,

Regardons de pres le calcul de la base duale de V' a partir de v (voir remarques au
lemme 3.7). Il ne manque plus qu’obtenir des relations d’orthogonalité entre V; et
Vi. Pour cela il faut faire des transformations du type :

Uy = avy + Uy

avec Uy € ‘71 et vy € ‘72 Mais ces transformations changent ~le supplémentaire de N
dans Nj, et donc nous avons fait le passage de la famille (Gq, (1) a une famille de
sous-espaces générateurs (G9, Gy) telle que

et =06aG e GCG*

Plus généralement, étant donné (G, ..., i) famille de sous-espaces de N,
il existe des familles de sous-espaces générateurs (GO GO) dans Nj; telles que
pour chaque ¢z, s > 7> 2on a:

GY Sl (Gia) B ... & Gh]*

Lemme 4.10 Soit (G, ..., G1) une famille de sous-espaces générateurs de N(A)
et soit (G2, .. GO) une famzlle de sous-espaces générateurs de N()\) telle que pour
touti,sZzZZ on a :

G C e (Gi) @ Gi]*

Soit V; une base de ai)\_l(Gi) et Wy, une base de ég duale de Vi, avec s > 1,k > 1.
Soit v; eV et t; la tour qu’il engendre, soit wf € Wy ¥ la tour qu’il engendre,
alors :

o (I)ti=0sij#1

o sij:lonak:iet(ﬁ)ttézli
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Démonstration et remarque La démonstration du lemme précédent est la méme
que la démonstration du lemme 4.5 puisque nous sommes arrivés ainsi a une famille
de sous-espaces générateurs de N()\) vérifiant les mémes conditions.

De méme, de ce lemme on déduit le théoreme 4.6, c’est-a-dire que nous avons
trouvé les vecteurs nécessaires pour construire la matrice @()\) “inverse” de P(A) :

Q)P = I,

Exemple Reprenons I'exemple associé a une matrice de Jordan J(A) avec 1 bloc
de dimension 3, 2 blocs de dimension 2 et 2 blocs de dimension 1.

Supposons P()) et @()\) correspondant a des bases de passages obtenues des
familles de sous-espaces générateurs dans les conditions du lemme 4.10. Alors :

1 0 0[{0 0[{0 0(0]0

01 0/0 0[O0 0]0|O0

00 1/0 0]{0 0]0|0

00 01 0j{0 0]0|0

(Q\))'PN)=[0 000 1]0 0]0]0

00 0/0 0|1 0]0|0

00 0/0 0|0 1]01|0

00 0/0 0j{0 Of1]0

00 0|0 0[{0 0]0]1
Théoreme 4.11 Soit (G, ..., Gi) une famille de sous-espaces générateurs de
N(X). 1l existe une seule famille (GS, ce é?) de sous-espaces générateurs de N()\)

telle que pour tout 1, s >1>2 on a :

G C [as\_z(Gi—l) ... oG]

Démonstration
Soit (ég, cee é?) et (éi, ce é%) deux familles de sous-espaces générateurs dans
les conditions de cet énoncé.

Pour chaque 7, s > ¢ > 1 soit V; une base de G, VO la base de é? duale de la

K3

base de ai)\_l(Gi) et ‘72»1 la base de ézl duale de la base de ai)\_l(Gi). Soit V' la base de

N; engendrée par (Vi, ..., V1) et VO, V1 les bases de N, engendrées respectivement
par (V2, ..., V) et par (V! ..., V7).

Par le théoréme 4.6 nous avons que VO et V! sont deux bases de N, duales a V,
et donc elles coincident, d’ou ‘72»0 = ‘72»1 pour ¢ = s, ..., 1. On conclut que é? = ézl
pour ¢z =s, ..., l.

Remarque A partir des contenus de cette section nous pouvons déduire beaucoup
de relations d’orthogonalité entre des sous-espaces de N () et sous-espaces de ﬁ(A)
Ces relations peuvent étre tres intéressantes pour les calculs que nous effectuons, en
particulier pour les faire beaucoup plus effectifs. Mais ces relations demandent des
énoncés précis dont nous ne disposons pas encore.
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5 Algorithmes et Exemples

Nous montrons ici les algorithmes du programme que nous avons implanté en Axiom
[JS]. Ces algorithmes correspondent aux méthodes expliquées dans la section 2 pour
le calcul de la forme canonique de Jordan et d’une matrice de passage, et aux mé-
thodes expliquées dans la section 3 pour le calcul de la matrice inverse de la matrice
de passage. Nous avons implanté aussi les algorithmes correspondant aux méthodes
de la section 4 : nous ne les montrons pas ici car ils sont un peu compliqués. Par
contre les exemples donnés a la fin de cette section utilisent ces algorithmes. Ce
programme utilise la cloture algébrique dynamique [DD].

5.1 Algorithmes

Voici les principaux algorithmes pour le calcul de la forme canonique de Jordan,
d’une matrice de passage et de son inverse.

Pour I'instant, nous supposons qu’étant donné A une matrice carrée de dimension
n avec coefficients dans un corps K, nous avons déja calculé A une valeur propre de
A et r sa multiplicité caractéristique.

En fait, ces informations sont obtenues avec la cloture algébrique dynamique,
et nous étudions ce point dans le paragraphe suivant. Mais nous pouvons supposer
aussi que nous avons obtenu ces informations par d’autres méthodes.

Voici 'algorithme principal :

Algorithme 1 Jordan : jordan(A,n, A, r)

Entrée : A € M,, A une valeur propre de A de multiplicité caractéristique r
Sortie : [P()), J(A),Q(N)] tel que QAN)P(X) =1, et QINAP(N) = J())
début

mel:= (A — X)
kmel:= noyau(mel)
if #kmcl = r then
casDiagonal( X, r, mcl, kmel)
else
casGeneral( X, r,mcl, kmel)

fin

La tache de cet algorithme est de détecter si nous sommes dans un cas diagonalisable
ou non. Evidemment le cas diagonalisable est beaucoup plus simple que le cas géné-
ral.

Cet algorithme utilise le sous-algorithme noyau pour le calcul d'une base du
noyau d’une matrice. Il apparait dans la liste suivante des algorithmes.
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Algorithmes de base

Nous appelons ces algorithmes “de base” puisqu’ils correspondent en général, a des
fonctions simples que nous n’avons pas voulu reproduire ici, ou bien a des fonctions
que nous n’avons pas programmé, et pour lesquelles nous utilisons les fonctions
d’Axiom (comme par exemple noyau).

Algorithme 2 Noyau : noyau(m)
Entrée : m une matrice a coefficients dans un corps
Sortie : [vy, ..., v;] une base du noyau de m

Algorithme 3 Construction d’une matrice : matriz(lv)
Entrée : (v = [v1, ..., vj] une liste de vecteurs
Sortie : mv la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de lv

Algorithme 4 Construction d’une matrice diagonale : diagonal(A, )

Entrée : A\ élément d’un corps, v un entier tel que r > 1

Sortie : md la matrice de dimension r dont les éléments diagonaux sont €gauxr a A
et les autres a 0.

Algorithme 5 Dimensions des sous-espaces générateurs : dimenGene(ldim)

Entrée : [dim = [ng,...,nq] la liste des dimensions des noyauzx des puissances de
(A—=XI)
Sortie : [gs,..., 1] la liste des dimensions des sous-espaces générateurs (voir 2.2.1)

Algorithme 6 Matrice générale de Jordan : geneJblock(\,dg)

Entrée : A élément d’un corps, dg = [gs,...,q1] la liste des dimensions des sous-
espaces générateurs

Sortie : J(A) la matrice générale de Jordan pour A

Algorithme 7 Compléter une base : completer(be, bf)

Entrée : be une base d’un espace E de dimension ki, bf une base d’un sous-espace
F de FE de dimension ky avec ky < ky

Sortie : une liste de k; — ky vecteurs telle que si on l'ajoute a la base de F', on
obtient une base de E.

Algorithme 8 Matrice du systéme : matrizSys(ml,m2)

Entrée : m1 matrice n x n et m2 matrice r x n

Sortie : m matrice (n +1r) X n avec ml dans les n premiéres lignes et m2 dans les
r dernieres lignes

Algorithme 9 Résolution des systémes linéaires : solveSys(m, [v)

Entrée : m matrice des coefficients, lv = [vq,...,v,] la liste des vecteurs pour la
seconde partie de ['équation

Sortie : s = [vsy,...,vs,] la liste des vecteurs solutions tels que m - vs; = v;
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Algorithme 10 Transposer une matrice : transpose(m)
Entrée : m une matrice de coefficients dans un corps
Sortie : la malrice m! transposée de m

Finalement ’algorithme suivant n’entre pas dans le cadre décrit pour les al-
gorithmes précédents. C’est une fonction que nous avons implanté pour le calcul
des bases de passage, mais nous considérons cette fonction trop technique pour la
reproduire ici.

Algorithme 11 Reordonner pour la base de passage : reordonner(llv)
Entrée : [lv est une liste de listes de vecteurs
Sortie : [v est la liste qui contient une base de passage dans un ordre précis

Algorithmes pour Jordan

Voici le cas diagonal :

Algorithme 12 Cas Diagonal : casDiagonal(\, r,mel, kmel)

Entrée : X\ une valeur propre de A de multiplicité caractéristique r, la matrice
caractéristique mel et une base kmel du noyau de mel

Sortie : [P()), J(A),Q(N)] tel que QAN)P(X) =1, et QINAP(N) = J())

début

P(X):= matriz(kmel)
J(A):= diagonal(A, 1)

bs:= baseSp(mel, kmel)
Q(A):= matriz(bs)
return [P(A), J(A), Q(N)]

fin
Et le cas général :

Algorithme 13 Cas Général : casGeneral(A,r,mel, kmcl)

Entrée : X\ une valeur propre de A de multiplicité caractéristique r, la matrice
caractéristique mel et kmel une base du noyau de mel

Sortie : [P()), J(A),Q(N)] tel que QAN)P(X) =1, et QINAP(N) = J())

début

[s,lpmel lkmel ldim]:=minimalM (X, r,melkmel)
pas:= passage(lkmel)

P(X):= matriz(pas)

dg:= dimenGene(ldim)

J(X):= geneJblock(A, dg)

bs:= baseSp(mel, kmel)

Q(A):= matriz(bs)

return [P(A), J(A), Q(N)]
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fin

Dans les deux algorithmes précédents on fait appel a la fonction baseSp pour
trouver la matrice Q(A) (qui est “essentiellement” 'inverse de P())). Cette fonction
est implantée de deux facon, qui correspondent aux deux méthodes exposés dans la
section 3 pour le calcul de la matrice inverse de la matrice de passage.

Mais avant de considérer ce point, voyons comment 1’on calcule la multiplicité
minimale de la valeur propre dans le cas général, ainsi que la matrice de passage.

Pour calculer la multiplicité de la valeur propre nous calculons les puissances
sucessives de la matrice (A—AT) jusqu’a obtenir la puissance s dont le noyau Ker(A—
Al)* est de dimension r.

Algorithme 14 Multiplicité minimale : minimal M (X, r, mel, kmel)

Entrée : X\ une valeur propre de A de multiplicité caractéristique r, la matrice
caractéristique mel et kmel une base du noyau de mel

Sortie : [s, Ipmecl, lkmel, ldim] ou :

o s est la multiplicité minimale de A,
o [pmcl = [mel®, ... mcl] est la liste des puissances de la matrice mel

o lkmecl = [kmecls, ..., kmcll] est la liste des bases des noyaux pour les matrices
de lpmel

o [dim = [ng,...,nq| est la liste des dimensions des noyaux de lkmel
début

s:= 1

pm:= mel

dim:= #kmcl

Ipmel:=[mel]

lkmel:=[kmel]

Idim:=[dim]

for ¢ in [...r repeat
s5:= s+1
pm:= pm X mcl
kpm:= noyau(pm)
dim:= #kpm
Ipmel:= cons(pm,lpmel)
lkmel:= cons(kpm,lkmcl)
Idim:= cons(dim,Idim)
if dim = r then Stop

return [s, {pmel, lkmel, ldim)]

fin
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Le lecteur peut penser que nous calculons trop de choses dans 1’algorithme
menemal M, mais toutes les données calculées par cette fonction sont utilisées ailleurs,
par exemple dans le calcul de la matrice de passage.

L’algorithme ci-dessous nous montre le calcul de la matrice de passage a partir
des sous-espaces générateurs, comme expliqué dansla section 2.2. Dans cette fonction
gt correspond au sous-espace générateur de niveau ¢ et m: correspond au sous-espace
M; de niveau .

Algorithme 15 Cas Général, base de passage : passage(lkmel, mel)

Entrée : lkmcl = [kmels, ... kmell] est la liste des bases des noyauz et mel =
(A—=XI)

Sortie : une base de passage pas

début

vpas:= []
for ¢ in I...#lkmcl repeat
mi:= []
if ¢ =1 then
giz= completer(lkmel. 1,lkmel.2)
else
mi:= [mecl-v for v in vpas.last]
if #mi # #lkmel.t then
if ¢ # #lkmecl then
lawx:= concat(lkmel. (i+1),mi)
giz= completer(lkmel.i,laux)
else
giz= completer(lkmel.i,mi)
mi:= concat(mi,gi)
vpas:= concat(vpas,mi)
pas:= reordonner(vpas)
return pas

fin

Passons maintenant a la fonction baseSp pour le calcul de la matrice Q(A). Nous
voulons calculer une base spéciale de Ker(A* — AI)* (c’est-a-dire une base telle que
la matrice Q(A) vérifie Q(N)*P(A) = I,) et nous avons vu dans la section 3 que cela
peut étre donné par deux méthodes. Voyons la résolution des systemes linéaires :

Algorithme 16 Calcul d’une base spéciale de Ker(A' — AI)* en utilisant la ré-
solution des systémes : baseSp(mel, kmcl)

Entrée : la matrice caractéristique mel et une base kmcel de son noyau

Sortie : une base spéciale de Ker(A' — \I)*

début
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tmel:= transpose(mel)
mauz:= matriz(kmcl)

maS:= matrizSys(tmel,maux)
r:= #kmel

for ¢ in [...r repeat

V1= €nyg
lv:=[vg,...,0,]
ls:= solveSys(maS,lv)
return [s

fin
L’algorithme suivant utilise le calcul des bases duales :

Algorithme 17 Calcul d’une base spéciale de Ker(A" — \I)® en utilisant les bases
duales : baseSp(mel, kmel)

Entrée : la matrice caractéristique mel et une base kmcel de son noyau

Sortie : une base spéciale de Ker(A' — \I)*

début

tmel:= transpose(mel)
ktmel:= noyau(tmel)

nk:= dualBase(kmecl thmel)

return nk

fin

Voici Ialgorithme de calcul des bases duales (ou p- ¢ réprésente le produit scalaire
de p par ¢). Il correspond a la démonstration constructive du théoreme 3.8.

Algorithme 18 Bases duales : dual Base(bf,bfp)

Entrée : bf une base d’un sous-espace I' el bfp une base d’un sous-espace I'' tels
que F' N (F): =0 et dim(F) = dim(F’)

Sortie : une base de I'' duale de bf

début

db:=[]
for p in bf repeat
bfpauz:= []
for ¢ in bfp repeat
pro:=p-q
bfp:= rest(bfp)
if pro =0 then
bfpaux:= cons(q,bfpauz)
else
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db:= cons(q,db)
bfp:= concat(bfpauz,bfp)
Stop
bp.1:= (1/pro)bp.1
for ¢ in 2...#db repeat
db.i:= -(db.t - p) bp.1 + db.i
for i in I...#bfp repeat
bfp.iz= -(dfp.i - p) bp.1 + dfp.i

return db

fin

5.2 Jordan et la cléture algébrique dynamique

L utilisation de la cloture algébrique dynamique [DD] est extrémement simple. Nous
avons construit une petite fonction pour le calcul d’une valeur propre, elle utilise la
fonction characteristicPolynomial qui calcule le polynome charactéristique d’une
matrice. Voici donc, la fonction ergenvalue :

Algorithme 19 Calcul d’une valeur propre : eigenvalue(A)
Entrée : A matrice carrée de dimension n
Sortie : A une valeur propre de A

début
pc:= characteristicPolynomial(A)

root0f (pc, ’ev)
return ev

fin

ev:

Cette fonction correspond a l'introduction de la cloture algébrique dans notre pro-
gramme, avec la fonction root0f (ou le deuxieme argument —’ ev— est un symbole
pour I’écriture externe de la racine). La cloture algébrique dynamique dispose aussi
d’une fonction multiplicity(pc,ev) que nous utilisons pour calculer la multiplicité
caractéristique de la valeur propre.

De cette facon nous avons implanté notre programme pour Jordan. Il n’y a plus
qu’a faire appel a notre fonction jordan avec les données et allCases.

allCases est la fonction du processus de 1’évaluation dynamique qui est chargée
de gérer la distinction des racines avec des comportements differentes (voir [DD] ou
[Go] pour avoir plus d’information sur allCases).

5.3 Exemples

Nous présentons ici quelques exemples sur les nombres rationnels. Pour chaque exem-
ple nous utilisons deux fonctions selon 1’algorithme choisi pour le calcul de la matrice
inverse de la matrice de passage :
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o jordanlU BB c’est-a-dire, en utilisant I'algorithme des bases duales

o jordanSLS c’est-a-dire, en utilisant 1’algorithme de résolution des systemes

linéaires.

Les résultats sont les mémes pour les deux méthodes (puisque seul change le calcul

de la matrice inverse), ils sont présentés “en petit”.

Exemple 1 Dans cet exemple nous considérons une matrice générale de Jordan.

jenil anli en BN e B W)

OO o N

allCases(jordanUBB$NDJORDAN(K) ,aa) $DCTRL(CA,M,Sol)

[value is

+1 0

[0 1

[transition= |0 O

o o

+0 0
+1 0 O

lo 1 0

inverse= [0 0 1

lo 0 0

+0 0 O

in case ev = 2]

Time: 5.27 sec

0

o+
I
ol
I
0|, jordanBlock=
I
ol
I

1+

+2

o

o

o

+0

allCases(jordanSLS$UDJORDAN(K) ,aa) $DCTRL(CA,M,So0l)

[value is

+1 0

[0 1

[transition= |0 O

o o

+0 0

0

o+
I
ol
I
0|, jordanBlock=
I
ol
I

1+

O o= O

jenll (RN en B an B an )

o+
ol
ol,
1]

2+

o= O OO
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+1 0 0 O
|
lo 1 0 o
|

inverse= |0 O 1 O
|
lo 0 0o 1
|
+0 0 O O

in case ev = 2]

Time: 1.77 sec

C’est-a-dire, la forme canonique de A est A et la matrice de passage obtenue est

la matrice identité.

Exemple 2 Cet exemple est dii a [Ne|, p.107. Nous trouvons cet exemple tres
intéressant, et nous croyons qu’il est tres bien choisi, malgré 'opinion de I’auteur :

Unfortunately, it is a little difficult to construct an interesting example

of low order.

Cet exemple nous a permis de tester nos programmes et de détecter quelques erreurs.

1

—4

A=1] =2
-3

-3

0
1
-1
-1
-2

allCases(jordanUBB$NDJORDAN(K) ,bb) $DCTRL(CA,M,Sol)

[value is
+0 1 O
|
lo 2 0
|
[transition=[1 1 O

It 2 1
|
+1 5 O
+ 3 o] 2
|
|1 o o
|
inverse= |- 1 0 -1
|
|4 o 1
|
+ 2 1 1

in case ev = 2]

Time: 1.46 sec

O+ +2
I I
1] |0
I I
0|, jordanBlock= |0
I I

ol o
| |
0+ +0
1+
|
0 |
|
o 1]
|
1]
|
1+

allCases(jordanSLS$NDJORDAN(K) ,bb) $DCTRL(CA,M,Sol)

Time: 2.55 sec

—1
-3

0
-3
—7

U= = DN =

s = = = O
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(est-a-dire P71

o
Il
— == OO

U DN — DN =

O~ O O O

O oD = O

jenll (RN en B e BN an

o= O OO

— o O O O

O O = OO

Exemple 3 Voyons maintenant un exemple avec deux valeurs propres distinctes.

allCases(jordanUBB$NDJORDAN(K) ,dd) $DCTRL(CA,M,Sol)

[value is

+ 2 o]
|
-2 2
|
[transition=| 2 O
|
|2 o0
|
+ 0 o]
+ 1
lo o -
I 2
|
inverse=
o - o0
|
|
+1 0 O
in case ev = 1,
value is
+ 3
|
-3 -
|
[transition= | O
|
| o
|
+3
+
lo o o
inverse=
|
+0 0 -1
in case ev = - 1]

Time: 2.21 sec

1+
|
ol
|
ol
|
ol

o+

1

+1 1 0+
I I

, jordanBlock= |0 1 1],

I I
+0 0 1+

+
o |
|
|
111
-
2 |
|
- 1+
+-1 1+
, jordanBlock= | I,
+0 - 1+
1+
-1
311
|
o+

allCases(jordanSLS$NDJORDAN(K) ,dd) $DCTRL(CA,M,Sol)
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Time: 3.44 sec

Cest-a-dire P71 - A- P = J, avec :

2. 0 1] 3 1 110] 0 o0
—2 2 0|-3 —1 01 1] 0 0
P=| 200 0 0 J=|001] 0 0
2 00/ 0 1 00 0|—1 1
000 3 1 000/ 0 —1
00 1 0 0
05 0 5 3
pr=10 0 -1 -1
00 0 o0 1
00 -1 1 0

Exemple 4 Voici un exemple d'une matrice diagonalisable :

3 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 1

allCases(jordanUBB$NDJORDAN(K) ,ee) $DCTRL(CA,M,So0l)

[value is

+ 2 +
lev - 3ev + 1]
[transition= | |, jordanBlock= [ev],
| - ev+1 |
| |
+ 1 +
+1 2 2 1 1 2 5 2 1 2+
inverse= |- ev - - ev+ - -ev - -ev+ - - - ev+ -|]
+6 3 3 6 6 3 6 3+
3 2
in case ev - 6ev + 9ev - 2 = 0]

Time: 1.59 sec
allCases(jordanSLS$UDJORDAN(K) ,ee) $DCTRL(CA,M,So0l)

Time: 1.85 sec
Cest-a-dire P71 - A- P = J, avec :
AT =30+ 1A =3M+ 1| A2=3X3+1

P: —)\1—|—1 —)\2—|—1 —)\3—|—1
1 1 1
A 00
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Do Bl BE-iued -
P | BE- Bt - Paed bt
D=+t BE-Bhatd s

ou A1, Ay et A3 sont les trois racines distinctes de :

plx) = 2> — 62 + 9x — 2.

Exemple 5 Et finalement une matrice non diagonalisable avec des nombres algé-
briques comme valeurs propres.

0 8 0 0 9
1 0 0 0 0
A= 0 —4 0 0 -5
0 -4 1 0 —4
0 1 01 1
allCases(jordanUBB$NDJORDAN(K),cc)$DCTRL(CA,M,Sol)
[value is
+ 5 +
|- 3ev + 3 - ev -5 |
| 2 |
| |
|3 |
|- ev - 3 -ev + 1 |
|2 |
| I tev 1 +
[transition= | 3 |, jordanBlock= | |,
| ev - 1 - - ev + 3| +0  ev+
| 2 |
| |
|3 |
|- ev - 1 1 |
|2 |
| |
+- ev + 2 0 +
+33 47 9 25 31 45 9 25 19 27+
|-- ev + -- - ev + —-- -—ev + -- - ev + -- -- ev + ——|
I8 8 2 4 8 8 2 4 4 4 |
inverse= | 1]
| 11 119 3 3 9 9 |
|- -—ev -2 -2v--- --ev-- --ev-- =--ev- 3|
+ 8 4 8 2 2 4 4 +

2
in case ev - 2 =0,
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value is

[transition=

]

in case ev =

Time: 9.26 sec

allCases(jordanSLS$NDJORDAN(K),cc)$DCTRL(CA,M,Sol)

Time: 11.32 sec

1
 —— — — — — — =

Cest-a-dire P71 - A- P = J, avec :

—3X\ +3
2\ -3
A —1

-1

-+ 2

, jordanBlock= [1], inverse= [-7 -7 -7 -7 -7]]

S\ =5 | =3X%+3 A -5
—)\1—|—1 %)\2_3 _)\2‘|’1
S\ 43 -1 =243
1 I — 1 1
0 —Ay+2 0
A 170 010
0 |0 010
0 0 |Xx 110
0 010 X0
0 0]0 O0]1

~|©

~|©
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33 47 9 25 31 45 9 25 19 27
sty Mt T FAEST ShET ThET

11 11 9 3 3 9 9
Ph=1 Z20n+F u+2 242 hu+R B+ X
11 11 9 3 3 9 9
-7 -7 -7 -7 -7
ol Ay et Ay sont les deux racines distinctes de :
plx) = 2* — 2.
Conclusion

Nous avons montré :

e Soit A une matrice carrée et P une matrice de passage dont les coefficients de
chaque colonne s’expriment en fonction d’une seule valeur propre de A. Alors
les éléments de chaque ligne de P~! s’expriment aussi en fonction d'une seule
valeur propre.

De plus nous décrivons deux nouveaux algorithmes permettant de calculer P!
en manipulant une seule valeur propre a tout moment du calcul.

Pour cela nous avons étudié la structure de l'espace vectoriel, décomposé
comme somme directe des sous-espaces caractéristiques correspondant aux
valeurs propres de A.

e En particulier, ce résultat s’applique aux matrices de passage entre A et sa
forme canonique de Jordan.

De plus dans ce cas nous décrivons une version plus efficace de chacun de nos
deux algorithmes.

Pour cela nous avons étudié la structure de chaque sous-espace caractéristique
comme somme directe de certains sous-espaces en utilisant des familles des
sous-espaces générateurs.

Finalement, nous avons implanté le calcul de la forme canonique de Jordan,
d’une matrice de passage conforme et de son inverse en utilisant la cléture algé-
brique dynamique, et nous avons traité plusieurs exemples avec ce programme.

L’utilisation de la cloture algébrique dynamique nous a permis d’oublier les
problemes de calculs avec des nombres algébriques qui se posent en général dans
ce type de questions.
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Partie 11
Cloture constructible dynamique

Introduction

Dans ce document, nous décrivons I'implantation de la “Cloture Constructible Dy-
namique” que nous avons réalisée dans le systeme de calcul formel Axiom [JS]. Dans
Particle [Du90] on décrit les premieres intentions sur ce programme, ainsi que des
exemples (calculés “a la main”).

Ce programme est une application de la technique appelée “évaluation dynami-
que” introduite pour faire des calculs avec des nombres algébriques [DDD]. Cette
technique peut étre décrite de fagon simple comme "automatisation de la “discussion
en fonction de valeurs de parametres” au sens du lycée. Pour avoir une justification
rigoureuse de I’évaluation dynamique, on peut s’appuyer sur la théorie des esquisses
[DR]. Elle a déja été utilisée pour écrire d’autres programmes comme la cloture
algébrique d’un corps [DDD, DD] ou le corps premier de caractéristique arbitraire
[Du89].

Par exemple, si on demande a notre logiciel le calcul du rang de la matrice :

(2]

en fonction des valeurs du parametre complexe a, le systeme répond de fagon au-
tomatique :

[ value is 1 in case a = 1,
value is 2 in case a /= 1 ]

(ou /= signifie #) en utilisant un algorithme de calcul du rang qui a été écrit pour les
matrices a coefficients sur un corps quelconque, sans aucune notion de “parametre”.
On voit déja, méme sur ce petit exemple, 'importance des tests d’égalité.
C’est la premiere fois qu'une telle méthode de calcul est implantée de maniere
tout-a-fait systématique.

Le plan de ce travail est le suivant :

e Dans la premiere section, nous rappelons la définition de corps et nous intro-
duisons les concepts de parametre et de cloture constructible.

e Dans la deuxieme section, nous introduisons la cloture constructible dynamique
et ses principaux opérateurs : newElement, areEqual et areDifferent.
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e Dans la troisieme section, nous étudions de facon approfondie les éléments
essentiels pour réaliser des calculs dans la cléture constructible dynamique,
spécialement les scindages.

e Dans la quatrieme section, nous décrivons le programme réalisé et ses diffé-
rentes composantes.

e La cinquieme section est consacrée aux exemples et applications.

1 La cloture constructible d’un corps

1.1 Corps

Rappelons qu’on peut définir un corps (commutatif) comme un ensemble K muni de
deux constantes 0 et 1, de deux lois binaires 4+ et X, d’une loi unaire —, et d’une loi
unaire inv définie sur K — {0}, soumises aux formules qui traduisent les propriétés
suivantes :

o la loi + est associative, commutative, d’élément neutre 0, de symétrique —,
e la loi x est associative, commutative, d’élément neutre 1,
e la loi x est distributive par rapport a +,

et enfin aux deux formules :

e 1#£0,
e pour tout x # 0, x x nv(x) = 1.

Notons l'apparition dans ces deux dernieres formules du prédicat d’égalité a 0.
Notons aussi que la soustraction (on pose bien stir # — y = x + (—y)) permet de
ramener tout test d’égalité dans K a un test d’égalité a 0 (en effet @ = y équivaut

a(x—y)=0).

Parmi les corps figurent entre autres le corps des réels, noté R, le corps des
complexes C, le corps des rationnels Q, ainsi que le corps fini F, a p éléments
pour tout nombre premier p (formé des entiers modulo p). Les corps R et Q sont
ordonnés, c’est-a-dire que 'on peut y définir une relation d’ordre “compatible” avec
la structure de corps, mais ce n’est pas le cas des corps C ni F,. De toute maniere
nous ne nous intéressons pas ici aux questions d’ordre, et plus précisément, nous
nous limitons aux calculs qui ne font intervenir que les quatre opérations de corps
et les tests d’égalité. Pour la gestion des questions d’ordre dans des corps ordonnés,
Iimplantation de la “cloture algébrique réelle d’un corps ordonné” [DGV] est en
cours et 'implantation de la “cloture constructible réelle d’un corps ordonné” est
envisagée.
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Calculs dans un corps

Considérons un calcul sur un corps K consistant en un nombre fini d’opérations +,
—, X et diwiston par un é€lément non nul, a partir des constantes 0 et 1, et des tests
d’égalité.

Sl n’y a que des opérations +, —, x, le calcul peut se réaliser entierement dans
la structure d’anneau sous-jacent. Notons A l'anneau sous-jacent au corps K. S7il
y a des divisions ou des tests d’égalité, nous effectuons un nombre fini de tests d’é-
galité a zéro. Nous construisons ainsi, au fur et a mesure du calcul, un ensemble
multiplicatif S engendré par les éléments dont on sait qu’ils sont non nuls. Le calcul
est effectué, entierement, dans ’anneau des fractions de A associé a 5, appelé aussi
Uanneau de fractions a dénominateurs dans S [Bol.

Parametres dans un corps

Nous considérons comme parametre une constante dans un corps de valeur non spé-
cifiée.

Lorsqu’un parametre a intervient dans un calcul, toutes les valeurs possibles de
cette constante doivent étre considérées. Nous notons V'(a) I’ensemble des valeurs
possibles du parametre a. Nous verrons que ’ensemble V (a) peut changer au cours
du calcul.

1.2 Cloture constructible

Dans tout ce qui suit, nous fixons un corps K, que nous appelons le corps de base,
et qui sera souvent dans les applications un “petit” corps, typiquement K = Q ou
bien K = F,. On pourrait méme prendre comme corps de base le “corps premier de
caractéristique arbitraire” de [Du89].

La cloture constructible de K est un corps K qui contient toute extension de type
fini de K (c’est-a-dire toute extension de K admettant un nombre fini de générateurs
en tant que K-algebre) et qui est minimal pour cette propriété.

C’est donc un “énorme” corps, qui contient entre autres la cloture algébrique
de K et qui a un degré de transcendance infini sur K. Lorsque K = Q, on peut
remplacer K par C grace au “principe de Lefschetz”.

Nous avons choisi le mot “constructible” a cause de la relation avec les ensembles
constructibles de la géométrie algébrique :

Un ensemble constructible V de C™ peut étre défini comme

V={(a1, ..., a,) € C"| Pilay, ..., an) s1 Oet ... et Pelar, ..., a,) <& 0}

avec P, € Clay, ..., a,) et ¢, € {=, #}.
L’analogie avec la cloture constructible deviendra claire au début de la section 3.
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Calculs dans la cléture constructible

De facon similaire aux calculs effectués dans des corps, un calcul dans la cléture
constructible est entierement fait dans une extension L de type fini sur K. De méme,
cette extension dépend du calcul & effectuer et elle peut changer pendant le calcul
puisque, en fait, elle est construite au fur et a mesure du calcul. C’est pourquoi nous
nous placons a priori dans “le plus gros” corps possible.

2 Cloture constructible dynamique

De facon plus “constructive” et plus précise, K est un corps contenant K (noté CL
ci-dessous) :

CL:= DynamicConstructibleClosure(K)
et muni d’un “générateur de constantes” :
newElement: Symbol -> CL
Plus précisément, toute affectation de la forme :
a:= newElement (A4)
donne acces, en le nommant, a un nouvel élément a de K. Cet élément doit étre
considéré comme un nouveau “parametre” intervenant dans le calcul. Par la suite,

pour simplifier les notations, nous ne distinguerons pas I’élément de K du symbole
qui le représente, ce qui correspond a une instruction du type :

a:= newElement(’a)

A cette nouvelle constante a est associé un ensemble de valeurs possibles dans K
(noté V(a)). Cet ensemble est décrit par des contraintes sur le parametre, qui seront
vues a la prochaine section.

Pour imposer ou interdire des valeurs pour ces parametres, nous avons doté K
de deux opérateurs :

areEqual: (CL,CL) -> Boolean
areDifferent: (CL,CL) -> Boolean

Ces opérateurs sont chargés d’imposer des contraintes sur les parametres. Ils seront
étudiés de fagon plus précise a la prochaine section. La valeur booléenne de ces
opérateurs indique si la nouvelle contrainte est compatible avec les anciennes.
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Le role de ces trois fonctions est tres important : c’est avec ce générateur de
constantes et ces deux opérateurs qu’on va construire, au fur et au mesure d’un
calcul donné, le sous-ensemble L de K nécessaire pour obtenir la solution (ou plutot
les diverses solutions dans les différents cas) de ce calcul. En plus, la description de
L a chaque moment du calcul va étre donnée par les appels faits a newElement et
par les contraintes que doivent vérifier les parametres ainsi ajoutés.

La construction de L est récursive : si aucun appel de newElement n’a été fait,
alors L = K. Sinon, a un point donné du calcul, soit n le nombre d’appels de
newElement avant ce point, et soient aq,as,...,a, les parametres qui ont été suc-
cessivement introduits. A ce point, les éléments de K que 'on sait nommer sont
construits a partir des éléments de K et des a; en utilisant les opérations de corps,
donc L = K(ay, ag, ..., a,).

En travaillant récursivement sur n, on peut supposer qu’on sait calculer sur le
sous-corps K,—1 = K(a1, az, ..., an_1), et que 'on veut a partir de cela trouver
une méthode de calcul sur L = K,,_1(a,). Le probleme est ainsi ramené au cas ou
n = 1, ce que nous supposons désormais. Notons a I'unique élément de K introduit
par newElement, et L le corps K(a).

3 Calculs dans la cloture constructible dynami-
que. Scindages

Nous allons voir maintenant comment on peut faire des calculs dans L = K(a), en
supposant que 'on a déja tout ce qui est nécessaire aux calculs sur K.

3.1 Contraintes

Théoreme 3.1 Soit @ un parameétre dans K, alors a vérifie, en tout moment du
caleul, une contrainte d’un de ces types :

e anyElement : i« n’y a pas de contrainte sur a.

e cxception : une contrainte du type Pi(a) # 0 et ...et Pyla) # 0 avec
P, ..., Py polynomes en une variable sur K unitaires de degré > 0 et sans
facteur commun.

e algebraic : une contrainte du type P(a) = 0 avec P polynome en une variable
sur K unitaire de degré > 0.

De plus, lorsque la caractéristique de K est nulle, les polynomes P, Py, ..., P
ci-dessus peuvent étre choisis sans facteur multiple.

Démonstration
Nous réalisons la preuve de ce théoreme dans les prochains paragraphes.
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Chacune de ces contraintes associe a ¢ un ensemble de valeurs possibles V(a) dans

A

K :
e anyElement : V(a) = K.

e exception: a peut prendre comme valeur un élément quelconque de K autre
qu’une des racines du polynome P, pour chaque ¢ =1, ..., k.

e algebraic: a peut prendre comme valeur une racine quelconque de P.

Remarque [l est clair que les parametres vérifiant une contrainte de type algebr-
aic ont pour valeur des éléments algébriques sur le corps de base. Les valeurs des
parametres qui vérifient une contrainte de type exception peuvent étre ou bien
algébriques ou bien transcendantes sur K.

3.2 Représentation et opérations de base

Nous montrons ici comment 1’on peut représenter les éléments de L a partir d’objets
connus, et que sur cette représentation on peut implanter les quatre opérations +,
—, X et tnv, en conservant toujours 'un des trois types de contraintes du théoreme
3.1 sur a. Nous étudions le cas particulier des tests d’égalité dans la section suivante.

La représentation des éléments de L = K(a) peut se faire par des fractions ra-
tionnelles en une variable sur K, c’est-a-dire par une partie du corps K(t), ou ¢ est
une “indéterminée” :

o Les éléments de L qui sont dans K sont leurs propres représentants, ¢’est-a-dire
les fractions constantes de K(1).

e L[’élément a est représenté par I'indéterminée ¢.

e 5ibet ¢ sont deux éléments de L représentés respectivement par les fractions
B et C alors, b+ c est représenté par B+ C', —bpar —B, b x c par B x C, et
si b # 0 alors inv(b) est représenté par 1/B.

Ceci nous permet de retrouver aisément un élément b de L a partir d’'un de ses
représentants B € K(t) puisqu’alors B = By/By avec By(a) # 0 et b = B(a) =
B1 (G)/BQ(G)

Il est a noter que cette représentation n’est certainement pas canonique. Par
exemple, si la contrainte sur a est de type algebraic comme a® +1 = 0, alors 1’é1é-
ment b = a + 1 de L peut étre représenté aussi bien par ¢ + 1 que par (¢* —1)/¢%. Si
on a des contraintes de type exception comme a*+1 # 0, alors I’élément b = a + 1
peut étre représenté par t 4+ 1 ou par (t* +t* +¢+1)/(t* + 1). On peut cependant,
pour chaque ensemble de contraintes, définir une représentation canonique, et munir
I’ensemble de fractions utilisé :



3 Calculs dans la cléture constructible dynamique. Scindages 71

e d’une relation d’équivalence (qu’on appelle égalité grossiére ou roughEqual)
pour reconnaitre si deux fractions (dans notre exemple ¢ + 1 et (¢* — 1)/t?)
représentent, a un moment donné du calcul, le méme élément de L. Noter
que si deux éléments sont grossierement égaux, alors ils sont égauz, mais la
réciproque peut étre fausse.

e et d’une fonction (qu’on appelle réduction ou reduce) pour passer d’une frac-
tion au représentant canonique choisi dans sa classe d’équivalence.

Notons aussi que certaines fractions rationnelles de K(#) ne représentent aucun
élément de L : par exemple la fraction 1/(t*+1), si la contrainte sur a est a*4+1 = 0,
ou toute fraction P(t)/Q(t) avec Q() non constant, si a est du type anyElement (car
a peut alors en particulier étre une racine de )(t)). Cependant ce type de fraction
ne peut pas apparaitre dans la représentation que nous avons choisie. La partie de
K(?) utilisée pour la représentation des éléments connus de L est construite au fur
et a mesure du calcul et, bien sur, elle change pendant le calcul :

e Sia est du type anyElement, les seuls éléments de L auxquels on a acces sont
des expressions polynomiales en a (de degré quelconque) et donc nous utilisons
K[¢] pour la représentation.

e Si a est du type exception, disons Pi(a) # 0, ..., Pi(a) # 0, alors les
polynomes Py, ..., P, engendrent un ensemble multiplicatif S d’éléments non
nuls et donc la représentation est fournie pour 'ensemble des fractions de K(t)
avec dénominateur dans S.

e Si a est du type algebraic, disons P(a) = 0, la représentation peut étre
donnée par 'ensemble des fractions de K(¢) avec dénominateur Q(¢) tel que
pged(P, Q) = 1. Mais une telle fraction peut toujours se ramener a un polynoéme
de K[t] de degré strictement plus petit que le degré de P en utilisant ’égalité
de Bezout.

3.3 Tests d’égalité et scindages

Passons maintenant au test d’égalité, et aux contraintes sur a. Il faut déterminer si
la réponse a un test d’égalité = dans L est true pour toutes les valeurs possibles
de a, ou false pour toutes les valeurs possibles de a, ou si les deux réponses sont
possibles. Et dans ce dernier cas il faut préciser I’ensemble de valeurs possibles pour
la réponse true, et ’ensemble de valeurs possibles pour la réponse false. Cela
s’appelle un scindage.

Puisque I’ensemble des valeurs possibles associé a un parametre est décrit par une
contrainte, un scindage est en fait une opération sur les contraintes, donc répondre
a un test d’égalité = signifie donner la nouvelle contrainte sur a pour que la réponse
soit true, et la nouvelle contrainte pour qu’elle soit false. Ces modifications doivent
de plus donner des contraintes de I'un des trois types annoncés.
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Remarque Soit b € L = K(a) tel que b € K, alors répondre au test “b =10 7" ne
change pas la contrainte sur a.

Lemme 3.2 Soit b € L = K(a) tel que b € K. Le test “b =10 77 peut se ramener

a:
o ou bien un test ‘4’ =077 avec b € K
e ou bien un test “B(a) = 0 77 avec B € K][t] polynome unitaire et de degré
> 0.
Démonstration

Soit b € L de représentant F' € K(t). Posons F' = B;y/B;y avec By, By € K[t] et tel
que By(a) # 0.

Si le degré de Bj est nul, posons & = By € K. Alors la question “b = 0 77 est
équivalente a la question “b' =0 77,

Si le degré de By est > 0, soit B le polynome unitaire associé a By. Alors la
question “b =077 est équivalente a la question “B(a) =0 7.

Définition Soit P et B deux polynomes unitaires dans K[t]. Définissons la partie
premiére de P par rapport a B, noté pp(P, B), comme le facteur de plus haut degré
de P qui est premier a B.

Remarque Nous pouvons écrire :
P =pp(P, B) x pged(P,B) x C

avec C' tel que tout diviseur irréductible de C' dans K[t] soit un diviseur de B. Alors,
en particulier, tout diviseur irréductible de C' divise pged( P, B), et donc toute racine
de P est racine de pged(P, B) ou (exclusif) de pp(P, B).

Décidons de toujours choisir pged(P, B) et pp(P, B) unitaires. Notons que si
D = pged(P, B) alors pp(P, B) = pp(P, D).

Pour répondre aux tests d’égalité, nous utilisons les algorithmes suivants, en re-
lation avec la partie premiere d’un polynoéme par rapport a un autre :

Algorithme 1 Partie-premiére : pp(P, Q)

Entrée : P, Q € K[t] non nuls et tels que () divise P
Sortie : pp(P, Q)

début

E:=P

D:=(Q

while deg(D) > 0 repeat
E:= E/D
D:= pged(E, D)

return F
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fin

Algorithme 2 Décomposition : dec(P, Q)
Entrée : P, € K[t] non nuls

Sortie : [pp(P,Q), pged(P, Q)]

début
D:= pged(P,Q)
E:=pp(P,D)
return [F, D]
fin
Algorithme 3 Décomposition multiple : decM(Py, ..., Py, Q)
Entrée : P, ..., Py, Q € K[t] non nuls
Sortie : [[pp(Plv Q)v ngd(Plv Q)v SRR pp(ka Q)v ngd(ka Q)H; pp(Qv Pyx... XPk)
début
E:=Q
for ¢ in ...k repeat
Di ‘= ngd(P“ Q)
E; = pp(F;, D;)
B:= pp(E. D)
LZ= [El,Dl, ceey Ek,Dk]
return [L, F]
fin

Théoreme 3.3 Soit a un parameétre sur K el Be K[t] un polynome unitaire et de
degré > 0, alors il est possible de répondre au test “B(a) = 077 de facon que la
nouvelle contrainte sur a est ou bien de type algebraic ou bien de type exception.

Démonstration
Il y a trois cas a envisager, selon le type de la contrainte sur a juste avant le test
d’égalité :

e Si a est de type anyElement alors les deux réponses sont possibles. Pré-

cisément la réponse est true si a est soumis a la contrainte B(a) = 0 (de
type algebraic) et false s’il est soumis a la contrainte B(a) # 0 (de type
exception).

e Sia est de type exception, disons Pi(a) # 0, ..., Py(a) # 0, alors soit [L =
[E1, D1, ..., FEg, Di], E]lerésultat de decM (P, ..., Py, B) (algorithme 3).
Si £ = 1 alors laréponse est falseet la contrainte reste Py(a) #0, ..., Py(a) #
0, mais nous allons maintenant I’écrire F1(a) # 0, Di(a) # 0, ..., Ey(a) #

0, Di(a) # 0 en enlevant tout polynome de degré 0 de cette liste.
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Sinon la réponse est true si a vérifie F(a) = 0 (de type algebraic) et false
si a vérifie Ey(a) #0, Di(a) #0, ..., FEx(a) #0, Di(a) #0, E(a) # 0 (de

type exception) en enlevant aussi tout polynéme de degré 0 de cette liste.

e Sia est de type algebraic, disons P(a) = 0, alors soit [F, D] le résultat de
dec(P, B) (algorithme 2).
Si D =1 alors la réponse est false et la contrainte sur a reste P(a) = 0. Si
F =1 alors la réponse est true et la contrainte sur a reste P(a) = 0.

Enfin dans les autres cas la réponse est true si D(a) = 0 et falsesi F(a) = 0.
Dans ce cas on obtient toujours des contraintes du type algebraic.

3.4 Imposition de contraintes

Nous avons vu comment fonctionne le test d’égalité dans la cloture et le change-
ment de la contrainte sur a lors d’un test d’égalité. Voyons maintenant le fonction-
nement de areDifferent et areEqual. Nous considérons ici seulement 1"opérateur
areDifferent : le role de areEqual est “symétrique”.

Remarque Soit b € L = K(a) tel que b € K, alors areDifferent(b,0) répond
true si b# 0 et falsesi b= 0.

Remarque

e Soit b € L = K{(a) tel que b € K, alors areDifferent(b,0) ne change pas la
contrainte sur a.

e Soit b, ¢ € L = K(a), alors imposer areDifferent(b,c) est équivalent a
imposer areDifferent (b-c,0)

Lemme 3.4 Soit b € L = K(a) tel que b ¢ K, alors areDifferent(b,0) peut se
ramener a :

e ou bien areDifferent(b’,0) avec V' € K

e ou bien imposer la contrainte “B(a) est différent de 07 sur a avee B € K[t]
polynome unitaire et de degré > 0.

Démonstration
Soit b € L de représentant F' € K(t). Posons F' = B;y/B;y avec By, By € K[t] et tel
que By(a) # 0.

Si le degré de B; est 0, posons & = B; € K. Alors areDifferent(b,0) est
équivalent a areDifferent(b’,0).

Si le degré de By est > 0, soit B le polynome unitaire associé a By. Alors
areDifferent (b,0) est équivalent & imposer la contrainte “B(a) est différent de 0"
sur a.
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Théoreme 3.5 Soit a un parameétre sur K el Be K[t] un polynome unitaire et de
degré > 0, s’il est possible d’imposer la contrainte “B(a) est différent de 07 sur a
alors la nouvelle contrainte sur a soit ou bien de lype algebraic ou bien de type
exception.

Démonstration
Pour cela nous devons considerer trois cas, selon la contrainte sur a juste avant
areDifferent :

e Sia est de type anyElement alors nous pouvons imposer B(a) # 0 (qui est une
nouvelle contrainte de type exception sur a) et areDifferent répond true.

e Sia est de type exception, disons Pi(a) # 0, ..., Py(a) # 0, alors soit [L =
[E1, D1, ..., FEg, Di], E]lerésultat de decM (P, ..., Py, B) (algorithme 3).

Si E = 1 alors la contrainte B(a) # 0 est déja vérifiée, la contrainte sur
a reste Pi(a) # 0, ..., Pi(a) # 0, écrite comme Fi(a) # 0, Di(a) #
0, ..., Er(a) # 0, Di(a) # 0 en enlevant tout polynoéme de degré 0 de
cette liste et areDifferent répond true.

Sinon, la contrainte B(a) # 0 n’est pas vérifiée et il faut ’ajouter : la nouvelle
contrainte est Fy(a) # 0, Di(a) # 0, ..., Ex(a) # 0, Di(a) # 0, E(a) #0

(de type exception), et areDifferent répond true.

e Sia est de type algebraic, disons P(a) = 0, alors soit [F, D] le résultat de
dec(P, B) (algorithme 2).

Si D =1 alors la contrainte B(a) # 0 est déja vérifiée, la contrainte sur @ reste
P(a) =0 et areDifferent répond true. Si £ =1 alors la contrainte B(a) # 0
ne peut pas étre imposée, la contrainte sur a reste P(a) = 0 et areDifferent
répond false.

Dans les autres cas nous devons imposer B(a) # 0 : la nouvelle contrainte est
FE(a) =0 et areDifferent répond true.

Remarque Sil’on ne peut pas imposer une nouvelle contrainte sur un parametre,
on ne change pas la contrainte déja existante.

Remarque Cecinous montre qu’on peut considérer que I'instruction areDiffere-
nt(x,y) (resp. 'instruction areEqual (x,y)) provoque le méme scindage que le test
“x = y”, mais qu’ensuite on ne s’intéresse plus qu’a la branche ou la réponse au test
est false (resp. ou la réponse au test est true).

Remarque Avec cette démonstration nous avons fini la démonstration du théore-
me 3.1.
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3.5 Arbre de scindages

Ainsi, a chaque calcul dans L = K(a) on associe un arbre, appelé arbre de scindages
du calcul, et construit de la maniere suivante :

1. A chaque nceud de cet arbre il y a :

e ou bien le nceud racine qui correspond a 1’appel de newElement

e ou bien un test d’égalité b = c (ou b et ¢ sont deux éléments de L) avec
trois possibilités pour la réponse :

— true si b = ¢ pour toutes les valeurs possibles de a. Ce nceud a un

seul fils.

— false si b # ¢ pour toutes les valeurs possibles de a. Ce nceud a un

seul fils.

— true et false si les deux réponses sont possibles. Ce neeud a deuz
fils, un pour chaque réponse.

e ou bien areEqual(b,c) avec deux possibilités pour la réponse :

— true s’il est possible d'imposer la contrainte demandée, et alors le
systeme I'impose. Ce nceud a un seul fils.

— false s’il est impossible d’imposer la nouvelle contrainte. Alors le
systeme ne modifie pas les contraintes, et c’est a I'utilisateur de gé-
rer la situation. Ce nceud a un seul fils.

e ou bien areDifferent(b,c) avec deux possibilités pour la réponse :

— true s’il est possible d'imposer la contrainte demandée, et alors le
systeme I'impose. Ce nceud a un seul fils.

— false s’il est impossible d’imposer la nouvelle contrainte. Alors le
systeme ne modifie pas les contraintes, et c’est a I'utilisateur de gé-
rer la situation. Ce nceud a un seul fils.

2. A chaque aréte de cet arbre correspond une contrainte sur a qui exprime les
valeurs possibles de ¢ a ce moment du calcul.

3.6 Calculs dans la cloture

Un calcul sur la cloture constructible dynamique CL de K, est une combinaison
d’opérations +, -, * et inv, a partir des constantes 0, 1, des éléments introduits
par newElement, avec des tests d’égalité, ainsi que des instructions areEqual et
areDifferent, et les “structures de controle” habituelles comme “if... then...
7 ou “while... repeat...”.

Effectuer un calcul dans CL consiste essentiellement a la construction de 'arbre

else...

de scindages associé.
Par exemple :
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a:= newElement(’a)

if areDifferent(a**4,1) then
b:= ax*2 + a
if b = 2 then return 0
else return 1/(b-2)

else return O

Effectuer ce calcul revient a construire ’arbre de scindages suivant :
newElement(’a)

any a

Y

areDifferent (a**4,1)

at—1+#0

Y

axx2 + a = 2

a4+ a*+a+1+#0
and a # 1 a= -2
and a # =2

1

(@D (at2) 0

Le noeud racine de cet arbre correspond a ’appel de newElement. Au nceud
suivant, on essaie d’imposer la contrainte areDifferent (a**4,1). Puisque c’est
possible, le systeme I'impose et retourne true. Ensuite, on trouve un nceud ou il y a
un test d’égalité avec deux possibilités pour la réponse, il en part donc deux arétes,
celle de gauche correspond a false et celle de droite a true.

Enfin on obtient le résultat :

[ value is 0 1in case a = - 2,
1 3 2
value is ----------- in case a+a+a+ 1/=0, a/=1, a/= -2 ]
(a-1) (a+2)

Bien siir le cas ot a* — 1 = 0 n’est pas obtenu.

4 Implantation

L’implantation de la cléture constructible repose sur la méthode de |’évaluation
dynamique, de la méme maniere que 'implantation de la cloture algébrique [DD].
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Nous décrivons ici 'implantation réalisée et les outils dont nous avons eu besoin,
entre autres I’évaluation dynamique et les ensembles dynamiques. Mais le lecteur ne
trouvera pas ici une définition rigoureuse de ces concepts.

4.1 Evaluation dynamique

En général, le processus de calcul implanté dans les systemes de calcul existants
est [’évaluation statique : chaque question intervenant dans un calcul donné possede
une seule réponse. Par exemple, la réponse a un test d’égalité est (toujours) vrai ou
(exclusif 1) (toujours) faux.

Nous avons montré une situation plus générale que la précédente : une ques-
tion dans un calcul peut avoir plusieurs réponses, chacune correspondant a un cas
différent. Par exemple, nous avons vu que la réponse a un test d’égalité peut étre
quelquefois vrai et quelquefois faux : les deux réponses doivent étre considérées et le
calcul doit continuer pour chaque réponse.

L’ évaluation dynamique est le processus de calcul qui tient compte de I'existence
de cette situation, et qui gere le calcul de facon que I'on considere les deux réponses,
chacune dans le cas correspondant. Le résultat du calcul consiste en la réunion de
tous les résultats possibles, chacun associé a un cas différent.

Cela nous montre que I’évaluation dynamique est quelque chose de tres général,
et en particulier, on y trouve le processus de calcul “traditionnel”. En fait, nous
étudions ici une seule application : le calcul avec des parametres dans un corps.

Le lecteur peut trouver une définition rigoureuse de 1’évaluation dynamique en
utilisant la théorie des esquisses : [DR].

Puisque les systemes de calcul existants ne tiennent pas compte de ’évaluation
dynamique, son implantation n’est pas une tache simple. Malgré cela, des implan-
tations de ’évaluation dynamiques ont été réalisées par C. Dicrescenzo et D. Du-
val [DDD, DD] : une premiere implantation dans le systeme Reduce, connue sous le
nom de D5 et qui a été utilisée pour le calcul avec des nombres algébriques ; une
deuxieme implantation dans le systeme Axiom, sur laquelle repose notre programme
de la cloture constructible dynamique.

Dans ces implantations 1’évaluation dynamique est seulement simulée, ce qui
nous fait perdre de lefficacité dans les gros calculs. Une vraie implantation de ce
processus demande des systemes de calcul congus pour tenir compte de 1’évaluation
dynamique.

La fonction la plus importante de I’évaluation dynamique est 'opérateur allCases
qui, a partir d’un calcul a effectuer, gere le parcours de toutes les branches de ’arbre
de scindages associé a ce calcul. C’est cet opérateur qui permet d’obtenir les solutions
dans tous les cas. Nous voyons 1'utilisation de allCases dans la section 5.
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4.2 Ensembles dynamiques

Un ensemble dynamique est un ensemble avec les outils nécessaires pour effectuer
I’évaluation dynamique.

Un des faits essentiels dans 1’évaluation dynamique est que “!’information dont
on dispose” a chaque moment du calcul peut changer.

En général, 'information dont on dispose sur un élément est décrite dans sa
représentation, et nous avons vu en la section 3.2 que cette représentation peut
changer.

Parfois, il existe aussi des éléments spéciaux (par exemple les parametres dans
le cas de la cloture constructible dynamique) pour lesquels I'information n’est pas
décrite dans la représentation mais dans les contraintes qu’ils vérifient, et nous avons
vu dans les sections 3.3 et 3.4 comment elles peuvent changer.

Cela nous amene a distinguer deux types d’ensembles dynamiques :

o ensembles de dynamisme actif : comme par exemple la cloture algébrique dy-
namique et la cléture constructible dynamique.

Les ensembles de dynamisme actif sont caractérisés par 'existence de ces élé-
ments spéciaux, appelés noyaur. Ces éléments possedent la propriété de sus-
citer le dynamisme : une question faisant intervenir des noyaux peut produire
des scindages.

Le corps premier de caractéristique arbitraire est aussi de ce type, son seul
noyau est la caractéristique.

o cnsembles de dynamisme passif : dans ce type d’ensembles nous trouvons les
polynomes ou les matrices a coefficients dynamiques puisque leur test d’égalité
se ramene au test d’égalité sur les coefficients.

Les ensembles de dynamisme passif ne contiennent pas de noyaux, et les ques-
tions (s’il y en a) ne provoquent pas “directement” de scindage ; ces ensembles
font appel a des ensembles de dynamisme actif ou ont lieu les scindages.

Les ensembles dynamiques que nous étudions dans la section 4.3 sont aussi des
ensembles de dynamisme passif sauf la cloture constructible dynamique.

La caractéristique commune a ces deux types d’ensembles est qu’un élément peut
étre représenté par des expressions différentes correspondant a des moments diffé-
rents du calcul. Nous devons donc fournir les opérations nécessaires pour permettre
au calcul de “naviguer” entre ces représentations. Ces opérations sont la réduction
et [’égalité grossiére introduites dans la section 3.2 ; ce sont les outils que possedent
les ensembles dynamiques pour effectuer ’évaluation dynamique.

Pour une définition plus “détaillée” des ensembles dynamiques le lecteur peut
lire [Dul].
A partir des ensembles dynamiques, on peut construire des ensembles dynamiques
structurés [Du] : nous utilisons des anneaux et des corps dynamiques.
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4.3 Cloéture constructible dynamique

Nous introduisons ici les domaines (au sens Axiom) principaux que nous avons
construits pour le programme de la cloture constructible dynamique. Ces domaines
sont utilisés pour :

e les contraintes sur les parametres : polynomes et contraintes.
e les éléments de la cloture : polynomes, dénominateurs et fractions.

Ces domaines ont des relations étroites entre eux, qui peuvent sembler compliquées
mais qui, en fait, sont tres simples quand on n’oublie pas la récursion.
Nous utilisons, pour cette présentation, un peu de terminologie Axiom ...

4.3.1 Polynomes dynamiques

DynamicUnivariatePolynomial (R)
where R: DynamicRingCategory

Ce domaine des polynomes dynamiques est tres important dans le programme
de la cloture constructible, de méme que dans la cloture algébrique dynamique [DD,
Du]. II est utilisé pour la représentation des éléments de la cloture et aussi dans la
représentation des contraintes sur les parametres ; de plus 'opération de scindage
repose entierement sur le calcul du pged de ces polynémes. Donc, nous avons besoin
d’un domaine le plus efficace possible.

Nous utilisons DynamicUnivariatePolynomial avec CL comme argument. (At-
tention a la récursion !).

La représentation de ses éléments consiste en la liste de ses coefficients (qui sont
donc dans CL).

La réduction d’un polynome de ce domaine est la réduction de ses coefficients,
plus une présentation du polynome avec le coefficient de téte grossierement différent
de zéro.

L’ €galité grossiére de polynomes revient aussi a l’égalité grossiere de ses coeffi-
cients.

L’opération la plus importante est le calcul de pged, effectué par un algorithme
de sous-résultants [DD, Dul.

4.3.2 Contraintes dynamiques

DynamicConstructibleLaw(K)
where K: DynamicFieldCategory

(est le domaine cree pour la manipulation des contraintes (Laws) sur les parame-
tres. Nous avons vu dans la section 3 les types de contraintes et comment fonctionne
le scindage des contraintes. Rappelons que les polynémes qui apparaissent dans
les contraintes sont toujours en une variable, unitaires, de degré > 0, sans facteur
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commun dans le cas exception et enfin, sans facteur multiple lorsque la caracté-
ristique du corps est nulle.

La représentation des contraintes est faite essentiellement avec des polynomes

dynamiques ; mais de plus nous avons utilisé la représentation des contraintes pour
emmagasiner des informations additionnelles. Ces informations proviennent des con-
traintes, mais elles seront utilisées ailleurs. Avant d’expliquer mieux ce point, nous

devons connaitre les différentes composantes de cette représentation.

Polynémes généralisés Pour la représentation des contraintes, nous avons intro-

duit des polynomes généralisés. Un polyndéme généralisé est un polynéme dynamique,
mais pour optimiser quelques calculs, il est “accompagné” de certaines informations.

NNI ==> NonNegativelnteger
Poly ==> DynamicUnivariatePolynomial (K)
Rule > Union(linear: K, nonlinear: Poly)
-- Generalized Polynomial:
Gpol ==> Record(rul: Rule, deg: NNI, fla: Flag, mul: NNI)

Cela veut dire qu'un polynéme généralisé est composé de 4 champs :
e Lorsque mul = 1 alors :

— rul est :

* ou bien un polynoéme unitaire de degré > 1

* ou bien une constante r de K qui représente le polynéme & — r
— deg est le degré du polynome de rul

— fla est une “étiquette” contenant une information sur le polynéme de
rul :

* fla est prime si on sait que le polynome est premier, comme par
exemple dans le cas de degré 1,

* fla est squarefree si on sait que le polynéme est sans carré, comme
par exemple dans le cas de caractéristique nulle,

* fla est noFlag si on n’a pas d’information sur le polynome.

o Lorsque mul = 0, le polynome généralisé n’est pas utilisé dans les contraintes
mais il garde des informations qui seront utilisées dans les dénominateurs ou
les fractions (ce point est expliqué en détail ci-dessous).

Alors la représentation d’'une contrainte est :

Rep:= Record(lgpol: List Gpol, typ: Boolean, sym: Symbol)



82 4 Implantation

e lgpol est une liste de polyndomes généralisés. Nous verrons ci-dessous que
I'ordre de disposition des polynémes dans 1gpol est important.

e typ indique le type de contrainte :

— typ est true si la contrainte est de type exception (la contrainte est de
type anyElement si typ est true et 1gpol est la liste vide)

— typ est false si la contrainte est de type algebraic

e sym est le symbole qui représente le noyau (constructibleKernel) auquel
correspond la contrainte.

Exemples

1. Si par exemple a est de type anyElement alors cette contrainte sur a est repré-
senté par :

(L1, true, al

2. Si a est de type exception, par exemple a — 1 # 0, sur un corps de caracté-
ristique 0, la représentation de la contrainte est :

[[[1, 1, prime, 1]], true, a]

3. Si a est de type algebraic, par exemple a® — 2 = 0, sur un corps de caracté-
ristique 0, la représentation de la contrainte est :

3
[[[t - 2, 3, squarefree, 1]], false, al

Cette représentation pourrait aussi étre donnée par :

3 2
[[[t - 2, 3, squarefree, 1], [t + t + 1, 1, prime, 0]],
false, al

(cet exemple est traité en détail ci-dessous)

4. Si a est de type exception, par exemple (a — 1)*(a — 3)? # 0, sur un corps de
caractéristique 5 (ot (a —1)*(a—3)? = a*+2a” +2a?+a+4), la représentation
de la contrainte est :

4 3 2
[[[t +2t +2t +t +4, 4, noFlag, 111, true, al
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5. Si a est de type exception, par exemple (a — 3)* # 0, (a — 1) # 0, sur un
corps de caractéristique 5, la représentation de la contrainte peut étre :

2
[[[t -t + 4, 2, noFlag, 1], [1, 1, prime, 1],
[1, 1, prime, 0]], true, al

(cet exemple est traité en détail ci-dessous).

Cas avec mul = 0 Il y a deux situations spéciales dans lesquelles il apparait des
polynomes généralisés avec mul = 0 :

e dans le scindage d’une contrainte de type exception (différente de anyElement)
avec une nouvelle contrainte sur le parametre de type algebraic. Par exem-
ple si g(a) = 0 est la nouvelle contrainte algébrique qui vient du scindage de
p(a) # 0, alors la liste des polynomes généralisés dans sa représentation est :

[[rul(q), deg(q), fla(q), 11, [1/p mod q, deg(p), fla(p), 0]]

L’exemple (3) précédent correspond a cette situation :

— la premiere représentation de la contrainte a® —2 = 0 sur @ s’obtient dans
le scindage de la contrainte anyElement par rapport au polynéme ¢2 — 2.

— la deuxieme représentation s’obtient dans le scindage de la contrainte
a—1 # 0 par rapport au polynéme t* — 2, le deuxieme élément de la liste
de polyndmes généralisés (t2 +t 4 1) est I'inverse de £ — 1 modulo 3 — 9.
Noter que les parties correspondant au degré et au flag contiennent les
informations sur ¢ — 1.

Cela correspond dans le cas algébrique a ce que tout dénominateur différent
de 1 se ramene au numérateur (voir le domaine des dénominateurs pour un
exemple).

e dans le cas ou la caractéristique est non nulle, les polynémes qui apparaissent
dans les contraintes ne sont pas forcément sans carré, et le scindage des con-
traintes de type exception a des répercussions dans la représentation choisie
pour les dénominateurs. Si p(a) # 0, ¢(a) # 0 est la nouvelle contrainte de
type exception qui vient du scindage de p(a) # 0 par rapport a ¢, alors nous
posons :

1 = pp(p,q)
p2 = pged(p, q)

_ _PD

pP1p2
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ps = pp(q,p2)

La contrainte p(a) # 0, ¢(a) # 0 a la liste suivante de polynomes généralisés
dans sa représentation :

[[rul(pl), deg(pl), fla(pl), 1], [rul(p2), deg(p2), fla(p2), 1],
[rul(c), deg(c), fla(c), 01, [rul(p3), deg(p3), fla(p3), 11l

Ceci est la liste complete, mais s’il y avait des polynomes constants, ils n’ap-
paraitraient pas dans cette liste.

L’exemple (5) précédent correspond a cette situation : nous avons le parame-
tre a sur un corps de caractéristique 5 avec la contrainte (¢ — 1)*(a — 3)* # 0
(donc p = (a—1)*(a—3)?) et on teste si “a—1=07?" (donc ¢ = a—1). Nous
considérons la branche de ’arbre des scindages ou la réponse est false, et ou
la nouvelle contrainte sur @ est (a —3)* # 0, (¢ —1) # 0. La représentation de
cette nouvelle contrainte est :

2
[[[t -t + 4, 2, noFlag, 1], [1, 1, prime, 1],
[1, 1, prime, 0]], true, al

ou le polynome généralisé correspondant a ps n’apparait pas puisqu’il est cons-
tant. Nous montrons un exemple plus détaillé dans le domaine des dénomina-
teurs.

Dans 1’égalité grossiére de deux contraintes nous commencons par tester si les
contraintes sont du méme type. En ce cas on teste 1’égalité grossiere des polynémes
qui interviennent dans la contrainte (c’est-a-dire, avec mul=1 et placés dans des
positions correspondantes dans les listes de chaque contrainte).

La réduction d’'une contrainte consiste en la réduction des polynémes avec mul=1.

Dans ce domaine il y a des opérations, dont la plus importante est le scindage
(split), qui changent la contrainte actuelle sur le parametre : elles ne peuvent étre
utilisées que depuis le domaine de la cléture constructible dynamique.

Considérer des polynomes toujours sans carré dans le cas de caractéristique nulle
nous a posé encore un autre probleme avec les contraintes de type exception. Ce
probleme correspond a la situation ou une expression, dont on sait qu’elle est non
nulle, ne peut pas étre exprimée comme un dénominateur.

Par exemple, si on a @ de type anyElement et on pose la question “(a—2)(a—3)* =
0 ?7, la contrainte obtenue pour le cas de réponse false est (¢ — 2)(a — 3) # 0.
Alors I'expression (a — 2)(a — 3)? est non nulle, mais elle ne peut pas étre exprimée

comme un dénominateur, c’est-a-dire, on n’a pas acces a I’élément m, parce
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que expression n’est pas une puissance de (a« — 2)(a — 3). Cet exemple est traité
plus en détail dans le domaine des dénominateurs.

En ce cas le scindage fait du travail supplémentaire : une décomposition du
polynéme dans la contrainte en facteurs sans carré, de facon qu’on évite le probleme.
Dans notre exemple, la contrainte sera a—2 # 0,a—3 # 0 au lieu de (a—2)(a—3) # 0.

Ce probleme, de méme que les précédents (cas de mul=0), est 1ié au domaine des
dénominateurs, et il sera mieux compris apres avoir étudié ce domaine.

4.3.3 Représentation dynamique : fractions et dénominateurs

DynamicConstructibleFraction(K)
where K: DynamicFieldCategory

Les éléments de ce domaine sont utilisés pour la représentation des éléments de
CL. Nous avons expliqué en la section 3.2 les points essentiels de cette représentation.

La représentation d’'une fraction dynamique est composée d’un polynome dy-
namique et d’'un dénominateur dynamique :

Deno ==> DynamicConstructibleDenominator (K)
Poly ==> DynamicUnivariatePolynomial (K)

Rep:= Record(num: Poly, den: Deno)

Nous avons vu dans la section 4.3.1 les polynomes, voyons les dénominateurs.

Dénominateurs dynamiques

DynamicConstructibleDenominator (K)
where K: DynamicFieldCategory

Cet ensemble est probablement ’ensemble dynamique le plus curieux que nous
ayons trouvé (nous avons pensé dans un premier temps qu’il n’était pas du tout
dynamique ...). En fait le dynamisme de la cléture constructible montre son in-
fluence sur cet ensemble de deux facons différentes. Commencons par dire ce qu’est
un dénominateur.

Un dénominateur représente un élément de la cloture dont on sait qu’il est non
nul. Cette définition dépend donc de la contrainte sur le noyau :

e Si la contrainte est anyElement, le seul dénominateur est 1.

e Si la contrainte est exception, disons Pi(a) # 0, ..., Py(a) # 0, alors les
éléments de la cloture e = Pi(a), ..., ex = Pi(a) engendrent 'ensemble
multiplicatif

S={em ... e | (ng, ..., ny) € N}

d’éléments non nuls dans la cléture. Un dénominateur est un élément quel-
conque de 5.
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e Si la contrainte est algebraic, disons P(a) = 0, tout polynéme @ avec
pged(P, Q) = 1 représente un élément non nul de la cloture. Dans ce cas,
en utilisant 'identité de Bezout, on peut se ramener a une fraction avec dé-
nominateur 1.

Lorsque la contrainte algébrique provient du scindage d’une contrainte de
type exception, la représentation de la nouvelle contrainte garde des informa-
tions pour faciliter cette opération. Cela correspond au premier cas de mul=0.
Voyons un exemple :

Reprenons 'exemple (3) considéré dans la section des contraintes. Nous avons
le parametre a avec la contrainte ¢ —1 # 0 et I’élément de la cloture e = ﬁ
On pose la question “a® —2 = 0 ?” et on considere la branche de I’arbre des
scindages ou la réponse est true avec une nouvelle contrainte algébrique sur

a:a®—2=0.L%6ément e a une nouvelle expression : ¢ = (a2 +a+ 1)2.

Donc, si la contrainte est de type algebraic (notons ¢; cette contrainte) et
provient du scindage d’une contrainte de type exception (que nous notons
¢2), alors ’ensemble des dénominateurs de ¢; est le méme que I’ensemble des
dénominateurs de ¢,. Lors de la réduction, ces dénominateurs sont ramenés au
numérateur. Dans les autres cas ’ensemble des dénominateurs est {1}.

En conséquence un dénominateur non-trivial correspond a un polynéme de la
forme P - ... P/'* en relation avec une contrainte de type exception. Et donc,
en tant que polynome (a coefficients dynamiques), il a une réduction et une égalité
grossiere associées ; elles sont utilisées pour la présentation externe d’un dénomina-
teur. Cela correspond a la premiere influence du dynamisme de la cloture.

La deuxieme influence correspond au changement des contraintes au fur et a
mesure du calcul, mais elle correspond plus précisément au changement de I’ensemble
S lors des contraintes de type exception. Par exemple, si on a une contrainte de
type exception sur le noyau, elle peut devenir algébrique par un scindage et le
dénominateur doit passer au numérateur. Nous avons montré un exemple ci-dessus
et, en fait, cela correspond a 'opération de réduction dans le domaine des fractions.
Nous nous intéressons ici seulement aux contraintes de type exception. Voyons
ce qu’il arrive quand la nouvelle contrainte apres un scindage est aussi de type
exception.

Pour cela supposons qu’un dénominateur correspondant a la contrainte Pi(a) #
0, ..., Pr(a) # 0 est représenté par la liste des exposants : (ny, ..., ng) (nous
voyons ci-dessous la représentation choisie, pas tres éloignée de celle-ci), et qu’apres
un ou plusieurs scindages, on a la nouvelle contrainte Pi(a) # 0, ..., Py(a) #
0, Peya(a) # 0, ..., Pla) # 0, ce qui nous donne acces a des dénominateurs
de longueur [ > k. Mais maintenant, si nous voulons faire des opérations avec
des dénominateurs, il peut arriver qu’ils aient des longueurs différentes, puisqu’ils
correspondent a des moments différents du calcul. Cela nous montre que méme si
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I’on choisit une représentation “indépendante” des coefficients dynamiques, le dy-
namisme se manifeste de toute facon.

Pour simplifier le plus possible les opérations sur les dénominateurs (puisque
c’est possible et simple), nous avons choisi de les ramener au méme point du calcul,
ce qui correspond a ajouter des zéros a la fin du dénominateur “le plus ancien”.
Cette opération s’appelle arrange et prend comme arguments deux dénominateurs.
Nous pouvons aussi actualiser un dénominateur par rapport a une contrainte, mais
cela complique les opérations et demande, de plus, la contrainte comme argument
dans les opérations.

Nous avons choisi 'implantation de la fonction reduce dans ce contexte. La ré-
duction d’'un dénominateur consiste a effacer les zéros (s'il y en a) a la fin de la
représentation. Voyons un exemple.

Exemple Considérons le parametre ¢ avec une contrainte a — 1 # 0 et le dé-
nominateur d; =[2] correspondant a I’élément ¢; = (a_% Apres scindage, nous
avons la contrainte ¢ —1 # 0, ¢ — 3 # 0 et un nouveau cfénominateur dy =[0,1]
correspondant a I’élément e; = —.

Effectuer eje; revient a didy, et pour optimiser le produit des dénominateurs,
nous faisons d’abord arrange(d1l, d2) avec pour résultat [[2,0], [0,1]]. Cela

signifie que nous avons actualisé la représentation du dénominateur [2] a [2,0] par
rapport a ds.

Maintenant nous pouvons avoir besoin de la représentation plus simple choisie
pour le dénominateur d; et donc nous effectuons reduce([2,0]) qui retourne [2].
Cela signifie que nous revenons a l’ancienne représentation de dy dans le calcul, et
c’est plus optimal au niveau des opérations.

Cela nous montre aussi que l'opération arrange est une réduction d’un dénomi-
nateur par rapport a un autre. On modifie la représentation d’'un méme élément, en
“avancant” dans l’arbre de scindages.

De méme, tester 1’égalité grossiere consiste a tester I’égalité des listes que repré-
sentent les dénominateurs ; et nous avons implanté une égalité (qui ne produit pas
de scindage, évidemment) qui teste 1’égalité des listes que représentent deux dénomi-
nateurs, mais apres réduction. Cette égalité est plus précise que 1’égalité grossiere.

Passons maintenant a la représentation :
Rep:= List NonNegativelnteger

Sila contrainte de type exception est donnée par la liste de polynémes Py, ..., P
et d; est le degré de P; pour ¢ = 1, ..., k, le dénominateur P/ - ... P/* est
représenté par la liste de longueur dy + ...+ dy :

[nl, ..., nl, n2, ..., n2, ..., ..., nk, ..., nk]
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ou chaque n; est répété d; fois.

De cette facon la représentation du dénominateur n’est pas modifiée quand la
contrainte P;(a) # 0 s’écrit, apres scindage, Q;(a) # 0, D;(a) # 0 avec Q; et D; deux
facteurs de P; pour ¢ = 1, ..., k. Cela reste évident quand on travaille avec des
polynémes sans carré en caractéristique nulle. Dans le cas de caractéristique diffé-
rente de 0, la représentation des contraintes résout ce probleme ; ceci correspond au
deuxieme cas de mul=0. Voyons un exemple :

Reprenons les exemples (4) et (5) considérés dans les contraintes. Nous avons
le parametre a sur un corps de caractéristique 5 et la contrainte sur a est a* +
2a® 4+ 2a* + a + 4 # 0. Supposons qu’on ait le dénominateur [1,1,1,1] qui signifie
(a*+2a>+2a*+a+4)'. Apres le test “a—1 = 0 7”7 (avec réponse false) nous avons la
nouvelle contrainte a®> —a+4 # 0, a—1 # 0, mais représentée par [a? —a+4, mul =
1], [a—1, mul =1], [a—1, mul = 0]. La représentation du dénominateur ne change
pas, mais maintenant il faut U'interpréter comme : (¢* — a + 4)*(a — 1) (a — 1)*.

Les opérations usuelles dans 1’ensemble multiplicatif S sont maintenant tres sim-
ples, principalement le calcul de pged et le produit. Nous montrons ici le code cor-
respondant a ces opérations :

del *x de2 ==
lde:= arrange(del,de2)
nn:= #lde.1

[ 1de.1.1i + 1de.2.1i for i in 1..nn ]

gcd(del,de2) ==
lde:= arrange(del,de2)
de:= l1lde.1

for 1 in 1..#de repeat
1f 1de.2.1 < de.1 then de.i:= 1lde.2.1
de

Les opérations les plus importantes sont les opérations de passage entre le codage
du dénominateur et le polynome qu’il représente : makeDenominator et makePolyno-
mial. Ces deux fonctions ont besoin de la contrainte comme argument. Nous avons
déja une idée sur la fonction makePolynomial, voyons la fonction makeDenominator.

La tache de makeDenominator est d’exprimer un polynéme comme un dénomi-
nateur par rapport a une contrainte de type exception si cela est possible. Donc
ses arguments sont le polynome et la contrainte. Supposons que la contrainte soit

P #0, ..., P. # 0 et considérons P un polynéme, alors on peut toujours écrire
P=P" . ..- PR, avec n; > 0 et R non divisible par P;, ¢t =1, ..., k.
o si R est constant, le résultat est [true, [n1,...,nk],R], ce qui signifie que

nous pouvons exprimer P (ou plutoét P/R) comme un dénominateur [nl, ..., nk].
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o dans le cas contraire, le résultat est [false, [nl,...,nk],R], ce qui signifie
que nous ne pouvons pas exprimer P comme le dénominateur.

Par exemple, si on a a tel que (¢ —2)(a —3) # 0 et P = (a — 2)(a — 3)* alors le
résultat de makeDenominator est :

[false, [1,1], a-3]
mais si la contrainte est a« —2 # 0, a — 3 # 0, alors le résultat est :
[true, [1,2], 1]

Cette fonction est utilisée par exemple dans la réduction des fractions (voir ce
domaine pour un exemple), mais elle est aussi utilisée dans un point important de
la cléture. Puisque une partie de son résultat est booléenne, elle nous fournit un test
grossier d’égalité a zéro.

Par exemple, si on a a tel que ¢ —2 # 0, a — 3 # 0 et nous devons faire le
test “(a —2)(a —3)* =0 77, nous utilisons makeDenominator qui répond true sans
lancer des scindages.

Une autre facon d’utiliser cette fonction est la suivante : si on a a tel que
(¢ — 2)(a — 3) # 0 et nous voulons faire le test “(a — 2)(a — 3)? = 0 77, alors
makeDenominator répond false, mais maintenant la question “(a—2)(a—3)* =0 ?”
est €quivalente a la question “a —3 =07".

Nous avons trouvé dans I'article [GPT] des codages similaires aux dénominateurs
constructibles. Ils sont utilisés pour limiter la croissance des coefficients dans le calcul
des bases standard.

Fractions dynamiques

Rappelons qu’une fraction dynamique est composée d’un polynéme dynamique et
d’un dénominateur dynamique. Nous avons choisi de coder les dénominateurs en
fonction des polynomes d’une contrainte de type exception, et donc, il y a des opé-
rations dans ce domaine qui ont besoin de cette contrainte comme argument, par
exemple la somme de fractions, dont nous montrons ici le code :

addition(frl,fr2,la) ==
1f algebraicType? la then
p:= makePolynomial (frl.den,la)$Deno
q:= makePolynomial (fr2.den,la)$Deno
nume:= (frl.num * p) + (fr2.num * q)

deno:= 1$Deno
else
deno:= lcm(frl.den,fr2.den)$Deno

del:= (deno exquo fri.den)::Deno
de2:= (deno exquo fr2.den)::Deno
p:= makePolynomial(del,la)$Deno
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q:= makePolynomial (de2,la)$Deno
nume:= (frl.num * p + fr2.num * q)$Poly
[nume,deno]

Cela nous montre I'utilisation de la contrainte dans ce type d’opérations : nous effec-
tuons, autant que possible, des opérations sur les dénominateurs (puisqu’elles sont
beaucoup moins cotliteuses), mais parfois nous devons ramener les dénominateurs au
numérateur en utilisant makePolynomial, d’ou 'utilisation de la contrainte.

[l'y a d’autres opérations qui deviennent extrémement simples (la multiplication,
les puissances), et enfin il y a des opérations qui dépendent du type de la contrainte,
et qui agissent de fagon différente selon ce type (comme la somme par exemple).

Dans ce dernier cas nous trouvons 'opération de réduction :

e Si la contrainte est anyElement, la réduction d’une fraction consiste en la
réduction du numérateur (le dénominateur est 1).

e Sila contrainte est exception, la réduction consiste en une simplification par
rapport a l’ensemble multiplicatif S : on applique la fonction makeDenominator
et on effectue une simplification du dénominateur de ce résultat avec le dé-
nominateur de la fraction. Voyons un exemple :

s 212 a—2)(a=3)3
Supposons que nous avons «a tel que (@ —2)(a—3) # 0 et I’élément [(a_g)(a_g)]Q.

Sa réduction commence par makeDenominator appliqué & (a — 2)(a — 3)° et &
(a —2)(a—3) # 0. Le résultat est [false, [1,1], (a —3)?]. Le dénominateur de
la fraction est [2,2], et on fait une simplification des deux dénominateurs :

(a=2)(a=3)" [L1-(a=3) [0,0]-(a=3)
2,2] [2,2] [1,1]
_ (a=3)"
(a —2)(a—3)

e Sila contrainte est algebraic,la réduction consiste a ramener le dénominateur
(s’il y en a un) au numérateur et a réduire le numérateur. Comme exemple
nous avons 'exemple (3) dans le domaine des dénominateurs.

Cela signifie que la réduction des fractions est en fait une simplification “pa-
resseuse”.

L’ €galité grossiere des fractions constructibles consiste en 1’égalité des dénomi-
nateurs et 1’égalité grossiere des numérateurs.
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4.3.4 Cloture constructible dynamique

DynamicConstructibleClosure(K)
where K: Field

Nous avons décrit ainsi tous les outils nécessaires pour la cloture constructible,
dont la structure est similaire a celle de la cloture algébrique dynamique (mais avec
une représentation un peu plus compliquée due aux fractions).

Nous avons vu que la construction de la cloture est récursive : on ajoute les
noyaux les uns apres les autres avec I'instruction newElement. Chaque noyau a un
niveau associé : si ai, da, ..., a, sont les parametres introduits, alors le niveau de
a; est 1.

Ainsi dans l'introduction d’un nouveau noyau, on peut considérer les polynomes
dynamiques avec des coefficients dans la partie de la cléture déja construite et les
utiliser dans la représentation.

POLYNOMES
A
I
I
| CONTRAINTES
I
I
I
I
! DENOMINATEURS
I
I
I
I
I
I
I
I
\ FRACTIONS
I
I
I
I \
' RECURSION
RSO CLOTURE

L’égalité grossiere et la réduction des éléments de la cloture reviennent a 1’égalité
grossiere et la réduction des fractions.

Les opérations les plus importantes sont newElement, areEqual et areDifferent
dont nous avons déja parlé.

4.4 Améliorations

Beaucoup d’améliorations sont possibles, a des niveaux tres différents. Quelques unes
pourront se faire dans un futur (que nous attendons et souhaitons) proche. D’autres
sont vues a terme.

Commencons par les améliorations “de bas niveau”. Nous ne devons pas oublier
que notre efficacité dépend essentiellement de 'efficacité de I'implantation de 1’é-
valuation dynamique. Puisque cela n’est pas une tache simple, nous pensons que
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cette amélioration ne pourra se faire qu’a plus long terme. Ceci est une des raisons
pour lesquelles il ne nous parait pas raisonnable de faire des comparaisons de temps
de calcul avec d’autres programmes.

En ce qui concerne la programmation, il y a aussi beaucoup de choses a revoir.
D’une part, nous connaissons beaucoup mieux maintenant le systeme Axiom et
sa programmation. D’autre part, nous connaissons mieux le probleme auquel nous
faisons face (le calcul avec des parametres) et quelques “petits problemes” qu’il
génere. Cela va nous permettre d’optimiser quelques points dans les programmes.
Nous regardons ici de plus pres quelques améliorations correspondant aux domaines
décrits :

e Polynomes. Une premiere amélioration peut commencer par la reconsidé-
ration des polynomes généralisés. Il semble que construire un domaine efficace
pour ces polynomes et les utiliser dans d’autres domaines (par exemple les
fractions constructibles) peut optimiser beaucoup de calculs.

Nous voulons aussi étudier différentes possibilités en relation avec le calcul de
pged, en particulier dans le sens de [GPT] :

the greatest between the common divisors that are easy to compute

e Contraintes. Nous voulons introduire deux nouvelles contraintes : le type
transcendent et le type failed. Ces deux contraintes sont déja plus ou moins
considérées (de facon plutot cachée) dans le programme, mais nous souhaitons
un traitement plus propre.

e Fractions. Nous avons vu que dans le cas d’une contrainte algébrique qui
provient d’une contrainte de type exception, les dénominateurs sont ramenés
au numérateur par la réduction. Nous considérons la possibilité de continuer
la manipulation des dénominateurs, méme dans les contraintes algébriques qui
ne proviennent pas des contraintes de type exception.

e Cloture. Dans tout ce programme il reste le probleme de la réduction. De
facon interne, les données utilisées pendant un calcul ne sont pas réduites en
général. Cela signifie qu’on peut manipuler des données “grosses” qui ralen-
tissent (beaucoup) les calculs, et qui en fait sont “petites” (apres réduction).
Cela est imposé par ’algorithme des sous-résultants implanté pour le calcul du
pged, bien que cet algorithme soit optimal dans d’autres circonstances. Il sem-
ble qu’une bonne étude et un meilleur traitement de la réduction d’une part,
et le choix d’un algorithme mieux adapté a notre probleme d’autre part [AK],
puissent nous aider a étre plus efficaces.

5 Quelques applications et exemples

Dans cette section nous montrons quelques exemples de 'utilisation du programme
de la cloture constructible dynamique. Nous avons divisé cette section en trois par-
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ties, chacune correspondant a une application
e calculs avec des parametres en général
e résolution des systemes d’équations polynomiales
o démonstration automatique de théoremes en géométrie.

Nous présentons des exemples avec les nombres rationnels comme corps de base,
et donc nous considérons des parametres complexes. Mais il est possible (grace a
la généricité d’Axiom et de notre méthode) de considérer comme corps de base un
corps quelconque. D’autres exemples ont été présentés dans [Go93, DGD].

Guide d’utilisation

L’utilisation de ce programme peut étre interactive, mais en général nous sommes
intéressés par 1'obtention des résultats complets, c’est-a-dire des résultats qui con-
tiennent toutes les réponses possibles, ce qui est donné par la fonction allCases.

Pour cela nous pensons qu’il est plus simple pour les utilisateurs de construire
un fichier (avec extension .input pour étre reconnu par Axiom) en suivant celui que
nous proposons ici :

++ Partie I

K:= ++ corps de base
CL:
CC:

DynamicConstructibleClosure K

DynamicConstructibleCase K

++ Partie II

fonction(x:Typel) :Type2 ==
++ Pas 1: introduction des parametres
a:CL:= newElement(’a)

++ Pas 2: operations a realiser
if (a=1) then ...

++ Partie III
++ (DCTRL= DynamicControlPackage)
allCases(fonction,argument)$DCTRL(CC, Typel, Type2)

e Partie I. Dans cette partie, on introduit le corps de base souhaité et on
construit la cloture constructible de ce corps. La fonction allCases a besoin
aussi d’'un autre domaine, DynamicConstructibleCase, pour la présentation
du résultat. En général, I'utilisateur a seulement besoin de connaitre son nom
en tout cas on peut toujours s’informer avec les commentaires des programmes.
Dans les exemples qui suivent nous avons en général :
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RN:= Fraction Integer
CL:= DynamicConstructibleClosure RN
CC:= DynamicConstructibleCase RN

e Partie II. Dans cette partie on définit une fonction qui décrit le calcul spé-
cifique a effectuer dans la cloture : nous devons commencer par introduire les
parametres que ce calcul va utiliser, et dans un deuxieme pas nous spécifions
les opérations sur ces parametres.

e Partie III. Ici on fait appel a la fonction (que nous avons construite dans la
partie II) d’une facon un peu spéciale, due a 'utilisation de allCases. Telle
qu’elle est programmeée actuellement, allCases a besoin d’un (seul) argument
en entrée.

5.1 Calculs avec des parametres

Nous montrons ici des exemples de nature tres différente sur les calculs avec des
parametres.

Exemple 1 Résolution d’un systeme linéaire

Voici une des utilisations élémentaires du programme de la cloture.

Nous voulons résoudre un systeme linéaire ou la matrice des coefficients dépend
d’un parametre. Pour la résolution des systemes linéaires nous utilisons la fonction
solve d’Axiom implantée a cette fin ; pour la gestion du parametre nous utilisons
la cloture constructible dynamique.

Prenons par exemple le systeme :

(L))

Pour cela nous écrivons ce fichier (en suivant le guide d’utilisation) :

RN:= Fraction Integer
CL:= DCCLOS RN
CC:= DCCASE RN

M:= Matrix CL
= Vector CL
LinearSystemMatrixPackage(CL,V,V,M)

U<
non

PS:= Union(V, "failed")
Sol:= Record(particular: PS, basis: List V)
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dynReso(n:NNI):Sol ==
a:CL:= newElement(’a)
m:M:= [[a,1],[1,1]]
v:V:= [2,1]
solve(m,v)$P

allCases(dynReso,0)$DCTRL(CC,NNI,Sol)

Puisque la cléture constructible dynamique est un corps, nous pouvons construire
des matrices et des vecteurs avec des coefficients dans CL.

P:= LinearSystemMatrixPackage(CL,V,V,M) indique a Axiom ou est la fonc-
tion solve que l'on souhaite utiliser, et PS et Sol spécifient le type du résultat de
solve.

Dans le pas suivant, nous construisons notre petite fonction : nous commencons
par 'introduction du parametre, la construction de la matrice des coefficients et le
vecteur du second membre, et nous appelons a la fonction solve d’Axiom avec les
données ainsi construites.

Finalement nous faisons appel a cette nouvelle fonction avec allCases. Noter
qu’ici 'argument de la fonction dynReso n’est pas utilisé. Cela n’a pas grande im-
portance. Voici le résultat :

[value is [particular= [- 1,2],basis= [[0,0]]] in case a = 0

value is [particular= "failed",basis= [[- 1,1]]] in case a = 1,
1 a - 2

value is [particular= [------- ,——————— ],basis= [[0,0]]] in case
(a-1) (a - 1)

a /=0, a/=1]

Time: 1.10 sec
Cela signifie que :

e Siaz#0eta#l,lesysteme a une seule solution, le vecteur :

C’est le cas général, mais notre systeme a étudié aussi les cas particuliers ou ¢ = 0
oua=1.

e Sia=1iln’y a pas de solution (puisque particular = "failed").
e Sia =0 le systeme a une seule solution qui est (—1,2)".

Nous remarquons que la fonction solve d’Axiom (que nous n’avons pas modifiée)
a été implantée sans aucune notion de “parametre”.
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Exemple 2 Base de Grobner

Nous montrons ici le calcul d’une base de Grobner avec des parametres dans les
coefficients. DMP est ’abréviation (au sens Axiom) de DistributedMultivariatePoly-
nomial.

Pol:= DMP([x,y], CL)

base(n:NNI):List Pol ==
a:CL:= newElement(’a)
pl:Pol:= x**3 - a*x*y
p2:Pol:= xkx2%y - 2¥y**x2 + x
groebner [p1,p2]

Voici le résultat :

5 2 6
[value is [x + 4y - 2y ,y ] in case a = 0,
5 2 6 3
value is [x +y -2y ,y -y ] in case a = 1,
2 3
value is [x - 2y ,y ] in case a = 2,
5 2 6 3
value is [x + 4y - 2y ,y -y ] in case a = 4,
5 2 6 3 2
value is [x -y -2y ,y +ay ] in casea - 4a + 5 =0,
2 5 2 6 a 3
value is [x + (a - 4a + 4)y -2y ,y - -—------ y 1 in case
2
(a - 2)

2
a/=0,a/=1,a/=2,a/=4,a -4a + 5 /= 0]

Time: 17.00 sec

Exemple 3 FEecriture d’un polynome

Nous avons trouvé cet exemple tres intéressant puisqu’il montre des différences
fondamentales entre un systeme de calcul “habituel” et un systeme de calcul adapté
a I’évaluation dynamique.

Dans les exemples précédents nous avons vu 'utilisation des fonctions standard
d’Axiom avec la cloture constructible.

Mais cela ne marche pas toujours “tres bien” ...Nous nous intéressons ici a 1’é-
criture d’un polynéme avec des parametres pour coefficients. Nous avons considéré
pour cela le domaine de polynémes standard d’Axiom :
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UPX:= UnivariatePolynomial(’x,CL)
x:UPX:= monomial(1l,1)

ecrit1(n:NNI):UPX ==

a:CL:= newElement(’a)
b:CL:= newElement(’b)
c:CL:= newElement(’c)

a*xx*x*x2 + b*xx + C

allCases(ecrit1,0)$DCTRL(CC,NNI,UPX)
Voici le résultat :

[value is 0 in case ¢ = 0 and b = 0 and a = 0,
value is ¢ in case ¢ /= 0 and b = 0 and a = 0,
=0 and b =1 and a = 0,
c /=0and b=1and a =0,
Oand b /=0 , b /=1
value is b x + c in case c /=0 and b /=0 , b /=1 and a = 0,

value is X 1n case c
value is X + ¢ 1n case

value is b X in case ¢

value is x 1n case ¢ = 0 and b = 0 and a = 1,
value is x + c in case ¢ /= 0 and b = 0 and a = 1,

value is x + x incasec =0 and b =1 and a = 1,

value is x + x + ¢ in case c /= 0 and b 1 and a = 1,

value is x + bx incasec=0and b /=0, b /=1and a=1,

value is x + bx + c incasec /=0 and b /=0, b /=1and a =1,
2

value is a x incase c=0and b=0and a /=0, a /=1,
2

value is a x + c incasec /=0 and b=0anda /=0, a /=1,
2

value is a x + x incasec =0 and b=1anda /=0, a /=1,
2

value is a x + x + c incasec /=0 and b=1anda /=0, a /=1,
2

value is a x + b x in case

c=0andb /=0 ,b/=1anda /=0, a /=1
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2
value is a X + b x + ¢ 1n case
c/=0andb /=0, b /=1and a /=0, a /= 1]

Time: 8.81 sec

Maintenant nous pouvons comparer avec le domaine DynamicUnivariatePolyno-
mial écrit par D. Duval :

DUPY:= DynamicUnivariatePolynomial (CL)
y:DUPY:= monomial(1,1)$DUPY

ecrit2(n:NNI) :DUPY ==
a:CL:= newElement(’a)
b:CL:= newElement(’b)
c:CL:= newElement(’c)
a*y**2 + b*y + C

allCases(ecrit2,0)$DCTRL(CC,NNI,DUPY)
Voici le résultat (ou le symbole 7 est la représentation externe de y) :

2
[value is a 7?7 + b 7 + ¢ in case any c and any b and any al

Time: 0.38 sec

Il est clair que la programmation en Axiom (comme dans d’autres systemes)
ne préte pas beaucoup d’attention aux tests d’égalité, puisqu’en général il ne sont
pas couteux. Mais maintenant nous voulons utiliser ces fonctions dans un nouveau
contexte, ou les test d’égalité provoquent des scindages et sont plus chers que d’habi-
tude.

Cela signifie que, au moment d’utiliser les fonctions d’axiom depuis la cloture,
I’efficacité depend de I'implantation de ces fonctions, puisque nous ne pouvons pas
éviter des scindages provoqués par des tests qui ne sont pas significatifs.

Exemple 4 Résoudre ax® + bx + ¢

Un autre exemple dans le méme contexte que 'exemple précédent est 1'utilisation
de la fonction solve d’Axiom pour résoudre ’équation az? + bx + ¢ =0, olt a, b, c
sont des parametres : nous ne reproduisons pas le résultat.

Mais signalons que cet exemple nous a permis de détecter un “probleme” dans
Axiom : comme nous l’avons vu dans la résolution d’un systeme linéaire, Axiom
répond "failed" quand il n’y a pas de solution. Cela n’est pas arrivé dans ce cas,
nous n’avons pas obtenu "failed" comme nous 'attendions.

Voici la réponse donnée par la version actuelle d’Axiom quand il n’y a pas de
solution :
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solve(1)

>> System error:
Cannot take first of an empty list
You are being returned to the top level of the interpreter.

Pour éviter ce probleme, nous avons imposé areDifferent (a*b,0). Voici la fonc-
tion :

Pol:= Polynomial(CL)

x:Pol:= monomial(l::CL,’x,1::NNI)
SS5P:= SystemSolvePackage CL

Sol:= List Equation Fraction Pol

monReso(n:NNI) :Sol ==
a:CL:= newElement(’a)
b:CL:= newElement(’b)
c:CL:= newElement(’c)
if areDifferent(a*b,0) then
solve(a*xx**2 + bxx + c)$SSP
else []

La réponse est formée de 51 cas différents et a pris 714.19 sec. Dans cet exemple
les scindages de I’écriture du résultat s’ajoutent aux scindages propres a la fonction
solve.

Voici le méme exemple traité dans la cléture constructible :

dynReso(n:NNI) :Boolean ==
a:CL:= newElement(’a)
b:CL:= newElement(’b)
c:CL:= newElement(’c)
y:CL:= newElement(’y)
areEqual (a*y**2 + b*y + c,0)

et le résultat :

[value is true in case any y and ¢ = 0 and b = 0 and a = 0,

1
value is true in case y = - --- c and any ¢ and b /= 0 and a = 0,
(b)
1/2 /4 2
value is true in case y = - --- b and ¢ = --- b and any b and
(a) (a)

a /=0,
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value is true in case
2 1 1 1/4 2
y +-—-by+--—-c=0and ¢c/=---b and any b and a /= 0]
(a) (a) (a)

Time: 15.07 sec

Dans cet exemple, la fonction solve d’Axiom est remplacée par I'imposition d’une
contrainte sur les parametres introduits : nous sommes intéressés seulement aux
valeurs des parametres qui vérifient cette contrainte. Le résultat est composé :

e d’un booléen qui nous dit que la contrainte se vérifie, c’est-a-dire que I’équation
a une solution et

e d’une description des valeurs des parametres qui vérifient la contrainte, c’est-
a-dire, d’une description de la solution.

Donc, la solution de ay? + by + ¢ = 0 est :

a=0 a=0 a#0 a#0

b=10 b#0 b quelconque b quelconque
c=0 ¢ quelconque c= ﬁ%ﬁ c# ﬁ%ﬁ

y quelconque y =3 y:w y2_|_sy_|_§:0

Nous voyons la résolution des systemes plus en détail ci-dessous.

Exemple 5 Une autre équation
Nous montrons ici un autre exemple de résolution d’une équation, maisiciil y a
des dénominateurs . ..

y+2a y—2a 4a?
20—y  2a+4+y da®—y?

Cette équation se traduit dans la cloture constructible comme suit :

dynReso(n:NNI) :Boolean ==
a:CL:= newElement(’a)
y:CL:= newElement(’y)
areDifferent (2%a-y,0) and
areDifferent (2%a+y,0) and areDifferent (4*a**2-y**2,0) and
areEqual ((y+2*a)/(2*a-y) + (y-2*a)/(2¥a+y), (d¥a**2)/(4*ax*2-y**2))

et son résultat :
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[value is true in case y /= 0 and a = 0,
1

value is true in case y = - a and a /= 0]
2

Time: 11.76 sec

Nous avons pris cet exemple dans [Pa] (p.96 ex.4), ou la solution décrite est :

a
2

o Sia#0alors y = % et I'ensemble de solutions est S = {5}.

e Si a = 0 alors tous les nombres réels autres que 0 sont solutions de cette
équation.

Exemple 6 Malrice de passage entre A et A

A partir du travail exposé dans la partie I de ce mémoire, nous nous sommes
intéressés a la matrice de passage entre une matrice donnée et sa transposée. Nous
nous sommes demandés s’il existe une matrice P non-singuliere telle que pour toute
matrice A (peut-étre avec certaines conditions) on a AP = PA".

A notre surprise, la réponse est négative : la matrice P dépend de la matrice
donnée A, bien que 'opération de transposition soit indépendante des données. On
peut trouver la réponse complete a cette question dans [Kap| ou [TZ].

Nous avons fait un petit programme dans la cloture constructible avec des ma-
trices 2 x 2 ayant des parametres dans les coefficients. Pour simplifier un peu le
probleme, nous avons choisi P symétrique.

_fa b [y
() e-(0)
AP = PA!

Voici le programme :

passage(n:NNI) :Boolean ==
a:CL:= newElement(’a)

b:CL:= newElement(’b)
c:CL:= newElement(’c)
d:CL:= newElement(’d)
x:CL:= newElement (’x)
y:CL:= newElement(’y)
z:CL:= newElement (’z)
de:CL:= x*z - y**2
el:CL:= axy + b*z
e2:CL:= c*xx + dx*y

areDifferent(de,0) and areEqual(el,e2)
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Pour le résultat nous montrons seulement la partie intéressante, c¢’est-a-dire celle qui
correspond a true :

1 a
z=(---d----)yand y /= 0 and x = 0 and any d and
(b) (b)
any ¢ and b /= 0 and any a
2
c c
z [= ——=—-=--- xand y = - ------- x and x /= 0 and d /= a and
2 (d - a)
(d - a)
any ¢ and b = 0 and any a
z=0andy /=0and x /=0 and d = a and ¢ = 0 and b /= 0 and any a
1 a 2 1 a
z=(--d----)yandy + (----d+ ---)xy /=0 and x /= 0 and
(b) (b) (b) (b)
d /=aand ¢c =0 and b /= 0 and any a
1 a 1 1 a
z=(--d----)y+--—-cxandy/=- (---d----)x and x /=0
(b) (b) (b) 2 (b) (b)
2 2
andd -2ad+4bc+a =0andc /=0 and b /=0 and any a
1 a 1
z = (---d----)y + --- ¢ x and
(b) (b) (b)
2 1 a 1 2
y +(----d+---)xy----cx /=0 and x /= 0 and
(b) (b) (b)
2 2

d -2ad+4bc+a /=0andc /=0andb /=0 and any a

Time: 1094.68 sec

Exemple 7 Matrice de Jordan

Pour finir cette petite liste d’exemples de calculs avec des parametres, nous
voulons calculer la forme de Jordan d’une matrice avec des coefficients dans la cloture
constructible. Nous utilisons pour cela le programme du calcul de la forme de Jordan
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que nous avons implanté [Go]. Donc nous utilisons ici les clotures algébrique et
constructible a la fois. Nous avons considéré la matrice :

00 &
A=11 0 —3a*
0 1 3a
et nous avons obtenu :
[value is
[value is
+0 0 1+ +0 1 O+ +0 0 1+

| | | | | |
[transition= [0 1 O],jordanBlock= |0 O 1],inverse= [0 1 0]]

| | | | | |

+1 0 O+ +0 O O+ +1 0 O+

in case ev = 0]
in case a = O,

value is
[value is
+ 1 1 +
| - --a ol
| 9 3 I
| | +a 1 0+
|2 | | |
[transition= |- a 1 0|, jordanBlock= [0 a 1],
13 | | |
| | +0 0 at
| 1 |
|- - 2a 1]
+ 3 +
+ 27 9a 0+
| |
inverse= |- 18a 3 0|] in case ev = a]
| |
+ -3 - 3a 1+
2 1
in case a + - =0,
3
value is
[value is
+ 4 3 +
| a a ol +a 1 O+
| | | |
[transition= | 3 2 |, jordanBlock= |0 1]
|- 2a - 3a 0] | |
| | +0 0 at
| 2 |
+ a 2a 1+
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+ 3 1 +

| -- -- 0l

| 4 3 I

| a a |

| |

| 2 1 I

inverse= |- == - -- 0]|] in case ev = a]

| 3 2 |

| a a |

| |

| 1 1 I

| --  -— 1]

| 2 (a) |

+ a +
2 1

in case a /=0 , a + - /= 0]

3

Time: 21.40 sec
(est-a-dire, P71AP = J ou :

e Sia=0 alors

0 01 010 0 01
P=1010 J=10 01 Prt=(010
1 00 0 00 1 00
oSiaz—l—%:()alors
5 5 0
a 1 0 27 9 0
P=|2 1 0 J=10 a1 Pl=|-18 3 0
0 0 a -3 —3a 1
_?1 20 1
e Sia#0eta®+1#0 alors
w0
a a0 a 1 0
P=1 —2a* —3a* 0 J=10 a 1 Pt=1=% =20
a? 20 1 00 a
F

5.2 Systemes d’équations polynomiales. Systémes
constructibles

Il existe plusieurs méthodes pour la “résolution” d’un systeme d’équations poly-
nomiales dans le sens de “triangulariser”, par exemple la méthode de bases de

Grobner [Bul, et les algorithmes de Seidenberg [Se], Ritt-Wu [Ch], Lazard [La] ou
Kalkbrener [Kal].
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L’évaluation dynamique propose une nouvelle méthode : un systeme d’équations
polynomiales (5) a coefficients dans un corps K peut étre “triangularisé” par des
calculs dans la cloture constructible de K. Il faut d’abord considérer chaque indé-
terminée apparaissant dans le systeme comme un parametre, qu’on introduit grace a
newElement (ce qui oblige a ordonner les indéterminées), et chaque équation comme
un appel de areEqual (ce qui oblige & ordonner les équations).

Exemple 1 Reprenons 'exemple 1 du paragraphe précédent. Nous avons utilisé
la fonction solve d’Axiom pour résoudre le systeme linéaire :

a 1 x|\ (2
11 y )\ 1
Mais il peut étre résolu en utilisant des opérations de la cloture constructible :

dynamicReso(n:NNI):Boolean ==

a:CL:= newElement(’a)
x:CL:= newElement (’x)
y:CL:= newElement(’y)

areEqual(a*x + y, 2) and areEqual(x + y, 1)

dont le résultat est :

[value is false in case y = - x + 2 and any x and a = 1,
a - 2 1

value is true in case y = ------- and x = ------- and a /= 1]
(a - 1) (a - 1)

Time: 1.71 sec

Exemple 2 Nous décrivons en détail cette méthode en suivant cet exemple :

—2a+x+y=0
yz—ay —axr+a*=0
22—y2—$2—|-2a$—|-2a2—a2:0

Il est traduit dans la cloture constructible par

newElement(’a)
newElement (’x)
newElement (’y)
newElement(’z)

a
X
y:
z

areEqual(-2%a + x + y,0) and
areEqual (y*z - a*y - a*x + a*+*2,0) and
areEqual (z**2 - y**2 - x**2 + 2%a*xx + 2%a*xz - a*x*2,0)
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Au fur et a mesure de 'introduction des équations, le systeme met automatique-
ment a jour les contraintes sur les parametres, afin qu’elles se présentent toujours
sous la forme récursive détaillée dans la section 3. Ainsi on obtient une union de
systemes triangulaires constructibles Ty, ..., T,,.

Si on note ay,as,...,a, les parametres dans l'ordre ou ils ont été introduits, un
systeme triangulaire constructible est de la forme :

expy(as)
(T) = expy(as)

expy(ay)

ou exp;(a;) a trois possibilités, selon que a; est de type anyElement, exception ou

algebraic:
e any a;
o Pi(a;)#0,...,Pig(a;)#0
o Pla;))=0
avec Pyq(a;), ..., Pig(a;), P(a;) € K(aq,...,a;—1)[a;], unitaires de degré strictement

positif en a;, qu’on peut supposer sans facteur carré lorsque la caractéristique de K
est 0. De plus les polynémes P, 1(a;),. .., Pk (a;) n’ont de pas de facteur commun.
Sl y a des coefficients dans ces polynomes avec des dénominateurs non triviaux,
ces dénominateurs ne font intervenir que les parametres a; de type exception (avec
J <)

Les solutions d’un systeme triangulaire constructible constituent 'ensemble V (T')=
V(ay) x ... x V(a,) ou V(a;) est 'ensemble de valeurs possibles pour a; (comme
défini dans la section 3.1) pour chaque ¢ de 1 a n.

L’ensemble des solutions du systeme (.5) est la réunion des ensembles V(Tj),
pour j = 1, ..., m. En particulier on n’introduit pas de solutions parasites (ou
“spurious solutions”). D’autre part il n’y a pas de redondance, au sens ou il n'y a
aucune solution commune a deux des T pour 1 < j < m.

Il est a noter que les contraintes de type exception apparaissent lors du calcul,
puisque aucun areDifferent n’est utilisé pour poser le probleme.

Dans cet exemple le résultat est le suivant :

[value is true in case z = 0 and y = 0 and x = 0 and a = O,
value is false in case z = 0 and y = - x and x /= 0 and a = 0,
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value is true in case
2 3 10 2

z=---x +---x - 17x + 8a and y = - x + 2a and
2 (a)
a

4 3 37 22 3 15 4

X -T7Tax +-—ax -2lax+--a =0 and a /= 0]

2 2

Time: 247 .10 sec

Cela veut dire que 'ensemble de solutions du systeme initial est la réunion de V(7})

et de V(T3z) ou :

a=0 a#0

z=0 :1;4—7a:1;3+377a2:1;2—21a3:1;—|—%a‘l:()
(T1) =) y=0 et (Tz) =) y=—2+2a

z=0 Z:—a%$3—|-1(1—0$2—17$—|-8a

Notons que l'ordre d’introduction des équations est aussi important que 1’or-
dre d’introduction des indéterminées. Dans cet exemple, nous n’avons pas réussi a
obtenir la solution apres plusieurs heures de calcul en introduisant les équations
dans 'ordre inverse. Nous proposons l'introduction des équations en commencant
par les plus simples.

Systémes constructibles

Nous avons montré ainsi comment résoudre un systeme d’équations polynomiales,
mais nous pouvons considérer une classe de systemes plus générale que nous appelons
les systemes constructibles.

Un systeme constructible est un systeme :

Pl(l'l, ceey l’n) 1 0

Pg(l'l, ceey l’n) G2 0
(So=1 """

Py(a1, ..., 2,) ¢ 0

ou chaque g; est = ou #.

De méme que dans les systemes polynomiaux, chaque indeterminée est introduite
par newElement et les “équations” sont introduites par areEqual ou areDifferent
selon que ¢; est = ou #. L’ensemble des solutions de (.5.) est toujours exprimé comme
la réunion des ensembles de solutions d’un nombre fini de systemes triangulaires
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constructibles. Voyons un exemple.

x#£0

y2—$3:0

2y —a? =0

Bz =3)* +(8y)* =9

Cet systeme correspond a la figure suivante (ou 1’axe en gras est interdit) :

08

/
e

/ f/,/ \\\\\
_— } \
. ) /0.8
\\\\l /

04
\

04

Sa traduction dans la cloture constructible est :

x:CL:= newElement (’x)

y:CL:= newElement(’y)
areDifferent (x,0)

areEqual (y**2-x**3,0) and
areEqual (2*y**2-x**2,0) and
areEqual ((8%x-3)**2 + (8xy)**2, 9)

et le résultat obtenu est :

2 1 1
[ value is true in case y - -=0and x = - ]
8 2
Time: 1.61 sec

Un autre exemple de systeme constructible a été traité dans I’exemple 5 du para-
graphe précédent. En effet, une équation ou figure des dénominateurs est équivalente
a un systeme constructible, lorsqu’on exprime les dénominateurs avec areDifferent.
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On peut rapprocher cette méthode d’une version “complexe” de la décomposition
algébrique cylindrique [Co] ou de la méthode des ensembles caractéristiques de Ritt
ou de Wu [Ch, BCK]. De méme, elle peut étre considérée comme une variante de
la méthode algébrique de Seidenberg [Se]. Elle est par contre assez différente des
méthodes utilisant les bases de Grébner [Bu.

5.3 Démonstration automatique en géométrie élémentaire

I1 existe plusieurs méthodes pour étudier ce type de questions [BCK]. En général, ces
méthodes peuvent étre divisées en deux familles, selon qu’elles utilisent les bases de
Grobner ou les ensembles caractéristiques. Mais 1'utilisation de ces méthodes révele
quelques problemes [CY].

L’évaluation dynamique propose encore une autre solution pour la démonstration
automatique de théoremes en géométrie, et nous croyons que nous sommes capables
d’éviter la plupart des problemes que les autres méthodes présentent. Cependant
cette affirmation nécessiterait d’une étude plus approfondie. Nous nous limitons ici
a I’étude détaillée de deux exemples.

Exemple 1 Considérons le théoreme suivant : Etant donné un triangle ABC,
rectangle en C' le cercle I' passant par les milieux F, F' et G respectivement des

cotés CA, AB et BC (c’est le cercle d’Euler du triangle ABC), et le pied H de la

hauteur issue de €', montrer que H est sur I'.

Nous voulons traduire ce probleme en un calcul dans la cloture. Pour cela on
commence par appeler M le centre de I', par choisir un repere orthonormé du plan
adapté au probleme, et par donner un nom aux coordonnées de chacun des points.
Par exemple :

C =(0,0), A = (a41,0), B =(0,a3),
FE=1(as,0), F=(as,a5), G=(0,a¢),
M = (ar,as), H = (ag,a10).
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Nous avons donc besoin de 10 parametres dans la cloture : aq,aq,...,a1o. Pour
dire que le triangle ABC est un “vrai” triangle nous précisons :

a1%07a27£0

Le fait que ce triangle soit rectangle est déja traduit dans le choix des coordonnées.
Ensuite exprimons que E. F' et G sont les milieux respectifs de CA, AB et BC :

1 1 1 1
a3 = 5@1 , A4 = 5@1, ar = 5@2, g = 5@2
Le centre M du cercle I' est caractérisé par le fait que KM et F'M d’une part, KM

et GM d’autre part, sont de la méme longueur, et donc :
(a7 —az)* + a3 = (a7 — ag)* + (as — a5)?, (ar — a3)* + a3 = a3 + (as — ag)

Le point H peut étre caractérisé comme le point de la droite AB tel que AB soit
perpendiculaire a C'H. Or ’équation de AB est :

1 1
—r 4+ —y =1
aq a9

(rappelons que ay et ay sont non nuls) d’ou :

1 1
—ag+ —ao =1, —ara9 + azaio =0
aq a9
Nous pouvons maintenant traduire la conclusion du théoreme, qui dit que EM
et HM sont de méme longueur, c’est-a-dire :

(a7 — as)® + ag = (a7 — a9)® + (a5 — a10)?
Voici le programme correspondant :

geo(x:NNI) :Union(Boolean,'"failed") ==
al:CL:= newElement(’al)

al0:CL:= newElement(’al0)
el:CL:= (a7-a3)**2 + a8%*x2 - (a7-ad)**2 - (a8-ab)**2
e2:CL:= (a7-a3)**2 + a8%*x2 - a7+**x2 - (a8-ab)**2
e3:CL:= - al*a9 + a2%*all
ed:CL:=(a7-a3)**2 + a8**2 - (a7-a9)**x2 - (a8-al10)*x*2
if areDifferent(al,0) and

areDifferent(a2,0) and

areEqual (a3, (1/2)*al) and

areEqual (a4, (1/2)*al) and

areEqual(ab, (1/2)*a2) and
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areEqual (a6, (1/2)*a2) and
areEqual(el,0) and
areEqual(e2,0) and
areEqual((1/a1l)*a9 +(1/a2)*al0 - 1,0) and
areEqual(e3,0)
then (e4 = 0)$CL
else "failed"

et le résultat :

[value is "failed" in case

1 1
al0 = - ---- a2 a9 + a2 and any a9 and a8 = - a2 and
(a1) 4
1 1 1 1
a7 = - al and a6 = - a2 and ab = - a2 and a4 = - al and
4 2 2 2
1 2 2
a3 = - al and a2 + al = 0 and al /= 0,
2
value is true in case
2 2
al a2 al a2 1
al0 = —-——----—-- and a9 = ----—----—- and a8 = - a2 and
2 2 2 2 4
(a2 + al ) (a2 + al )
1 1 1 1
a7 = - al and a6 = - a2 and ab = - a2 and a4 = - al and
4 2 2 2
1 2 2
a3 = - al and a2 /=0, a2 + al /=0 and al /= 0]
2

Time: 220.72 sec

Ce résultat est composé de deux branches qui apparaissent précisément quand le
systeme doit imposer areEqual (e3,0). A ce moment apparait la question “a5+aj =
0 77 qui a deux réponses possibles :

e si la réponse est true, le systeme actualise les contraintes pour ay et aq, ce
qui donne a%%—a% = 0 et a; # 0; imposer areEqual(e3,0) revient alors a
imposer areEqual (al*a2**2,0) ce qui est incompatible avec ces contraintes.
Donc le systeme retourne "failed". Cela signifie que dans ce cas on ne peut
pas construire la figure. Mais ce cas ne peut pas se produire si a; et ay sont
réels.
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e silaréponse est false, le systeme actualise les contraintes pour as et aq, ce qui

donne ay # 0, a% + a% # 0 et aq # 0; imposer areEqual (e3,0) est maintenant

’ . N alag
équivalent a imposer la valeur —
2

27 pour dag, ce qui est compatible avec la
1

contrainte anyElement pour ag. Ainsi la figure est construite. Maintenant il
reste a repondre a la question “e4 = 0 7?7, ce qui retourne true. Cela signifie

que le théoreme est toujours vrai.

Exemple 2 Nous étudions ici un exemple pris dans l'article [CY], et qui nous a
été transmis par T. Recio. Dans cet article il est montré que certaines méthodes de
démonstration automatique “prouvent” que tout triangle est isocéle.

Nous étudions donc le probleme suivant :

Soit T un triangle. Est-il isocéle ¢

Pour étudier cette question nous devons exprimer cet énoncé géométrique de facon
algébrique. Pour cela nous choisissons un repere orthonormé du plan adapté au
probleme, et nous donnons un nom aux coordonnées de chacun des points. Nous
considérons donc le triangle ABC' ci-dessous et nous nous demandons par exemple

si CA=AB.

B=(b,c)

C=(0,0) A=(a0)

Maintenant nous devons étudier 1’égalité
a’ = (b—a)2—|—02

ce que nous traduisons dans la cloture constructible comme suit :

a:CL:= newElement(’a)
b:CL:= newElement(’b)
c:CL:= newElement(’c)

(axx2 = (b - a)**2 + c*x*x2)$CL

Nous obtenons comme réponse :
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[value is true in case c = 0 and b = 0 and a = 0,
value is false in case c /= 0 and b = 0 and a = 0,

2 2
value is true in case c + b =0 and b /=0 and a = 0,
2 2
value is false in case c + b /=0 and b /= 0 and a = 0,
2
value is true in case c = 0 and b - 2a b =0 and a /= 0,
2
value is false in case c /=0 and b - 2a b =0 and a /= 0,
2 2 2
value is true incasec +b -2ab=0andb -2ab /=0
and a /= 0,
2 2 2
value is false incasec +b -2ab /=0andb -2ab /=0
and a /= 0]

Time: 5.94 sec

Noter que a® = (b — a)* 4 ¢* est équivalent a ¢* 4+ b* — 2ab = 0. Cela signifie que le
théoreme est vrai si :

e a=0et b=0et ¢ =0 (le triangle se réduit & un point)
e a=0etb#£0et *+b* =0 (le triangle se réduit & un segment)
e a#0etbh*—2ab=0et c=0 (le triangle se réduit a un segment)

e a #0et b —2ab+#0etc?+ b —2ab =0 (cest-a-dire pour deux valeurs
précises de ¢ en fonction de a et b)

et le théoreme est faur si :
e a=0et b=0et ¢ # 0 (le triangle se réduit & un segment)
e a=0etb#£0et *+b* #0 (le triangle se réduit & un segment)
e a#0etb?®—2ab=0et c#0

b= b=2a
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e a#0etd®—2ab#0etc®+ b —2ab+#0 (cas général)

Donc, nous pouvons déduire (comme prévu !) que en général un triangle n’est pas
isocele.

Nous observons dans le résultat obtenu qu’il y a plusieurs cas ou le triangle se
réduit a un point ou a un segment. Nous pouvons considérer que ce sont des cas
dégénérés et peut-étre voulons-nous considérer des triangles qui ne se réduisent pas
a un point ou a un segment. La fonction areDifferent nous donne cette possibilité.

a:CL:= newElement(’a)
b:CL:= newElement(’b)
c:CL:= newElement(’c)

if areDifferent(a,0) and
areDifferent(c,0)

then (a*x*2 = (b-a)**2 + c**2)$CL

else "failed"

et nous obtenons :

value is false in case ¢ /= 0 and b - 2a b =0 and a /= 0,
2 2 2
value is true incasec +b -2ab=0andb -2ab /=0
and a /= 0,
value is false in case
2 2 2

c/=0,c +b -2ab/=0andb -2ab /=0 and a /= 0]

Time: 14.31 sec

Les méthodes pour la démonstration automatique qui utilisent les bases de
Grobner ou les ensembles caractéristiques travaillent dans 'idéal engendré par les
hypotheses. Dans cet exemple [CY] ajoutent une hypothese qui est vraie en général
sur un triangle.

B=(b,c)

D=(d.e)

C=(0,0) A=(a0)
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Soit T'= ABC un triangle et AD la hauteur issue de A. Montrer que
CA=AB.

Donc les hypotheses s’expriment par :

cd —be =10 D e BC
ce + bd = ab ADLBC

et la traduction dans la cloture constructible est :

a:CL:= newElement(’a)

b:CL:= newElement(’b)

c:CL:= newElement(’c)

d:CL:= newElement(’d)

e:CL:= newElement(’e)

if areEqual(c*d - bx*e,0) and
areEqual (c*e + bxd, a*b)

then (a*x*2 = (b-a)**2 + c**2)$CL

else "failed"

et le résultat :

[value is true in case any e and any d and ¢ = 0 and b = 0 and any a,
value is false in case e = 0 and d = 0 and ¢ /= 0 and b = 0
and any a,
value is "failed" in case
1 2 2
e=---cdand any d and ¢ + b =0 and b /= 0 and any a,
(b)
2 2
value is false in case e = 0 and d =0and c +b /=0andb /=0
and a = 0,

value is true in case e = 0 and d = a and ¢ = 0 and b = 2a
and a /= 0,
value is false in case
2 3
2a ¢ 4a 2 2
e = —————-———- and d = --—--—----—- and ¢ + 4a /=0, c /=0
2 2 2 2
(¢ + 4a ) (¢ + 4a )

and b = 2a and a /= 0,
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value is true in case

1 1 2 2
e=-candd=-bandc +b -2ab=0andb /=0, b /= 2a
2 2
and a /= 0,
value is false in case
2
abc ab 2 2 2 2
e = ————————- and d = ----—-——--—- and ¢ +b /=0, c + b - 2ab/=0
2 2 2 2
(c +b) (c +b)

and b /=0 , b /= 2a and a /= 0]

Time: 79.51 sec

Nous observons un cas ou la réponse est "failed" ; cela signifie que les hypotheses
sont inconsistantes dans ce cas et donc on peut en déduire tout énoncé. Sinon, le
théoreme est vrai si :

e a est quelconque, b =0, ¢ =0, ...(le triangle se réduit a un segment)
e a#0,b=2a, ¢c=0,...(le triangle se réduit a un segment)

e a #0,b+#2a, 4 b —2ab = 0 (le triangle est isocele et les coordonnées de
D sont (%,2))

272

et le théoreme est faur dans les autres cas, en particulier dans le cas général.

Méthode La méthode que nous proposons consiste donc en les pas suivants :

1. Introduire les indéterminées du probleme avec newElement. En particulier, il
ne faut pas diviser I’ensemble des indéterminées en parametres ou variables
indépendantes et variables dépendantes : seul I'ordre est important dans la
cléture.

2. Introduire les hypotheses du théoreme a démontrer avec areEqual et areDif-
ferent. Remarquons qu’en particulier I’ensemble des hypotheses peut étre
vide. D’autre part D'utilisateur peut éviter des cas qu’il considere comme
dégénérés, ou se restreindre a un certain type de figure.

3. Introduire avec un test d’égalité la conclusion a prouver. Notre systeme vé-
rifiera automatiquement la consistance des hypotheses avant de prouver la
conclusion.
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés ici aux calculs faisant intervenir des parametres. En
particulier nous avons étudié les parametres que 'on peut appeler constructibles.

Pour effectuer ce type de calculs, nous utilisons I’évaluation dynamique et nous
avons réalisé le programme de la cléture constructible dynamique.

C’est la premiere fois qu'une telle méthode de calcul est implantée de maniere
tout-a-fait systématique.

D’autre part, I'utilisation de ce programme est tres simple, comme on peut le
voir sur les exemples.

Nous avons montré des exemples d’utilisation de ce programme. Ils nous mon-
trent I'importance et I'intérét de ce type de calculs, et ils soulevent des questions
sur les fondements des systemes de calcul formel.

Finalement, nous avons utilisé ce programme pour la résolution des systemes
d’équations polynomiales et pour la démonstration automatique de théoremes en
géométrie élémentaire. D’autres applications sont envisagées, comme par exemple la
robotique, déja étudiée sous cet angle (mais “a la main”) dans [GR].
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons traité quelques applications de I’évaluation dynamique.
Nous montrons que le domaine des applications de cette technique de calcul est tres
large : nous ’avons utilisée pour le calcul de la forme canonique de Jordan, pour
la résolution des systemes polynomiaux et pour la démonstration de théoremes en
géométrie élémentaire.

Ce mémoire est composé de deux parties indépendantes. A chacune de ces parties
correspond un programme implanté en Axiom.

La premiere partie est consacrée au calcul de la forme canonique de Jordan. Nous
avons utilisé la cléture algébrique dynamique pour les calculs avec les valeurs pro-
pres. La réalisation de ce programme nous a conduit a une étude théorique dont le
principal résultat est :

1l est bien connu que certaines matrices de passage peuvent étre décrites
par blocs, les éléments de chaque bloc s’exprimant en fonction d’une seule
valeur propre d’une matrice donnée. Nous avons montré la méme pro-
prieté pour [inverse de ces matrices de passage.

De plus, nous décrivons deux nouveaux algorithmes permettant de calculer la ma-
trice inverse en manipulant une seule valeur propre a tout moment du calcul. En
particulier, ce résultat s’applique aux matrices de passage entre une matrice donnée
et sa forme canonique de Jordan. De plus, nous décrivons en ce cas une version plus
efficace de chacun de nos deux algorithmes.

La deuxieme partie est consacrée au calcul avec des parametres a valeurs dans
un corps. Pour cela, nous avons réalisé le programme de la cloture constructible
dynamique. Grace a lui :

Etant donné un calcul faisant intervenir des paramétres, nous sommes
capables d’obtenir, en utilisant [’évaluation dynamique, les diverses so-
lutions en fonction des valeurs des paramétres.

C’est la premiere fois qu'un tel calcul est implanté de maniere tout-a-fait systé-
matique.

C’est par l'intermédiaire de ce programme que ’évaluation dynamique propose
de nouvelles méthodes pour la résolution des systemes polynomiaux et pour la dé-
monstration de théoremes en géométrie élémentaire.
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Les méthodes de calcul proposées ici sont valables sur un corps de base quelconque,
de méme que les programmes implantés. Nous avons vu par exemple comment ’on
peut calculer la forme canonique de Jordan d’une matrice avec des parametres dans
ses coefficients.

Finalement, nous avons présenté 1’état actuel de notre travail, déja dépassé par
les projets pour 'avenir.
Des améliorations sur ces travaux sont toujours possibles, nous les espérons pour
un futur proche.
Des nouveaux projets sont déja envisagés, en particulier :

pouvons-nous automatiser des calculs avec des parameétres de type entier ¢



Résumé

Cette these est consacrée a I’étude et la programmation de quelques applications de
I’évaluation dynamique. Elle est composée de deux travaux indépendants.

Dans la premiere partie de ce mémoire, nous étudions le calcul de la forme
canonique de Jordan d’une matrice. Nous présentons ici les résultats théoriques
obtenus et quelques algorithmes implantés.

Dans la deuxieme partie, nous décrivons le programme de la cloture constructible
dynamique que nous avons réalisé pour effectuer des calculs avec des parametres.
Nous utilisons ce programme pour la résolution des systemes polynomiaux et pour
la démonstration automatique de théoremes en géométrie élémentaire.

Abstract

This thesis is devoted to the study and programmation of some applications of
dynamic evaluation. It is made of two different parts.

In the first part we study the computation of the Jordan canonical form of a
matrix. We present here the theorical results obtained and some of the algorithms
that we have implemented.

In the second part we describe the program of dynamic constructible closure for
computations with parameters. We use this program for solving polynomial systems
and for automatic proving of geometric theorems.

Resumen

Esta tesis esta dedicada al estudio y la programacion de algunas aplicaciones de la
evaluacion dinamica. Esta compuesta de dos trabajos independientes.

En la primera parte de esta memoria, estudiamos el calculo de la forma canénica
de Jordan de una matriz. En ella presentamos los resultados tedricos obtenidos y
algunos de los algoritmos programados.

En la segunda parte, describimos el programa de la clausura constructible dina-
mica que hemos realizado para efectuar calculos con parametros. Este programa
es utilizado para la resolucién de sistemas de ecuaciones polinémicas y para la de-
mostracion automatica de teoremas en geometria.



