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Le commencement de cette th�ese a �et�e partiellement �nanc�e par El ConsejoSocial de la Universidad de Alcal�a de Henares avec deux aides �a la recherche :� Septembre{Octobre 1991 o�u j'ai commenc�e le programme de calcul de la formecanonique de Jordan.� Juillet{Août 1992 o�u je suis arriv�ee �a une premi�ere version du programme dela clôture constructible dynamique.La suite de ces deux travaux a �et�e partiellement �nanc�ee par :� un projet de recherche espagnol : CICyT PB 89/0379/C02/01 (avant 92) {CICyT PB 92/0498/C02/01 (apr�es 92).� un projet de recherche europ�een : POSSO Esprit/BRA 6846.Cette th�ese a �et�e �elabor�ee au sein du LACO : \Laboratoire d'Arithm�etique, CalculFormel et Optimisation", URA CNRS 1586, Universit�e de Limoges.



5Table des mati�eresIntroduction 7R�ef�erences 7I Calcul de la forme canonique de Jordan 13Introduction 131 Matrice de Jordan, une matrice de passage et son inverse :pr�eliminaires 141.1 Matrice de Jordan : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 151.2 Matrice de passage : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 171.3 Inverse de la matrice de passage : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 182 Calcul de la forme canonique de Jordan et d'une matrice depassage conforme 192.1 Calcul ind�ependant pour chaque valeur propre : : : : : : : : : : : : : 192.2 Structure du sous-espace caract�eristique N(�). Calcul deJ(�) et P (�) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 202.2.1 Sous-espaces g�en�erateurs : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 202.2.2 Tours : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 233 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage :cas g�en�eral 263.1 Calcul ind�ependant pour chaque valeur propre : : : : : : : : : : : : : 273.2 M�ethode de calcul de B(�) par r�esolution de syst�emes lin�eaires : : : : 293.3 M�ethode de calcul B(�) en utilisant les bases duales : : : : : : : : : : 314 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage :cas de Jordan 364.1 Relations entre les tours de N(�) et de fN(�) : : : : : : : : : : : : : : 374.2 Calcul des sous-espaces g�en�erateurs et r�esolution des syst�emeslin�eaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 404.3 Calcul des sous-espaces g�en�erateurs et bases duales : : : : : : : : : : 455 Algorithmes et Exemples 505.1 Algorithmes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 505.2 Jordan et la clôture alg�ebrique dynamique : : : : : : : : : : : : : : : 565.3 Exemples : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 56Conclusion 63



6R�ef�erences 64II Clôture constructible dynamique 65Introduction 651 La clôture constructible d'un corps 661.1 Corps : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 661.2 Clôture constructible : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 672 Clôture constructible dynamique 683 Calculs dans la clôture constructible dynamique. Scindages 693.1 Contraintes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 693.2 Repr�esentation et op�erations de base : : : : : : : : : : : : : : : : : : 703.3 Tests d'�egalit�e et scindages : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 713.4 Imposition de contraintes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 743.5 Arbre de scindages : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 763.6 Calculs dans la clôture : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 764 Implantation 774.1 Evaluation dynamique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 784.2 Ensembles dynamiques : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 794.3 Clôture constructible dynamique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 804.3.1 Polynômes dynamiques : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 804.3.2 Contraintes dynamiques : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 804.3.3 Repr�esentation dynamique : fractions et d�enominateurs : : : : 854.3.4 Clôture constructible dynamique : : : : : : : : : : : : : : : : 914.4 Am�eliorations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 915 Quelques applications et exemples 925.1 Calculs avec des param�etres : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 945.2 Syst�emes d'�equations polynomiales. Syst�emes constructibles : : : : : 1045.3 D�emonstration automatique en g�eom�etrie �el�ementaire : : : : : : : : : 109Conclusion 117R�ef�erences 118Conclusion 120



7IntroductionCe m�emoire est compos�e de deux travaux qui sont ind�ependants, et dont la caract�e-ristique commune est qu'ils utilisent l'�evaluation dynamique :I. Calcul de la forme canonique de Jordan.II. Clôture constructible dynamique.Commen�cons pour une br�eve description de l'�evaluation dynamique.L'�evaluation dynamique est une fa�con de faire des calculs plus g�en�erale que lestechniques habituelles. Elle peut être d�ecrite comme une automatisation { et uneg�en�eralisation { du calcul avec des param�etres tel qu'il est fait \�a la main".Par exemple consid�erons l'�equationax+ b = 0avec x variable et a et b param�etres. Si nous nous int�eressons aux solutions de cette�equation et si nous e�ectuons les calculs �a la main, nous trouvons une r�eponse dutype : 8><>: Si a = 0 et b = 0 alors x quelconqueSi a 6= 0 et b quelconque alors x = �batandis que la solution obtenue dans certains syst�emes de calcul formel est :x = �baL'�evaluation dynamique nous permet d'obtenir de fa�con automatique la premi�erer�eponse. Pourquoi une telle di��erence entre ces deux r�eponses ?Il est clair que le probl�eme se pose au moment d'e�ectuer le test d'�egalit�e :� quand les syst�emes de calcul formel se posent la question \a = 0 ?", ils r�e-pondent non� quand nous nous sommes pos�es la même question, nous avons r�epondu quelque-fois oui et quelquefois non.



8 L'�evaluation dynamique est le processus de calcul qui tient compte de ce probl�eme :\Une question peut avoir plusieurs r�eponses, et il faut continuer le calculpour chacune des r�eponses."Elle est d�e�nie de fa�con rigoureuse en utilisant la th�eorie des esquisses [DR].La premi�ere r�ealisation de l'�evaluation dynamique a �et�e implant�ee par C. Di-crescenzo et D. Duval [DDD, DD] (dans un premier temps en Reduce, actuellementen Axiom). Elle a permis l'automatisation des calculs avec des nombres alg�ebriques,c'est le programme de la Clôture alg�ebrique dynamique. Dans ce programme les nom-bres alg�ebriques sont consid�er�es comme des param�etres d'un type sp�ecial, et ils sontrepr�esent�es par un symbole soumis �a des conditions alg�ebriques :a tel que P (a) = 0o�u P est un polynôme (en une variable).Passons �a la description des travaux pr�esent�es ici. L'ordre de pr�esentation de cestravaux correspond �a l'ordre chronologique, puisque notre premier travail en relationavec l'�evaluation dynamique a port�e sur la forme de Jordan. Mais il r�epond aussi�a une autre raison importante : dans la premi�ere partie nous sommes de simplesutilisateurs de l'�evaluation dynamique, ce qui nous a permis de nous concentrer surla partie math�ematique et algorithmique du probl�eme. Dans la deuxi�eme partie nousproposons un outil pour faire des calculs, di�cile �a construire sans une connaissanceprofonde de l'�evaluation dynamique.I. Calcul de la forme canonique de JordanDans la premi�ere partie de ce m�emoire, nous �etudions le calcul de la forme canoniquede Jordan d'une matrice. Nous avons programm�e le calcul de la forme canonique deJordan, d'une matrice de passage et de son inverse. Par exemple, ces trois matricespeuvent être utilis�ees pour calculer de l'exponentielle d'une matrice lors de la r�e-solution d'un syst�eme d'�equations di��erentielles [Laz].Dans notre programme nous utilisons la clôture alg�ebrique dynamique pour lescalculs avec les valeurs propres de la matrice donn�ee. Le programme de la clôturealg�ebrique dynamique r�esout de fa�con �el�egante les probl�emes que posent habituelle-ment les calculs avec des nombres alg�ebriques. De plus, l'utilisateur n'est pas cens�econnâ�tre l'int�erieur des programmes de la clôture alg�ebrique ou de l'�evaluation dy-namique.



9Pour r�ealiser e�cacement ces calculs, il est pr�ef�erable qu'une seule valeur propreintervienne �a tout moment. Cette condition est v�eri��ee pour le calcul de la matricede Jordan et de la matrice de passage. Ozello montre cette condition pour l'inversed'une telle matrice de passage [Oz].Nous avons obtenu deux nouvelles m�ethodes pour calculer la matrice inverse d'unematrice de passage, de fa�con que les calculs sont e�ectu�es en utilisant une seule valeurpropre �a chaque fois. Ces deux m�ethodes sont valables pour des matrices de passageplus g�en�erales que celles du cas de Jordan. Pour l'obtention de ces m�ethodes, nousavons �etudi�e la structure de l'espace total, d�ecompos�e en somme directe de sous-espaces caract�eristiques correspondant aux valeurs propres de la matrice donn�ee.Ces deux m�ethodes sont am�elior�ees dans le cas particulier de Jordan. Ces am�e-liorations sont obtenues �a partir de la structure de chaque sous-espace caract�eristiquepour chaque valeur propre.En g�en�eral, les programmes et m�ethodes existants pour le calcul de la formecanonique de Jordan utilisent des formes canoniques interm�ediaires pour son ob-tention (forme de Frobenius, etc..., [Oz, MO, Gil, ML] par exemple). Cela est dûprincipalement aux probl�emes de calcul avec des nombres alg�ebriques.L'utilisation de la clôture alg�ebrique dynamique nous permet de nous a�ranchirde ces probl�emes. Nous calculons directement la forme de Jordan d'une matrice,sans passer par d'autres formes canoniques. De plus, il semble que nos m�ethodessont facilement parall�elisables, ce qui parâ�t di�cile pour les autres m�ethodes [RV].II. Clôture constructible dynamiqueDans la deuxi�eme partie, nous d�ecrivons le programme de la Clôture constructibledynamique. Ce programme permet de calculer avec des param�etres en un sens tr�esg�en�eral (qui inclut les param�etres soumis �a des conditions alg�ebriques).Nous consid�erons un param�etre comme une constante de valeur non sp�eci��ee.Lorsqu'un param�etre intervient dans un calcul, toutes ses valeurs possibles doiventêtre consid�er�ees. C'est l'�evaluation dynamique qui se charge de d�etecter des com-portements di��erents pour di��erentes valeurs lors du calcul, et de g�erer l'obtentiondu r�esultat dans chaque cas possible.C'est la premi�ere fois qu'une telle m�ethode de calcul est implant�ee de mani�eretout-�a-fait syst�ematique.Nous montrons aussi comment ce programme peut être utilis�e pour la r�esolutiondes syst�emes polynomiaux et pour la d�emonstration de th�eor�emes en g�eom�etrie �el�e-mentaire.R�esolution des syst�emes polynomiaux C'est �a travers la clôture constructibledynamique que l'�evaluation dynamique propose une m�ethode pour r�esoudre les syst�e-



10mes polynomiaux. La description de la solution consiste en une famille de syst�emestriangulaires, sans solution commune, et sans introduire de solution parasite.Il existe plusieurs m�ethodes pour r�esoudre (en un sens voisin du nôtre) des syst�e-mes polynomiaux [Bu, Kal, La, Se]. La m�ethode propos�ee ici est proche de celle deSeidenberg [Se].Un avantage de notre m�ethode par rapport aux autres est la possibilit�e de con-sid�erer de fa�con simple une classe plus large de syst�emes, les syst�emes constructibleso�u les �equations contiennent des �egalit�es (=) et des non-�egalit�es ( 6=).D�emonstration de th�eor�emes en g�eom�etrie �el�ementaire Un th�eor�eme eng�eom�etrie peut être traduit dans la clôture constructible dynamique. Une fois choisiun syst�eme de coordonn�ees, les points de la �gure sont repr�esent�es par des param�e-tres. Les hypoth�eses sont traduites comme l'imposition de contraintes (interdire ouimposer certaines valeurs aux param�etres), la conclusion comme l'�etude d'un testd'�egalit�e sur les param�etres.D'autres m�ethodes existent pour �etudier la d�emonstration automatique [BCK,CY], mais leur utilisation r�ev�ele quelques probl�emes [CY]. Nous montrons sur unexemple que l'utilisation de la clôture constructible dynamique permet d'�eviter cer-tains de ces probl�emes. Par exemple, nous pouvons �eviter de fa�con simple certainstypes de �gures (triangles d�eg�en�er�es, etc : : : ) en imposant des contraintes.Forme canonique de Jordan d'une matrice avec des param�etres Avecle programme de la clôture constructible dynamique nous pouvons consid�erer descalculs faisant intervenir des matrices dont les coe�cients sont des param�etres. Enparticulier nous pouvons utiliser les m�ethodes expos�ees dans la premi�ere partie dece m�emoire pour calculer la forme canonique de Jordan d'une telle matrice. Celacorrespond �a l'utilisation simultan�ee des clôtures alg�ebrique et constructible. Aucunsyst�eme de calcul ne permet en ce moment, l'obtention d'un tel r�esultat.Autres applications Bien d'autres applications de la clôture constructible dy-namique sont possibles, par exemple dans le domaine de la robotique elle a �et�e d�ej�autilis�ee \�a la main" [GR].Pour �nir cette introduction, nous remarquons que les m�ethodes propos�ees icisont valables sur un corps quelconque. Elles sont programm�ees dans le syst�eme decalcul formel Axiom [JS]. Le choix de ce langage est tr�es important. En particulier,grâce �a sa g�en�ericit�e, les programmes implant�es sont eux aussi valables sur un corpsquelconque. Cela s'est traduit par exemple, par la possibilit�e d'utiliser simultan�e-ment les clôtures alg�ebrique et constructible.
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13Partie ICalcul de la forme canonique deJordanIntroductionL'origine de cette �etude est la programmation du calcul de la forme canonique deJordan en utilisant l'�evaluation dynamique, ou plus pr�ecis�ement, le programme dela clôture alg�ebrique dynamique { en fait, la clôture alg�ebrique dynamique est leprogramme qui applique la technique d'�evaluation dynamique aux calculs avec desnombres alg�ebriques.Pour utiliser e�cacement la clôture alg�ebrique dynamique il faut montrer que, �achaque moment du calcul, il y a une seule racine du polynôme (non n�ecessairementirr�eductible) qui intervient ; le programme g�ere automatiquement la distinction desracines avec des comportements di��erents.Le calcul de la forme canonique de Jordan d'une matrice �a coe�cients dans uncorps (commutatif) v�eri�e cette condition : en g�en�eral toute explication de ce calculcommence par Soit � une valeur propre : : : , c'est-�a-dire une racine quelconque dupolynôme : : : Ce calcul comprend le calcul de la forme canonique et d'une matricede passage de la matrice donn�ee �a la forme canonique.Mais ce qui n'est pas tr�es connu en g�en�eral, c'est que le calcul de la matriceinverse de cette matrice de passage v�eri�e aussi cette condition. Ce r�esultat estmontr�e pour premi�ere fois (semble-t-il) dans la th�ese d'Ozello (p.25) [Oz, Laz] :\Bien que les �el�ements de P�1 appartiennent �a l'extensionK(�1; : : : ; �p),nous avons montr�e que dans chaque colonne (ligne dans notre cas) deP�1, chaque �el�ement s'exprime comme une expression polynomiale enun seul des nombres �k."Nous donnons deux autres preuves de ce r�esultat. Nous montrons aussi, de deuxfa�cons di��erentes, un r�esultat un peu plus g�en�eral en consid�erant la d�ecompositionde l'espace total comme somme directe de sous-espaces caract�eristiques. D'o�u onpeut obtenir le r�esultat d'Ozello comme le cas particulier dans lequel on consid�erele calcul de la forme canonique de Jordan.Chacune de ces deux preuves consiste essentiellement en une m�ethode de calculde la matrice inverse de la matrice de passage. La premi�ere m�ethode utilise la r�e-solution des syst�emes d'�equations lin�eaires. La deuxi�eme m�ethode utilise le calculdes bases duales.Nous remarquons que nous nous int�eressons au calcul direct de la forme canoniquede Jordan d'une matrice donn�ee. Pour d'autres m�ethodes pour obtenir cette forme



14 1 Matrice de Jordan, une matrice de passage et son inverse : pr�eliminairescanonique voir [Oz, ML, Gil, MO].Finalement, les algorithmes obtenus sont valables pour n'importe quelle descrip-tion des nombres alg�ebriques, mais ils ont �et�e programm�es seulement dans le cadrede la clôture alg�ebrique dynamique.Le plan de ce travail est le suivant :� Dans le premier chapitre, nous rappelons les concepts n�ecessaires, nous �xonsdes notations et nous introduisons des th�eor�emes fondamentaux qui serontd�emontr�es aux sections suivantes.� Dans le deuxi�eme chapitre, nous exposons une m�ethode classique pour le calculde la forme canonique et d'une matrice de passage. Pour cela nous utilisonsles concepts de famille de sous-espaces g�en�erateurs et de tours, plus ou moinsdiss�emin�es dans la litt�erature.� Dans le troisi�eme chapitre, nous �etudions le calcul de la matrice inverse d'unematrice de passage dans un cadre un peu plus g�en�eral que celui de Jordan,en consid�erant la d�ecomposition de l'espace total comme somme directe desous-espaces caract�eristiques.� Dans le quatri�eme chapitre, nous �etudions le calcul de la matrice inverse d'unematrice de passage dans le cas de Jordan en particulier. Cela nous conduit a�etudier des relations d'orthogonalit�e entre certains sous-espaces.� Dans le cinqui�eme chapitre, nous d�ecrivons les algorithmes obtenus (et pro-gramm�es) ainsi que la liaison avec la clôture alg�ebrique dynamique. Nous pr�e-sentons aussi des exemples.1 Matrice de Jordan, une matrice de passage etson inverse : pr�eliminairesDans cette section nous rappelons les concepts n�ecessaires et nous �xons des nota-tions : ils peuvent être trouv�es dans [FF, La, LFA, CHO, Ne], par exemple.Nous introduisons aussi les th�eor�emes fondamentaux qui seront d�emontr�es dansles prochaines sections.Commen�cons par rappeler un r�esultat d'alg�ebre lin�eaire.Th�eor�eme 1.1 Soit K un corps quelconque (commutatif). Soit E un espace vecto-riel sur K de dimension �nie, et u un endomorphisme de E.1. Soit E = E1� : : :�Em une d�ecomposition de E stable par u, c'est-�a-dire, telleque u(Ei) � Ei pour tout i. Alors dans toute base B = B1 [ : : : [ Bm de E



1 Matrice de Jordan, une matrice de passage et son inverse : pr�eliminaires 15adapt�ee �a cette d�ecomposition, la matrice U de u est de la forme :U = 0BBBBBBB@ U1 j 0��� . . . ���0 j Um 1CCCCCCCAo�u Ui est la matrice qui repr�esente l'endomorphisme ujEi de Ei dans la baseBi.2. R�eciproquement, soit u est un endomorphisme de E qui se repr�esente par unetelle matrice U dans une base B = B1[ : : :[Bm de E (o�u le cardinal de Bi est�egal �a la dimension de Ui). Notons Ei le sous-espace vectoriel de E engendr�epar Bi. Alors la d�ecomposition E = E1 � : : :�Em est stable par u.1.1 Matrice de JordanSoit K un corps quelconque (commutatif) et K sa clôture alg�ebrique.Notons Mn = Mn�n(K) l'ensemble des matrices carr�ees de dimension n 2 Nsur le corps K et de la même fa�con Mn = Mn�n(K) sur K. Nous notons par Ij lamatrice identit�e de dimension j et par I la matrice identit�e de dimension n.Nous nous pla�cons dans l'espace vectoriel Kn. Posons (e1; : : : ; en) la basecanonique de Kn.Parfois nous consid�erons les �el�ements de l'espace commedes �el�ements deMn�1(K),c'est-�a-dire comme des vecteurs colonnes de dimension n. De même, parfois nousconsid�erons une suite de vecteurs (v1; : : : ; vl) comme une matrice dans Mn�l(K).Soit A 2 Mn et soit pc(x) = det(A � xI) 2 K[x] son polynôme caract�eristique.Notons �1; : : : ; �p les valeurs propres de la matrice A, c'est-�a-dire les p racinesdistinctes de pc(x) dans K. On a pc(x) = (x� �1)r1 : : : (x� �p)rp dans K[x] etnous appelons rk la multiplicit�e caract�eristique de �k, k = 1; : : : ; p.Soit pm(x) le polynôme minimal de A. Par le th�eor�eme de Hamilton{Cayley ona pm(x) = (x� �1)s1 : : : (x� �p)sp 2 K[x], et sk s'appelle la multiplicit�e minimalede �k, k = 1; : : : ; p ; elle v�eri�e 1 � sk � rk.Notations Soit � 2 f�1; : : : ; �pg ; on pose :� r la multiplicit�e caract�eristique de �,� s la multiplicit�e minimale de �,� Ni = Ker(A � �I)i le sous-espace caract�eristique associ�e �a � et �a i, i =0; 1; : : : ; s ;{ N0 = 0.



16 1 Matrice de Jordan, une matrice de passage et son inverse : pr�eliminaires{ N1 est le sous-espace propre associ�e �a �. Si v 2 N1 alors v est appel�e unvecteur propre associ�e �a �.{ Parfois nous noterons Ns par N(�). La dimension de Ns est r.A repr�esente (dans la base canonique de Kn) un endomorphismea : Kn ! Kn d�e�ni par a(v) = AvCet endomorphisme a (ou la matrice A) fournit une d�ecomposition stable par ade l'espace total : Kn = N(�1)� : : : �N(�p).Donc la matrice A est semblable dans Kn �a une matrice J 2Mn(K) avecJ = 0BBBBBBB@ J(�1) j 0��� . . . ���0 j J(�p) 1CCCCCCCAPour chaque � 2 f�1; : : : ; �pg, le sous-espace N(�) a une d�ecomposition stablepar a (comme expliqu�e dans 2.2.2) :N(�) = T1 � : : : � Tm(�)donc J(�) peut s'�ecrire :J(�) = 0BBBBBBB@ j1(�) j 0��� . . . ���0 j jm(�)(�) 1CCCCCCCA 2Mr(K(�))Notons dl = dim(Tl), alors d1 + : : : + dm(�) = r.De plus (voir 2.2.2) Tl a une base tl = (v1; v2; : : : vdl) telle que a(vi) = vi�1+�vi,i = 1; : : : ; l, avec v0 = 0. Donc dans cette base, jl(�) = j(�; dl) o�u :j(�; d) = 0BBBBB@ � 1 0. . . . . .. . . 10 � 1CCCCCA 2Md(K(�))On appelle J la forme de Jordan pour la matriceA. Nous appelons j(�; d)matrice�el�ementaire de Jordan de dimension d, et J(�) matrice g�en�erale de Jordan pour �.



1 Matrice de Jordan, une matrice de passage et son inverse : pr�eliminaires 17Le nombre m(�) de j(�; d) dans J(�) co��ncide avec la dimension du sous-espacepropre N1 (appel�ee lamultiplicit�e g�eom�etrique de �) et il y a au moins un bloc j(�; s)de dimension s ; tous les autres blocs sont de dimension au plus s.La matrice J est unique sauf par la disposition des blocs j(�k; dl) dans sa diago-nale principale. Nous �xons par ordre de dimension d�ecroissante la disposition desblocs j(�; d) dans J(�), ainsi la forme canonique de Jordan d�epend uniquement dela disposition des blocs J(�k), c'est-�a-dire de l'ordre de description des racines depc(x).1.2 Matrice de passageDire que A est semblable �a J signi�e qu'il existe une matrice P 2Mn avec det(P ) 6=0 telle que P�1AP = J .La matrice P s'appelle matrice de passage entre A et J . Les colonnes d'une tellematrice P forment une base BJ de l'espaceKn dans laquelle l'endomorphisme a estrepr�esent�e par J .Cette base BJ est compos�ee de bases B�k des espaces N(�k), k = 1; : : : ; p,telles que chaque endomorphismeajN(�k) : N(�k) ! N(�k)est repr�esent�e par J(�k) dans la base B�k , k = 1; : : : ; p.Remarque Il y a en g�en�eral plusieurs matrices P v�eri�ant P�1AP = J .D�e�nition SoitM 2Mn, nous dirons queM est conforme �a A siM est compos�eepar p blocs{colonne M = 0B@ j jM(�1) j : : : j M(�p)j j 1CAavec M(�k) 2Mn�rk (K(�k)), k = 1; : : : ; p.Remarque En particulier, une matriceM est conforme �a A si et seulement si elleest conforme �a la transpos�ee de A, At.Th�eor�eme 1.2 Il existe une matrice de passage entre A et J conforme �a A.Ce r�esultat est classique. Nous donnons une d�emonstration dans la section 2.



18 1 Matrice de Jordan, une matrice de passage et son inverse : pr�eliminaires1.3 Inverse de la matrice de passageSoit J la forme canonique de Jordan de la matrice A. On construit ici une matriceRJ de la mani�ere suivante :� RJ a p blocs carr�es dans sa diagonale principaleRJ = 0BBBBBBB@ RJ(�1) j 0��� . . . ���0 j RJ(�p) 1CCCCCCCA� pour chaque � 2 f�1; : : : ; �pg, RJ(�) a m(�) blocs carr�es dans sa diagonaleprincipale : RJ(�) = 0BBBBBBB@ Rd1 j 0��� . . . ���0 j Rdm(�) 1CCCCCCCA� chaque bloc Rd est une matrice carr�ee de dimension d avec des 1 dans sadiagonale secondaire et des 0 ailleurs :0BB@ 0 1. . .1 0 1CCALemme 1.3 Les matrices RJ et Rd v�eri�ent :� Rd�1 = Rdt = Rd et RJ�1 = RJ t = RJ� RJJ tRJ = J� Soit B = (bi;j)i;j=1; :::; d 2Md, alors{ RdB = (bd+1�i;j)i;j=1; :::; d (change l'ordre des lignes){ BRd = (bi;d+1�j)i;j=1; :::; d (change l'ordre des colonnes)� Si J est une matrice diagonale, alors RJ est la matrice identit�e.Lemme 1.4 Soit P une matrice de passage entre A et J alors la matrice (P�1)tRJest une matrice de passage entre At et J .D�emonstrationOn a P�1AP = J . Si l'on consid�ere la transpos�ee, on en d�eduit P tAt(P�1)t = J t, etalors (RJP t)At((P�1)tRJ ) = RJJ tRJ = J



2 Calcul de la forme canonique de Jordan et d'une matrice de passage conforme 19Remarque La di��erence entre la matrice (P�1)t et la matrice de passage entre Atet J , (P�1)tRJ , est seulement l'ordre de disposition des colonnes.Le r�esultat suivant est montr�e dans la th�ese d'Ozello. Nous en donnons deuxautres preuves dans la section 4. D'autre part, il est �egalement possible d'obtenir cer�esultat comme cons�equence du th�eor�eme 3.1.Th�eor�eme 1.5 Soit P une matrice de passage entre A et J conforme �a A, alors lamatrice (P�1)t est conforme �a A.2 Calcul de la forme canonique de Jordan etd'une matrice de passage conformeNous exposons ici une m�ethode classique pour le calcul de la matrice de Jordan etd'une matrice de passage entre A et J . La matrice de passage ainsi obtenue v�eri�ela propri�et�e d'être conforme �a A.Ce type de m�ethode peut être trouv�e dans la litt�erature classique, mais nousproposons ici la variante que nous avons implant�ee. Nous l'exposons de fa�con tr�esd�etaill�ee pour diverses raisons :� d'une part, cela nous permet de �xer les notations et concepts qui serontutilis�es dans les sections suivantes� d'autre part, les algorithmes que l'on utilise pour le calcul de la matrice inversede la matrice de passage sont similaires �a celui-ci.2.1 Calcul ind�ependant pour chaque valeur propreSoit A 2 Mn, pc(x) 2 K[x] son polynôme caract�eristique et �1; : : : ; �p les valeurspropres de la matrice A, c'est-�a-dire les p racines distinctes de pc(x) dans K. On aJ = 0BBBBBBB@ J(�1) j 0 0���0 . . . 0���0 0 j J(�p) 1CCCCCCCA et P = 0B@ j jP (�1) j : : : j P (�p)j j 1CAo�u J(�k) est la matrice g�en�erale de Jordan correspondante �a �k et les colonnes deP (�k) forment une base de N(�k), k = 1; : : : ; p.Pour calculer J et P , il su�t de calculer J(�k) et P (�k) pour chaque k, k =1; : : : ; p.Donc, �a partir de ce moment nous consid�erons dans cette section � une valeurpropre de la matrice A, c'est-�a-dire une racine quelconque du polynôme caract�e-ristique.



20 2 Calcul de la forme canonique de Jordan et d'une matrice de passage conformeOn sait d�ej�a que J(�) 2 Mr(K(�)) et que P (�) 2 Mn�r. Nous allons voircomment l'on peut calculer J(�) et P (�) de sorte que les coe�cients de P (�) soientdans K(�).2.2 Structure du sous-espace caract�eristique N (�).Calcul de J(�) et P (�)D�e�nition Nous appelons base de passage de N(�) toute base de N(�) telle quel'endomorphisme ajN(�) : N(�) ! N(�) est repr�esent�e dans cette base par unematrice g�en�erale de Jordan.Notations� a� : N(�)! N(�) est l'endomorphisme de N(�) d�e�ni par a�(v) = (A��I)v� Rappelons que Ni = Ker(A� �I)i. Posons ni = dim(Ni), i = 0; 1; : : : ; s.Lemme 2.1 Les noyaux Ni v�eri�ent les relations suivantes (o�u le symbole � notel'inclusion stricte) : N0 = 0 � N1 � : : : � Ns�1 � Ns = Ns+1avec dim(Ns) = r et Ni = Ns pour tout i � s.Remarque On en d�eduit :n0 = 0 < n1 < : : : < ns�1 < ns.D�e�nition Soit v 2 Ni tel que v 62 Ni�1, nous disons que v est un vecteur caract�e-ristique de niveau i.Remarque Soit v un vecteur caract�eristique de niveau i, avec i � 1 alors� v 6= 0� a�(v) est un vecteur caract�eristique de niveau i� 1.2.2.1 Sous-espaces g�en�erateursLemme 2.2 Soit i un entier tel que s > i � 1, et soit H un sous-espace vectorielde Ni+1 tel que H \Ni = 0. Alors� a� jH: H ! Ns est injective� a�(H) � Ni



2 Calcul de la forme canonique de Jordan et d'une matrice de passage conforme 21� a�(H) \ Ni�1 = 0Le th�eor�eme suivant nous montre la structure du sous-espace N(�). Nous voyonsqu'il su�t de connâ�tre une famille (Gs; : : : ; G1) de sous-espaces de N(�) pourconnâ�tre N(�).Th�eor�eme 2.3 Il existe une famille ordonn�ee (Gs; : : : ; G1) de sous-espaces de Nstelle que, en notant gi = dim(Gi) :� gs � 1� pour tout i = s; : : : ; 1Ni = Ni�1 � (�sj=iaj�i� (Gj))ni = ni�1 + (Psj=i gj)Remarque Nous �ecrivons ici les formules de cet �enonc�e de fa�con �etendue pouram�eliorer la compr�ehension de la d�emonstration.Ns = Ns�1 �GsNs�1 = Ns�2 � a�(Gs)�Gs�1...N2 = N1 � as�2� (Gs)� : : : � a�(G3)�G2N1 = as�1� (Gs)� : : : � a2�(G3)� a�(G2)�G1D�emonstrationSi s = 1 alors G1 = N1. Supposons s > 1.Construction de GsSoit Gs un suppl�ementaire de Ns�1 dans Ns. Un tel sous-espace Gs v�eri�e :� Ns = Ns�1 �Gs� gs = ns � ns�1 � 1Hypoth�ese d'induction pour i+ 1, avec s� 1 > i � 1Supposons la famille (Gs; : : : ; Gi+1) construite. On a :� Ni+1 = Ni � (�sj=i+1aj�(i+1)� (Gj))� ni+1 = ni + (Psj=i+1 gj)



22 2 Calcul de la forme canonique de Jordan et d'une matrice de passage conformeConstruction de GiPosons H = (�sj=i+1aj�(i+1)� (Gj)). On a Ni+1 = Ni�H, d'o�u Ni\H = 0. En utilisantle lemme pr�ec�edent, on a a� jH : H ! Ns injective, a�(H) � Ni et Ni�1\a�(H) = 0.Soit Gi un suppl�ementaire de Ni�1 � a�(H) dans Ni, (dans le cas o�u Ni�1 �a�(H) = Ni on a Gi = 0). Un tel sous-espace Gi v�eri�e :� Ni = Ni�1 � (�sj=iaj�i� (Gj))� ni = ni�1 � (Psj=i gj)Remarque Pour la construction du sous-espace Gi, on consid�ere un suppl�emen-taire quelconque de Ni�1 � as�i� (Gs)� : : :� a2�(Gi+2)� a�(Gi+1) dans Ni.Corollaire 2.4 Les dimensions des sous-espaces Gi, i = s; : : : ; 1 v�eri�ent :� gs + gs�1 + : : : + g1 = n1� sgs + (s� 1)gs�1 + : : : + g1 = ns = rD�e�nition Soit (Gs; : : : ; G1) une famille ordonn�ee de sous-espaces de Ns v�e-ri�ant les conditions du th�eor�eme pr�ec�edent. Nous appelons cette famille une famillede sous-espaces g�en�erateurs de Ns. Nous appelons Gi un sous-espace g�en�erateur deniveau i. Si v 2 Gi, v 6= 0, nous dirons que v est un vecteur g�en�erateur de niveau i.Notation Soit (Gs; : : : ; G1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs dans Ns,posons :Ms = GsMs�1 = a�(Gs)�Gs�1...M1 = as�1� (Gs)� : : : � a2�(G3)� a�(G2)�G1et mi = dim(Mi), i = s; : : : ; 1,Corollaire 2.5 Les sous-espaces Mi, i = s; : : : ; 1 v�eri�ent :� Ni = Mi �Ni�1, i = s; : : : ; 1� Ns = Ms � : : : �M2 �M1et pour leurs dimensions on a :� mi = ni � ni�1 � 0� gs = ms � 1� gi = mi �mi+1 � 0, i = s� 1; : : : ; 1



2 Calcul de la forme canonique de Jordan et d'une matrice de passage conforme 23Remarque Soit v 2 Mi, v 6= 0 alors v est un vecteur caract�eristique de niveau i.En particulier un vecteur g�en�erateur de niveau i est un vecteur caract�eristique deniveau i.2.2.2 ToursD�e�nition Soit vi un vecteur caract�eristique de niveau i. On note vi�j = aj�(vi),j = 1; : : : ; i� 1. Alors le niveau de vi�j est i� j. Nous appelons la tour de hauteuri engendr�ee par vi l'ensemble ordonn�e de vecteurs :ti = (v1; : : : ; vi�1; vi).Lemme 2.6 Les �el�ements d'une tour sont lin�eairement ind�ependants.D�emonstrationSoit ti = (v1; : : : ; vi�1; vi) une tour de hauteur i engendr�ee par le vecteur caract�e-ristique vi de niveau i. Soit :w = �1v1 + : : :+ �i�1vi�1 + �iviet supposons w = 0, alors :0 = ai�1� (w) = �iai�1� (vi) et donc �i = 0Supposons �i = : : : = �j+1 = 0, alors :0 = aj�1� (w) = �jaj�1� (vj) et donc �j = 0Lemme 2.7 Soit vi et wj deux vecteurs g�en�erateurs de niveaux respectifs i et j aveci > j. Alors vk et wk sont lin�eairement ind�ependants pour tout k tel que 1 � k � j.D�emonstrationSoit �vk + �wk = 0. Alors �vk + �wk 2 ai�k� (Gi) � aj�k� (Gj) (th�eor�eme 2.3) donc� = � = 0.Notation et remarque Soit T i un sous-espace de Ns engendr�e par les �el�ementsd'une tour de hauteur i. On a :� dim(T i) = i� a(T i) � T iLemme 2.8 Soit (Gs; : : : ; G1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs dans Ns.Soit T i1 et T j2 deux sous-espaces de Ns engendr�es respectivement par ti1 = (v1; : : : ;vi�1; vi) et tj2 = (w1; : : : ; wj�1; wj) avec vi 2 Gi et wj 2 Gj deux vecteursg�en�erateurs de niveaux i et j. Supposons que si i = j, vi et wj sont lin�eairementind�ependants. Alors T i1 \ T j2 = 0.



24 2 Calcul de la forme canonique de Jordan et d'une matrice de passage conformeD�emonstrationSoit w 2 T i1 \ T j2 . Alors nous pouvons �ecrire w commew = �1v1 + : : :+ �i�1vi�1 + �ivi= �1w1 + : : :+ �j�1wj�1 + �jwjd'o�u, si nous supposons i � j0 = (�1v1 � �1w1) + : : :+ (�jvj � �jwj) + �j+1vj+1 + : : :+ �ivi (1)Si i > j alors0 = ai�1� [(�1v1 � �1w1) + : : :+ (�jvj � �jwj) + �j+1vj+1 + : : :+ �ivi]= �iai�1� (vi)d'o�u �i = 0.De même, on obtient �j+1 = : : : = �i�1 = 0.L'�egalit�e (1) s'�ecrit maintenant, pour tout i � j0 = (�1v1 � �1w1) + : : :+ (�jvj � �jwj)et donc 0 = aj�1� [(�1v1 � �1w1) + : : :+ (�jvj � �jwj)]= aj�1� [(�jvj � �jwj)]Si i = j alors (�jvj � �jwj) appartient �a Nj�1 \Gj qui est nul par le th�eor�eme 2.3et donc (�jvj � �jwj) = 0. Par hypoth�ese vj et wj son lin�eairement ind�ependantsd'o�u �j = �j = 0.Si i > j alors (�jvj � �jwj) appartient �a Nj�1 \ [ai�j� (Gi) �Gj ] qui est nul parle th�eor�eme 2.3 et donc (�jvj � �jwj) = 0. Par le lemme 2.7 on a que les vecteursvj et wj sont lin�eairement ind�ependants d'o�u �j = �j = 0.De même, on obtient �j�1 = �j�1 = 0; : : : ; �1 = �1 = 0.Remarque Soit Gi un sous-espace g�en�erateur de niveau i et vi un �el�ement nonnul de Gi. Soit ti = (v1; : : : ; vi�1; vi) une tour de hauteur i engendr�ee par vi. SoitT i le sous-espace de Ns engendr�e par les vecteurs de ti. L'endomorphismeajT i : T i ! T ise repr�esente par la matrice �el�ementaire de Jordan j(�; i) dans la base (v1; : : : ; vi�1;vi).



2 Calcul de la forme canonique de Jordan et d'une matrice de passage conforme 25Notation Soit Gi un sous-espace g�en�erateur de niveau i. Nous noterons une basede Gi par (vimi+1+1; : : : ; vimi)avec i = s; : : : ; 1 et ms+1 = 0.Th�eor�eme 2.91. Soit (Gs; : : : ; G1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs de Ns. Pour chaquei = s; : : : ; 1 soit (vimi+1+1; : : : ; vimi) une base de Gi (avec ms+1 = 0) et pourchaque j, j = mi+1+1; : : : ; mi, soit tij la tour de hauteur i engendr�ee par vij.Alors l'ensemblets1 [ : : : [ tsms [ ts�1ms+1 [ : : : [ ts�1ms�1 [ : : : [ t1m2+1 [ : : : [ t1m1(sans changer l'ordre des vecteurs !) est une base de passage de Ns.2. Toute base de passage de Ns peut être construite de cette fa�con �a partir d'unefamille de sous-espaces g�en�erateurs (Gs; : : : ; G1) de Ns.D�emonstration1. Posons T ij le sous-espace de Ns engendr�e par les vecteurs de la tour tij, i =s; : : : ; 1, j = mi+1 + 1; : : : ; mi. AlorsNs = T s1 � : : :� T sms � T s�1ms+1 � : : :� T s�1ms�1 � : : :� T 1m1Nous en d�eduisons que dans la base indiqu�ee, l'endomorphismeajNs : Ns ! Nsse repr�esente par une matrice g�en�erale de Jordan J(�). Pour chaque i =s; : : : ; 1, la matrice J(�) a gi matrices �el�ementaires de Jordan j(�; i).2. Soit B une base de passage de Ns. D'apr�es la forme de J(�), nous savons queB est la r�eunion de :gs familles libres de dimension s que l'on note (ts1; : : : ; tsms)...g1 familles libres de dimension 1 que l'on note (t1m2+1; : : : ; t1m1)avec gs � 1, et tij est une tour de hauteur i. Notons vij le vecteur caract�e-ristique de niveau i qui engendre tij, i = s; : : : ; 1, j = mi+1+1; : : : ; mi (avecms+1 = 0). Pour chaque i = s; : : : ; 1, soit Gi le sous-espace de Ns engendr�epar (vimi+1+1; : : : ; vimi). Alors on v�eri�e facilement que (Gs; : : : ; G1) est unefamille de sous-espaces g�en�erateurs de Ns.



26 3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas g�en�eralRemarque Le th�eor�eme pr�ec�edent nous montre la bijection existant entre les basesde passage et les familles de sous-espaces g�en�erateurs de Ns.Remarque Calcul de la matrice g�en�erale de Jordan pour �La matrice J(�) a gi matrices �el�ementaires de Jordan de dimension i, pour chaquei = s; : : : ; 1. Cela nous montre qu'il est possible de connâ�tre la matrice g�en�eralede Jordan pour � �a partir des dimensions des sous-espaces Ni, i = s; : : : ; 1.Remarque Calcul de P (�) 2Mn�r(K(�))Pour chaque i, i = s; : : : ; 1, nous pouvons calculer une base de Ni telle que lescoe�cients des vecteurs de cette base soient dans K(�) : en e�et, par d�e�nitionNi = Ker(A� �I)i et (A� �I)i a ses coe�cients dans K(�).D'apr�es le proc�ed�e de construction utilis�e dans la d�emonstration du th�eor�eme 2.3,nous pouvons ensuite d�eterminer une famille (Gs; : : : ; G1) de sous-espaces g�en�e-rateurs de Ns ayant la même propri�et�e.En conclusion, la matrice P (�) construite ainsi a ses coe�cients dans K(�), d'o�ule th�eor�eme 1.2. De plus tous les calculs correspondants peuvent se faire dans K(�).3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice depassage : cas g�en�eralConsid�erons la matrice A 2 Mn, l'endomorphisme a associ�e et la d�ecomposition del'espace total fournie par A :Kn = N(�1)� : : : �N(�p).Nous avons vu que dans toute base B = B1 [ : : : [ Bp de E adapt�ee �a cette d�e-composition, l'endomorphisme a est repr�esent�e par une matriceA = 0BBBBBBB@ A1 j 0��� . . . ���0 j Ap 1CCCCCCCAavec Ak 2M rk .Soit P une matrice de passage entre A et A. Nous pouvons choisir P conforme�a A, c'est-�a-dire, P = 0B@ j jP (�1) j : : : j P (�p)j j 1CAavec P (�k) 2Mrk(K(�k)), k = 1; : : : ; p.



3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas g�en�eral 27Th�eor�eme 3.1 La matrice (P �1)t est conforme �a A.Dans ce chapitre nous donnons deux d�emonstrations di��erentes de ce th�eor�eme.Chaque d�emonstration fournit une m�ethode de calcul de P �1.La premi�erem�ethode utilise la r�esolution des syst�emes d'�equations lin�eaires et ellea des relations avec le calcul d'inverses g�en�eralis�ees pour des matrices rectangulaires.La deuxi�eme m�ethode utilise le calcul des bases duales, avec un algorithme du mêmestyle que le processus d'orthogonalisation de Gram-Schmidt.Remarque Le th�eor�eme 1.5 est un cas particulier de ce th�eor�eme.Notation Rappelons que nous avons not�e Ni = Ker(A � �I)i et N(�) = Ns.Posons fNi = Ker(At � �I)s et fN(�) = fNs.3.1 Calcul ind�ependant pour chaque valeur propreLe th�eor�eme suivant nous montre pourquoi, pendant le calcul de la matrice inversede la matrice de passage, il su�t de consid�erer une seule valeur propre �a chaque fois.Th�eor�eme 3.2 Soit �, � deux valeurs propres de A avec � 6= � et soit v 2 N(�) etw 2 fN(�). Alors wtv = 0.D�emonstrationSoit v 2 N(�) et w 2 fN (�). Posonsx = (A� �I)vy = (At � �I)walors wtx = wt[(A� �I)v] = wtAv � �wtvytv = [(At � �I)w]tv = wt[(A� �I)v] = wtAv � �wtvSi wtx = ytv alors wtv = 0 puisque � 6= �.Notons i (respectivement j) le plus petit indice tel que v 2 Ni (respectivementtel que w 2 fNj). Nous montrons le th�eor�eme par r�ecurrence sur i+ j :� Si i+ j � 1 alors i = 0 ou j = 0 et donc v = 0 ou w = 0, d'o�u wtv = 0.� Soit i + j � 2 et supposons la propri�et�e vraie pour tous (i0; j0) tels quei0+ j0 < i+ j, alors wtx = 0 (puisque (i� 1) + j < i+ j) et ytv = 0 (puisquei+ (j � 1) < i+ j), d'o�u wtv = 0.



28 3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas g�en�eralCorollaire 3.3 SoitP = 0B@ j jP1 j : : : j Ppj j 1CA et Q = 0B@ j jQ1 j : : : j Qpj j 1CAavec Pk 2 Mn�rk contenant par colonnes une base (quelconque) de l'espace N(�k),et Qk 2 Mn�rk contenant par colonnes une base (quelconque) de l'espace fN(�k)k = 1; : : : ; p. Alors QtP = 0BBBBBBB@ Qt1P1 j 0 0���0 . . . 0���0 0 j QtpPp 1CCCCCCCAMaintenant nous pouvons poser notre probl�eme comme suit :Soit P une matrice de passage entre A et A conforme �a A. Pour chaquek, k = 1; : : : ; p existe{t{il une matrice Q(�k) 2Mn�rk (K(�k)) dont lescolonnes forment une base de fN(�k) et telle queQ(�k)tP (�k) = Irk ?Remarque En ce cas, si l'on poseQ = 0B@ j jQ(�1) j : : : j Q(�k)j j 1CAon a Q t = P �1 avec Q conforme �a A, ce qui montre le th�eor�eme 3.1.Soit � une valeur propre de la matrice A et P une matrice de passage entre A etA conforme �a A. Notons P (�) le bloc{colonne de P correspondant �a �. Nous allonsmontrer l'existence d'une base B(�) de fN(�) telle que la matrice Q(�) construite �apartir de B(�) v�eri�e Q(�)tP (�) = Ir et les coe�cients de Q(�) soient dans K(�).Nous verrons aussi comment l'on peut calculer une telle base.Remarque Dans le cas d'existence de ces bases, elles doivent être uniques, �etantdonn�e que l'on cherche la matrice inverse de la matrice P .Remarque Pour calculer la matriceQ(�) nous cherchons une base de fN (�). Nousvoyons dans ce chapitre que ce noyau est le seul sous-espace de Kn qui v�eri�e lesconditions n�ecessaires pour trouver une telle base.



3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas g�en�eral 293.2 M�ethode de calcul de B(�) par r�esolution de syst�emeslin�eairesNous voulons calculer une base B(�) = (w1; : : : ; wr) de fN(�) telle que la matriceQ(�) construite �a partir de B(�) v�eri�e Q(�)tP (�) = Ir.Notons v1; : : : ; vr les colonnes de P (�). Alors nous cherchons une base (w1; : : : ;wr) de fN(�) telle que wtivi = 1 i = 1; : : : ; rwtivj = 0 i 6= jLemme 3.4 Soit K un corps quelconque (commutatif). Soit E un espace vectorielsur K de dimension �nie, et u un endomorphisme de E tel que Ker(u2) = Ker(u).Alors Im(u) \Ker(u) = 0.D�emonstrationSoit x 2 Im(u) \Ker(u), alors :x 2 Im(u) et donc x = u(y); y 2 Ex 2 Ker(u) et donc u(x) = 0d'o�u 0 = u(x) = u2(y).En cons�equence y 2 Ker(u2) = Ker(u), d'o�u x = 0.Proposition 3.5 Soit S = 0B@ (At � �I)s�����P (�)t 1CA .Alors rang(S) = n.D�emonstrationOn a rang(S) = rang(St), or :St = 0B@ j(A� �I)s j P (�)j 1CA .On a rang((A��I)s) = n� r et rang(P (�)) = r. De plus, les colonnes de (A��I)sengendrent Im(as�) et les colonnes de P (�) engendrent Ker(as�), donc les colonnesde St engendrent Im(as�) +Ker(as�).D'autre part Ker((as�)2) = Ker(as�), d'o�u, en utilisant le lemme pr�ec�edent,Im(as�)\Ker(as�) = 0. D'ici Im(as�)+Ker(as�) = Im(as�)�Ker(as�) et pour leursdimensions, on a (n� r) + r = n.



30 3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas g�en�eralConsid�erons la famille de syst�emes d'�equations lin�eaires :SX = en+j ; j = 1; : : : ; r.D'apr�es la proposition 3.5 chaque syst�eme de cette famille poss�ede une seule solutionque l'on note wj; j = 1; : : : ; r. On a :� wj 2Mn�1(K(�)); j = 1; : : : ; r� (w1; : : : ; wr) est une base de fN(�)� et wtjvj = 1 j = 1; : : : ; rwtjvk = 0 j 6= kNous avons construit ainsi une base B(�) = (w1; : : : ; wr) de fN (�) telle que lamatrice Q(�) construite �a partir de B(�) v�eri�e Q(�)tP (�) = Ir. De plus, ses coef-�cients sont dans K(�) et tous les calculs peuvent se faire dans K(�).Relation avec le calcul d'inverses �a gauche pour des matricesrectangulairesNous r�ealisons ici une introduction aux matrices inverses �a gauche, elle peut êtretrouv�e dans [GLR], p. 348.D�e�nition Soit R 2 Mm�n(K), R est inversible �a gauche s'il existe une matriceRI 2Mn�m(K) tel que RIR = In . La matrice RI s'appelle une inverse �a gauche deR.Th�eor�eme 3.6 Soit R 2Mm�n(K), ces propositions sont �equivalentes :1. R est inversible �a gauche2. les colonnes de R sont ind�ependantes dans Km (en particulier m � n)3. Ker(R) = 0 si l'on consid�ere R comme une application lin�eaire de Kn versKm.Etant donn�e une matriceR 2Mm�n(K) inversible �a gauche, une possibilit�e pourcalculer une matrice RI inverse �a gauche pour R est la suivante :Comme rang(R) = n, on peut prendre n lignes lin�eairement ind�ependantes dansR. Ces n lignes forment une matriceR0 2Mn�n(K) qui est inversible. Pour simpli�ernous pouvons supposer que R0 est plac�e dans les n premi�eres lignes de R. Alors lamatrice RI = (R�10 0) est une inverse �a gauche de R.



3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas g�en�eral 31En g�en�eral, si on a une matrice R inversible �a gauche,R = 0B@ R0��R1 1CAavec R0 inversible, la matriceRI = 0B@ jR�10 � SR1R�10 j Sj 1CAest une inverse �a gauche pour n'importe quelle matrice S 2Mn�(m�n)(K).Dans notre cas, pour trouver la matrice inverse de la matrice de passage P , nouscherchons une matrice inverse �a gauche pour chaque P (�k), k = 1; : : : ; p, que nousposons Q(�k)t. Chaque matrice Q(�k) est d�etermin�ee de fa�con unique parce qu'onimpose aux lignes de Q(�k)t de v�eri�er la condition d'être des vecteurs du noyaufN(�k).3.3 M�ethode de calcul B(�) en utilisant les bases dualesDans cette section nous utilisons des r�esultats sur les formes bilin�eaires et surl'orthogonalit�e qui peuvent être trouv�es dans [La, LFA], par exemple. Pour uneintroduction, aux bases duales nous avons utilis�e [FF].Dans la section pr�ec�edente, on a propos�e une m�ethode directe pour le calcul dela base du noyau fN(�) qui nous int�eresse. Nous proposons ici une m�ethode quicorrespond �a une id�ee un peu di��erente. Nous voulons calculer la base B(�) �a partird'une base quelconque du noyau fN(�) en faisant des transformations similaires auprocessus d'orthogonalisation de Gram-Schmidt.Dans cette section, nous consid�erons l'espace vectoriel E =Kn muni du produitscalaire (i.e., de la forme bilin�eaire, sym�etrique et non-d�eg�en�er�ee) qui s'exprime dansla base canonique : < x; y >= nXi=1 xiyiNotation Si F est un sous-espace de E, on noteF? = fx 2 E j < x; y >= 0 8y 2 FgLemme 3.7 Soit F un sous-espace de E, alors dim(F) + dim(F?) = n.



32 3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas g�en�eralD�e�nition Soit F et F0 deux sous-espaces de E avec dim(F) = dim(F0) = m � n.Soit U = (u1; : : : ; um) une base de F et V = (v1; : : : ; vm) une base de F0. Nousdirons que V est une base de F0 duale de U si� < uk; vk >= 1; k = 1; : : : ; m� < uk; vj >= 0; j 6= kTh�eor�eme 3.8 Soit F et F0 deux sous-espaces de E avec dim(F) = dim(F0) = m �n. Soit U une base de F. Alors il existe V base de F0 duale de U si et seulement siF \ (F0)? = 0.D�emonstrationSupposons V base de F0 duale de U . Soit u 2 F \ (F0)? :u 2 F) u = �1u1 + : : :+ �mumu 2 (F0)? ) u est orthogonal �a v1; : : : ; vmSi l'on fait les produits de u avec les vecteurs v1; : : : ; vm on obtient �1 = : : : =�m = 0Nous montrons la r�eciproque de fa�con constructive.Supposons que F \ (F0)? = 0. Soit U = (u1; : : : ; um) une base de F et W =(w1; : : : ; wm) une base de F0. Nous allons construire par r�ecurrence une base de F0duale de U �a partir de la base donn�ee W .Soit 0 � i � m � 1, et supposons qu'on a W = (w1; : : : ; wm) telle que pourtout 1 � j � i, uj v�eri�e :� < uj; wj >= 1� < uj; wl >= 0, 1 � l � m, l 6= jNotons (H) cette hypoth�ese.Nous allons voir qu'il existe j 2 fi+ 1; : : : ; mg tel que < ui+1; wj >6= 0.Pour cela , nous consid�erons le vecteur u suivant :u =< ui+1; w1 > u1 + : : :+ < ui+1; wi > ui � ui+1Ce vecteur v�eri�e :� u 2 F� u 6= 0 (puisque sa composante sur ui+1 est non nulle)Donc u 62 (F0)?.Par ailleurs, calculons < u; wl > pour tout l 2 f1; : : : ; mg :< u; wl >=< ui+1; w1 >< u1; wl > + : : :+ < ui+1; wi >< ui; wl > � < ui+1; wl >L'hypoth�ese (H) implique :



3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas g�en�eral 33� Si l 2 f1; : : : ; ig alors :< u; wl >=< ui+1; wl > � < ui+1; wl >= 0� Si l 2 fi+ 1; : : : ; mg alors :< u; wl >= � < ui+1; wl >Puisque u 62 (F0)?, nous en d�eduisons qu'il existe un l 2 fi + 1; : : : ; mg tel que< ui+1; wl >6= 0, et nous pouvons supposer que l = i+ 1 (�a permutation pr�es).Nous construisons maintenant une base W de F0 �a partir de W comme suit :wi+1 = 1<ui+1 ; wi+1>wi+1wk = �<ui+1 ; wk><ui+1 ; wi+1>wi+1 + wk, k = 1; : : : ; m; k 6= i+ 1Alors W est telle que pour tout 1 � j � i+ 1, uj v�eri�e :� < uj; wj >= 1� < uj; wl >= 0, 1 � l � m, l 6= jRaisonnons par r�ecurrence sur i; 0 � i � m. Si i = 0 l'hypoth�ese de r�ecurrenceest triviale, et si 0 � i < m nous venons de voir comment l'on peut passer d'unebase W = (w1; : : : ; wm) de F0 qui v�eri�e l'hypoth�ese de r�ecurrence au rang i �a unebase W = (w1; : : : ; wm) de F0 qui v�eri�e l'hypoth�ese de r�ecurrence au rang i+ 1.Finalement, dans le cas i = m nous obtenons V =W base de F0 duale de U .Remarque Etant donn�e F sous-espace de E de dimension m, il existe plusieurssous-espaces F0 de E de dimension m v�eri�ant F \ (F0)? = 0. Pour chacun de cessous-espaces F0, �etant donn�e une base U de F, il existe une unique base V de F0duale de U .Remarque [FF] (p. 79).Computing a basis fv1; : : : ; vng dual to a basis fu1; : : : ; ung (of E) isessentially equivalent to inverting a matrix P consisting of the coordi-nates of the vectors u1; : : : ; un with respect to some \orthogonal basis"Nous utilisons le lemme suivant dans la section 4.3Lemme 3.9 Soit F et F0 deux sous-espaces de E avec dim(F) = dim(F0) = m � net tels que F \ (F0)? = 0.Supposons F = F1 � F2, F0 = F01 �F02, dim(F1) = dim(F01) = m1, dim(F2) =dim(F02) = m2, et tels que F1 � (F02)?. Alors :



34 3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas g�en�eral� F1 \ (F01)? = 0� F2 \ (F02)? = 0D�emonstration� Voyons F1 \ (F01)? = 0.On a F1 � F et F \ (F0)? = 0, d'o�u F1 \ (F0)? = 0.Soit x 2 F1 \ (F01)?. Comme F1 � (F02)? alors x 2 (F02)? \ (F01)?. Parailleurs on a (F02)? \ (F01)? = [F02 � F01]? = (F0)?Donc nous avons x 2 F1 \ (F0)? = 0.� Voyons F2 \ (F02)? = 0.Puisque F\(F0)? = 0 et dim(F) = m, dim((F0)?) = n�m on a E = F�(F0)?.Ce que l'on peut aussi �ecrire E = F2 � [F1 � (F0)?].D'autre part (F0)? � (F02)? (puisque F02 � F0) et F1 � (F02)?, et doncF1 � (F0)? � (F02)?.Comme dim(F1)+dim((F0)?) = m1+n�m = m1+n�m1�m2 = n�m2 =dim((F02)?) on a F1 � (F0)? = (F02)?.En cons�equence E = F2� [F1� (F0)?] = F2� (F02)? et donc F2 \ (F02)? = 0.Remarque Nous pouvons obtenir la d�emonstration du lemme pr�ec�edent �a partirde la d�emonstration constructive du th�eor�eme 3.8. Pour cela nous regardons de pr�esle calcul des bases duales.Soit U1 et U2 bases respectives de F1 et de F2, V1 et V2 bases de F01 et de F02.Donc (U1; U2) et (V1; V2) sont bases de F et de F0.Commen�cons le calcul de la base duale. Soit u 2 U1 et nous cherchons v 2 (V1; V2)tel que < u; v >6= 0. Puisque F1 � (F02)? la seule possibilit�e est v 2 V1. Onen d�eduit que nous pouvons obtenir une base duale de U1 �a partir de V1 et doncF1 \ (F01)? = 0.Supposons que nous avons trouv�e ainsi une base duale de U1 �a partir de V1.Maintenant la d�emonstration du th�eor�eme 3.8 nous dit que nous pouvons continuerle calcul de base duale avec U2 et V2 en oubliant la partie correspondante �a F1 etobtenir ainsi une base duale de U2 �a partir de V2. Donc F2 \ (F02)? = 0.Remarque Reciproquement, supposons que nous avons des relations d'orthogo-nalit�e entre F1 et F02 (F1 � (F02)?), et des relations de \dualit�e" entre F1 et F01(F1 \ (F01)? = 0) et entre F2 et F02 (F2 \ (F02)? = 0). Cela ne su�t pas pourpouvoir a�rmer que F\ (F0)? = 0 car il manque des relations d'orthogonalit�e entreF01 et F2.



3 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas g�en�eral 35Nous �etudions maintenant le cas particulier qui nous int�eresse, avec F = N(�) etF0 = fN(�). Le th�eor�eme 3.11 ci dessous prouve que F\ (F0)? = 0 �a partir du lemmesuivant.Lemme 3.10 [fN(�k)]? = � j = 1; : : : ; pj 6= k N(�j)D�emonstrationOn a : Kn = N(�1)� : : : �N(�p)et de la même fa�con : Kn = fN(�1)� : : : � fN(�p)Dans le th�eor�eme 3.1 nous avons vu que si i 6= j :v 2 N(�i)w 2 fN(�j) ) ) < v; w >= 0ce qui est �equivalent �a : v 2 �i 6=jN(�i)w 2 fN(�j) ) ) < v; w >= 0et il s'ensuit que : �i 6=jN(�i) � [fN(�j)]?D'autre part dim[fN(�j)]? = n� rj et donc :�i 6=jN(�i) = [fN(�j)]?Th�eor�eme 3.11 N(�) \ [fN(�)]? = 0D�emonstrationPosons � = �k, du lemme pr�ec�edent on d�eduit :�j 6=kN(�j) = [fN(�k)]?et comme Kn = N(�k)� (�j 6=kN(�j))alors N(�) \ [fN(�)]? = 0



36 4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de JordanRemarque Comme cons�equence, si (v1; : : : ; vr) est la base de N(�) form�ee parles colonnes de P (�), nous pouvons calculer sa base duale dans fN(�).De plus, si l'on consid�ere une base W de fN(�) telle que les coe�cients deses vecteurs sont dans K(�), le processus de construction de la base duale de(v1; : : : ; vr) (avec les coe�cients de vi dans K(�)) �a partir de W nous montreque les coe�cients des vecteurs de la base obtenue sont dans K(�) (puisque tous lescalculs correspondants peuvent se faire dans K(�)).Remarque Si P est une matrice de passage entre A et A, pour trouver son inversenous avons consid�er�e pour chaque � valeur propre de A le sous-espace fN(�) et nousavons fait un calcul de base duale.Le th�eor�eme 3.11 nous assure que le calcul de base duale est possible dans fN(�).Est{il possible de faire ce calcul dans d'autres sous-espaces de Kn ? Le lemme 3.10nous montre les relations d'orthogonalit�e de fN (�) avec N(�), � 6= �. On en d�eduitque fN (�) est le seul sous-espace de Kn qui v�eri�e les conditions n�ecessaires pourtrouver la matrice inverse de P .4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice depassage : cas de JordanRappelons que dans la section pr�ec�edente nous avons montr�e :Si P est une matrice de passage entre A et A conforme �a A, alors pourchaque � valeur propre de A, il existe une matrice Q(�) 2 Mn�r(K(�))dont les colonnes forment une base (not�ee B(�)) de fN (�) et telle queQ(�)tP (�) = Iret cela peut s'appliquer dans le cas o�u A = J .Dans cette section nous continuons l'�etude dans ce cas, mais nous nous int�e-ressons �a l'obtention de Q(�) �a partir d'une famille de g�en�erateurs de fN(�) : puisquela matrice P (�) est d�etermin�ee �a partir de n1(� r) vecteurs, nous voulons d�eterminerQ(�) �a partir du même nombre de vecteurs. De l'unicit�e de Q(�) on d�eduit l'unicit�ede cette famille de sous-espaces g�en�erateurs. De plus, nous pouvons obtenir cettefamille avec les deux m�ethodes propos�ees dans la section 3.Notation Rappelons que nous avons not�e fNi = Ker(At � �I)i et fN (�) = fNs.Posons ea� l'endomorphisme de fNs tel que ea�(w) = (At � �I)w.Remarque dim(fNi) = dim(Ni) = ni, i = 1; : : : ; s.



4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de Jordan 374.1 Relations entre les tours de N (�) et de fN (�)Soit vi 2 N(�) un vecteur g�en�erateur de niveau i et wj 2 fN (�) un vecteur g�en�e-rateur de niveau j. Nous �etudions ici quelques relations existantes entre les toursengendr�ees par ces vecteurs.Notation Soit wj 2 fN (�) un vecteur g�en�erateur de niveau j et tj = (w1; : : : ; wj)la tour engendr�ee par wj . Nous posons etj = (wj ; : : : ; w1) (et nous l'appelons aussitour de hauteur j engendr�ee par wj).Remarque La notation pr�ec�edente correspond �a l'�egalit�e des matrices suivante :etj = tjRjavec Rj = 0BB@ 0 1. . .1 0 1CCA 2Mj.Notation Si Q(�) est une matrice correspondant �a une base de passage de fN(�),nous posons eQ(�) = Q(�)RJ(�).Dans toute cette section 4, nous utiliserons souvent la remarque et les propositionsci-dessous.Remarque Posonsv = a�(x) = (A� �I)x avec x 2 N(�)w = ea�(y) = (At � �I)y avec y 2 fN (�)Alors :wtv = [(At � �I)y]tv = yt(A� �I)v = yta�(v)wtv = wt[(A� �I)x] = [(At � �I)w]tx = [ea�(w)]txProposition 4.1 Soit K un corps quelconque (commutatif). Soit E un espace vec-toriel sur K de dimension �nie, et u un endomorphisme de E repr�esent�e par lamatrice A dans la base canonique. Soit eu l'endomorphisme de E repr�esent�e par Atdans la base canonique. Alors [Im(eu)]? = Ker(u).D�emonstration[Im(eu)]? = fx 2 E j xty = 0 8y 2 Im(eu)g = fx 2 E j xtAtz = 0 8z 2 Eg =fx 2 E j ztAx = 0 8z 2 Eg = fx 2 E j Ax 2 (E)?g = Ker(u).



38 4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de JordanCorollaire 4.2 Pour chaque i, i = 1; : : : ; s on a :[Im(eai�)]? = Ni[Im(ai�)]? = fNiProposition 4.3 Soit vi 2 N(�) un vecteur g�en�erateur de niveau i et ti = (v1; : : : ;vi) la tour engendr�ee par vi. Soit wj 2 fN (�) un vecteur g�en�erateur de niveau j etetj = (wj; : : : ; w1) la tour engendr�ee par wj . Alors :1. (wl2)tvl1 = 0 si l1 + l2 � max(i; j)2. (wl2)tvl1 = (wj)tvk si l1 + l2 = j + k et k tel que 1 � k � i.D�emonstrationOn a (wl2)tvl1 = (eaj�l2� (wj))tai�l1� (vi)1. Supposons que l1 + l2 � max(i; j), alors :� si max(i; j) = i alors i + j � (l1 + l2) � i + j � max(i; j) = j, donc(wl2)tvl1 = (eai+j�(l1+l2)� (wj))tvi = 0� si max(i; j) = j alors i + j � (l1 + l2) � i + j � max(i; j) = i, donc(wl2)tvl1 = (wj)tai+j�(l1+l2)� (vi) = 02. Soit k tel que 1 � k � i et supposons l1 + l2 = j + k, alors :(wl2)tvl1 = (wj)tai+j�(l1+l2)� (vi) = (wj)tai�k� (vi) = (wj)tvkRemarque et notation D'apr�es le lemme pr�ec�edent nous savons que (wl2)tvl1 ned�epend que de l1 + l2. Donc si k = l1 + l2, nous posons �k = (wl2)tvl1.Cons�equence Si nous consid�erons le lemme pr�ec�edent de fa�con matricielle, nousavons : (etj)tti = 0BBBBBBBBBBB@ (wj)t(wj�1)t...(w2)t(w1)t 1CCCCCCCCCCCA0B@ v1 v2 : : : vi�1 vi 1CA =



4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de Jordan 390BBBBBBBBBBB@ (wj)tv1 (wj)tv2 : : : (wj)tvi�1 (wj)tvi(wj�1)tv1 (wj�1)tv2 : : : (wj�1)tvi�1 (wj�1)tvi... ... ... ...(w2)tv1 (w2)tv2 : : : (w2)tvi�1 (w2)tvi(w1)tv1 (w1)tv2 : : : (w1)tvi�1 (w1)tvi 1CCCCCCCCCCCA =0BBBBBBB@ �j+1 �j+2 : : : �j+i�1 �j+i�j �j+1 : : : �j+i�2 �j+i�1... ... ... ...�3 �4 : : : �i+1 �i+2�2 �3 : : : �i �i+1 1CCCCCCCASi i = j cette matrice est carr�ee et triangulaire sup�erieure :(eti)tti = 0BBBBBBB@ �i+1 �i+2 : : : �2i�1 �2i0 �i+1 : : : �2i�2 �2i�1... . . . . . . ... ...... . . . �i+1 �i+20 : : : : : : 0 �i+1 1CCCCCCCASi i > j, alors : (etj)tti = 0BBBB@ 0 : : : 0 �i+1 �i+2 : : : �j+i0 : : : 0 0 �i+1 : : : �j+i�1... ... ... . . . . . . ...0 : : : 0 0 : : : 0 �i+1 1CCCCASi i < j, alors : (etj)tti = 0BBBBBBBBBBBB@ �j+1 �j+2 : : : �j+i0 �j+1 : : : �j+i�1... . . . . . . ...0 : : : 0 �j+10 : : : : : : 0... ...0 : : : : : : 0 1CCCCCCCCCCCCARemarque Dans tous les cas, tous les coe�cients d'une même diagonale parall�ele�a la diagonale principale sont �egaux. En particulier, il su�t de d�eterminer la premi�ereligne de la matrice (etj)tti pour connâ�tre la matrice toute enti�ere.



40 4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de JordanRemarque Soit P (�) une matrice correspondant �a une base de passage de N(�) eteQ(�) une matrice correspondant �a une base de passage de fN(�). Alors nous pouvons�ecrire leur produit en fonction des tours :( eQ(�))tP (�) = ((etj)tti)Remarque Le lemme 4.3 nous montre que pour n'importe quelle matrice P (�)correspondant �a une base de passage de N(�) et pour n'importe quelle matrice eQ(�)correspondant �a une base de passage de fN(�), la matrice ( eQ(�))tP (�) a une structuretr�es particuli�ere, avec des blocs triangulaires nuls dont les dimensions d�ependent desniveaux des tours qui y interviennent.Exemple Consid�erons le cas associ�e �a une matrice de Jordan J(�) avec 1 bloc dedimension 3, 2 blocs de dimension 2 et 2 blocs de dimension 1.( eQ(�))tP (�) = 0BBBBBBBBBBBBBBBB@ + + + + + + + + +0 � � 0 � 0 � 0 00 0 � 0 0 0 0 0 00 + + + + + + + +0 0 � 0 � 0 � 0 00 + + + + + + + +0 0 � 0 � 0 � 0 00 0 + 0 + 0 + + +0 0 + 0 + 0 + + +
1CCCCCCCCCCCCCCCCARappelons que nous cherchons une matrice eQ(�) telle que, �etant donn�e P (�) leproduit ( eQ(�))tP (�) soit la matrice identit�e. Mais nous venons de voir que si P (�)et eQ(�) sont construites �a partir des familles de sous-espaces g�en�erateurs, il y ad�ej�a un grand nombre d'�el�ements du produit nuls, et tous les autres peuvent êtred�etermin�es �a partir de quelques �el�ements (not�es par +).Nous allons voir comment, en calculant une certaine famille de sous-espaces g�en�e-rateurs dans fN(�) nous obtenons eQ(�) tel que ( eQ(�))tP (�) est l'identit�e.4.2 Calcul des sous-espaces g�en�erateurs et r�esolution dessyst�emes lin�eairesRappelons que pour la m�ethode propos�ee pour le calcul de B(�) avec la r�esolutiondes syst�emes lin�eaires dans 3.2, nous avons consid�er�e la matriceS = 0B@ (At � �I)s�����P (�)t 1CAde n+ r lignes et rang n, et apr�es nous avons r�esolu r syst�emesSX = en+j ; j = 1; : : : ; r



4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de Jordan 41pour trouver la base de fN(�) cherch�ee.Maintenant nous allons r�esoudre seulement n1 de ces syst�emes (rappelons quen1 = dim(N1) � r), pour obtenir une famille libre de vecteurs de fN(�). Nousmontrons que ces vecteurs forment des bases de la famille de sous-espaces g�en�e-rateurs de fN(�) qui engendre eQ(�) telle que eQ(�)tP (�) = Ir. Pour calculer cettefamille de vecteurs nous consid�erons les syst�emes correspondant �a placer 1 pour lespieds des tours de N(�), c'est-�a-dire, pour les vecteurs de niveau 1 de P (�).Rappelons d'abord l'obtention de la matrice P (�) �a partir d'une famille de sous-espaces g�en�erateurs : Soit (Gs; : : : ; G1) une famille de sous-espaces g�en�erateursde Ns. Pour chaque i = s; : : : ; 1 soit (vimi+1+1; : : : ; vimi) une base de Gi (avecms+1 = 0) et pour chaque j, j = mi+1 + 1; : : : ; mi, soit tij la tour de hauteur iengendr�ee par vij. AlorsP (�)t = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
(ts1)t���...���(tsms)t���...���(t1m2+1)t���...���(t1m1)t

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA avec (tij)t = 0BBBBBBB@ (v1j )t���...���(vij)t 1CCCCCCCAAinsi, pour chaque tour tij on consid�ere le syst�eme :SX = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
(At � �I)s�����...���(v1j )t���...���(vij)t���...

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAX = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
0���...��1��...��0��...

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCANotons wij les solutions. Alors (wimi+1+1; : : : ; wimi) sont gi = mi � mi+1 vecteurslin�eairement ind�ependants de fNs et tels que pour chaque j avec mi+1 + 1 � j � mi



42 4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de Jordanon a : (v1j )twij = 1vtwij = 0 pour tout vecteur v de P (�); v 6= v1j (2)Th�eor�eme 4.4 Pour chaque i, i = s; : : : ; 1 soit eGi le sous-espace de fN(�) en-gendr�e par (wimi+1+1; : : : ; wimi). Alors la famille ( eGs; : : : ; eG1) est une famille desous-espaces g�en�erateurs de fN(�).D�emonstrationPour montrer que ( eGs; : : : ; eG1) est une famille de sous-espaces g�en�erateurs defNs nous devons montrer que cette famille v�eri�e les conditions du th�eor�eme 2.3, �asavoir :� gs � 1� pour tout i = s; : : : ; 1fNi = fNi�1 � (�sj=ieaj�i� ( eGj))ni = ni�1 + (Psj=i gj)Puisque les nombres gi, i = s; : : : ; 1 v�eri�ent d�ej�a les conditions exig�ees, il nousfaut montrer que pour chaque i, i = s; : : : ; 1 on a :fNi = fNi�1 � eas�i� ( eGs)� : : : � ea�( eGi+1)� eGiSi i = s alors :� eGs � fNs� Voyons que eGs \ fNs�1 = 0.Soit w 2 eGs \ fNs�1. Alors nous pouvons �ecrire :w = �1ws1 + : : :+ �mswsms= xs�1avec xs�1 2 fNs�1. Pour chaque j avec 1 � j � ms on consid�ere le produit(v1j )tw = �j (par (2))= (v1j )txs�1Or, en utilisant le colloraire 4.2, (v1j )txs�1 = 0 puisque v1j = as�1� (vsj ) et xs�1 2fNs�1. Donc w = 0.Puisque ns = ns�1 + gs, on en d�eduit l'�egalit�e cherch�ee pour i = s :fNs = fNs�1 � eGsPar ailleurs on en d�eduit aussi que :



4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de Jordan 43� fNs�2 � ea�( eGs) � fNs�1Puisqu'on a fNs�1 \ eGs = 0 et donc, en utilisant le lemme 2.2 on obtientea� jeGs: eGs ! fNs injective, ea�( eGs) � fNs�1 et fNs�2 \ ea�( eGs) = 0.� eGl � fNs�1, l = s � 1; : : : ; 1Puisque si l'on consid�ere l tel que s� 1 � l � 1 et ml+1+1 �  � ml alors onpeut �ecrire : wl = xs�1 + �1ws1 + : : :+ �mswsmsavec xs�1 2 fNs�1. En consid�erant les produits (v1j )twl pour 1 � j � ms onobtient �1 = : : : = �ms = 0 (par (2)) donc wl 2 fNs�1.Hypoth�ese de r�ecurrence pour i, s � i � 1� fNi = fNi�1 � eas�i� ( eGs)� : : : � ea�( eGi+1)� eGi� fNi�2 � eas�i+1� ( eGs) � : : : � ea�( eGi) � fNi�1� eGl � fNi�1, l = i� 1; : : : ; 1Nous venons de voir que cette hypoth�ese est v�eri��ee pour i = s. Soit s�1 � i � 1,et supposons l'hypoth�ese de r�ecurrence v�eri��ee pour i+ 1, c'est-�a-dire :� fNi+1 = fNi � eas�i�1� ( eGs)� : : : � ea�( eGi+2)� eGi+1� fNi�1 � eas�i� ( eGs)� : : : � ea�( eGi+1) � fNi� eGl � fNi, l = i; : : : ; 1Alors :� eGi � fNi� Voyons que eGi \ (fNi�1 � eas�i� ( eGs)� : : : � ea�( eGi+1)) = 0Soit w 2 eGi \ (fNi�1� eas�i� ( eGs)� : : : � ea�( eGi+1)). Alors nous pouvons �ecrire :w = �mi+1+1wimi+1+1 + : : :+ �miwimi= xi�1 + ys + : : :+ yi+1avec xi�1 2 fNi�1 et yk 2 eak�i� ( eGk), s � k � i + 1. Pour chaque j avecmi+1 + 1 � j � mi on consid�ere le produit(v1j )tw = �j (par (2))= (v1j )txi�1 + (v1j )tys + : : :+ (v1j )tyi+1On a :



44 4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de Jordan{ (v1j )txi�1 = 0 par le corollaire 4.2, puisque v1j = ai�1� (vij) et xi�1 2 fNi�1{ (v1j )tyk = 0 par le corollaire 4.2, puisque yk = eak�i� (zk) 2 Im(ea�) (cark � i � 1) et v1j 2 N1.Donc w = 0.Puisque ni = ni�1 + gs + : : :+ gi+1 + gi on d�eduit :fNi = fNi�1 � eas�i� ( eGs)� : : : � ea�( eGi+1)� eGiEt aussi :� fNi�2 � eas�i+1� ( eGs) � : : : � ea�( eGi) � fNi�1Puisque si l'on poseH = eas�i� ( eGs)� : : : �ea�( eGi+1)� eGi alors on a fNi�1\H = 0et donc, en utilisant le lemme 2.2 on obtient ea� jH : H ! fNs injective, ea�(H) �fNi�1 et fNi�2 \ ea�(H) = 0.� eGl � fNi�1, l = i� 1; : : : ; 1Puisque si l'on consid�ere l tel que i�1 � l � 1 et  tel que ml+1+1 �  � mlalors on peut �ecrire (parce que eGl � fNi) :wl = xi�1 + ys + : : :+ yi+1 + �mi+1+1wimi+1+1 + : : :+ �miwimiavec xi�1 2 fNi�1 et yk 2 eak�i� ( eGk), s � k � i+ 1.En consid�erant les produits (v1j )twl pour mi+1 + 1 � j � mi on obtient�mi+1+1 = : : : = �mi = 0 par (2).Par ailleurs, soit k tel que s � k � i+ 1, et posons :yk = eak�i� (�kmk+1+1wkmk+1+1 + : : :+ �kmkwkmk)Soit j tel que mk+1 + 1 � j � mk et consid�erons les produits (vk�i+1j )twl =(ai�1� (vkj ))twl, on obtient �mk+1+1 = : : : = �mk = 0 en utilisant (2).Donc wl 2 fNi�1.Rappelons que nous avons �x�e une famille de sous-espaces g�en�erateurs (Gs; : : : ;G1) dans N(�), avec (vimi+1+1; : : : ; vimi) base de Gi. Cela nous a fourni la matriceP (�). Ensuite nous avons calcul�e la famille de sous-espaces g�en�erateurs ( eGs; : : : ; eG1)de fN (�), de bases (wimi+1+1; : : : ; wimi) ; et nous avons obtenu ces vecteurs commeles solutions (uniques) des syst�emes consid�er�es.Lemme 4.5 Soit vij un vecteur dans la base de Gi et tij la tour qu'il engendre, soitwkl un vecteur dans la base de eGk et etkl la tour qu'il engendre, alors :



4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de Jordan 45� (etkl )ttij = 0 si j 6= l� si j = l on a k = i et (etil)ttij = IiD�emonstrationEn utilisant le lemme 4.3 il nous faut calculer (wkl )tvj pour  = 1; : : : ; i. On a(wkl )tvj = 1 si et seulement si j = l et  + k = i + 1 d'o�u on d�eduit ce lemme defa�con imm�ediate.Th�eor�eme 4.6 Soit eQ(�) la matrice correspondant �a la famille de sous-espacesg�en�erateurs ( eGs; : : : ; eG1). Alors ( eQ(�))tP (�) = IrNous avons r�eduit ainsi, dans le cas g�en�eral le nombre de syst�emes lin�eaires �ar�esoudre de r = ns = dim(Ns) �a n1 = dim(N1). C'est d'autant plus int�eressant quela matrice est \moins" diagonale.4.3 Calcul des sous-espaces g�en�erateurs et bases dualesIl s'agit maintenant de trouver la famille de sous-espaces g�en�erateurs qui engendrela matrice eQ(�) telle que ( eQ(�))tP (�) = Ir en utilisant le calcul des bases duales.Remarque Rappelons que :� Si (Gs; : : : ; G1) est une famille de sous-espaces g�en�erateurs de N(�) alorsN1 = as�1� (Gs)� : : : � a2�(G3)� a�(G2)�G1� D'autre part on a montr�e dans le th�eor�eme 3.11N(�) \ [fN(�)]? = 0Remarque Notons qu'en utilisant le th�eor�eme 2.3 nous pouvons �ecrire :fNs = ea�(H) � [ eGs � : : :� eG1]pour un certain sous-espace H de fNs. De plus :N1 � [ea�(H)]?Th�eor�eme 4.7 Soit (Gs; : : : ; G1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs de N(�)et ( eGs; : : : ; eG1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs de fN (�). Alors :N1 \ [ eGs � : : :� eG1]? = 0



46 4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de JordanD�emonstrationPuisque Ns \ [fNs]? = 0 et N1 � Ns alors N1 \ [fNs]? = 0.Soit x 2 N1 \ [ eGs � : : :� eG1]?. Alors :� x 2 N1 � [ea�(H)]?� x 2 [ eGs � : : :� eG1]?� [ea�(H)]? \ [ eGs � : : :� eG1]? = [ea�(H) � ( eGs � : : :� eG1)]? = [fNs]?Donc x = 0.Lemme 4.8 Soit (Gs; : : : ; G1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs de N(�) et( eGs; : : : ; eG1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs de fN(�).Pour tout i, s � i � 1 on a :ai�1� (Gi) � [fNi�1]? � [ eGi�1 � : : :� eG1]?D�emonstrationSoit i, s � i � 1, alors :� ai�1� (Gi) � [fNi�1]?puisque si x = ai�1� (z) 2 ai�1� (Gi) et y 2 fNi�1 alors < x; y >=< z; eai�1� (y) >=0� [fNi�1]? � [ eGi�1 � : : :� eG1]?puisque eGi�1 � : : :� eG1 � fNi�1Nous utilisons le lemme 3.7 dans la d�emonstration du th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 4.9 Soit (Gs; : : : ; G1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs de N(�)et ( eGs; : : : ; eG1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs de fN (�).Pour tout i, s � i � 1 on a :ai�1� (Gi) \ [ eGi]? = 0D�emonstrationOn a : N1 = as�1� (Gs)� : : : � a�(G2)�G1Le th�eor�eme 4.7 nous montre que :N1 \ [ eGs � : : :� eG1]? = 0Soit i = s, posons :F1 = as�1� (Gs)F2 = as�2� (Gs�1)� : : : �G1F = N1 = F1 � F2 F01 = eGsF02 = eGs�1 � : : :� eG1F0 = eGs � : : :� eG1 = F01 � F02Donc en utilisant le lemme 4.8 nous sommes dans les conditions du lemme 3.7 etnous pouvons en d�eduire que :



4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de Jordan 47� as�1� (Gs) \ [ eGs]? = 0� [as�2� (Gs�1)� : : : �G1] \ [ eGs�1 � : : :� eG1]? = 0Hypoth�ese de r�ecurrence pour i, s � i � 1� ai�1� (Gi) \ [ eGi]? = 0� [ai�2� (Gi�1)� : : : �G1] \ [ eGi�1 � : : :� eG1]? = 0Nous avons vu que cette hypoth�ese est v�eri��ee pour i = s. Soit i tel que s�1 � i � 1et supposons l'hypoth�ese de r�ecurrence pour i+ 1, c'est-�a-dire :� ai�(Gi+1) \ [ eGi+1]? = 0� [ai�1� (Gi)� : : : �G1] \ [ eGi � : : :� eG1]? = 0Alors nous pouvons poser :F1 = ai�1� (Gi)F2 = ai�2� (Gi�1)� : : : �G1F = F1 � F2 F01 = eGiF02 = eGi�1 � : : :� eG1F0 = F01 � F02En utilisant les lemmes 4.8, 3.7 nous en d�eduisons :� ai�1� (Gi) \ [ eGi]? = 0� [ai�2� (Gi�1)� : : : �G1] \ [ eGi�1 � : : :� eG1]? = 0Remarque et exemple Le th�eor�eme pr�ec�edent nous montre que �etant donn�e desfamilles de sous-espaces g�en�erateurs (Gs; : : : ; G1) de Ns et ( eGs; : : : ; eG1) de fNs, siVi est une base �x�ee de ai�1� (Gi) nous pouvons trouver Wi base duale de Vi �a partird'une base de eGi.Reprenons l'exemple associ�e �a une matrice de Jordan J(�) avec 1 bloc de dimen-sion 3, 2 blocs de dimension 2 et 2 blocs de dimension 1.Supposons P (�) et eQ(�) correspondant �a des bases de passages dans une tellesituation, c'est-�a-dire, construites �a partir des bases des sous-espaces g�en�erateurstelles que la base de eGi est duale de la base de ai�1� (Gi). Alors :( eQ(�))tP (�) = 0BBBBBBBBBBBBBBBB@ 1 + + + + + + + +0 1 � 0 � 0 � 0 00 0 1 0 0 0 0 0 00 + + 1 + 0 + + +0 0 � 0 1 0 0 0 00 + + 0 + 1 + + +0 0 � 0 0 0 1 0 00 0 + 0 + 0 + 1 00 0 + 0 + 0 + 0 1
1CCCCCCCCCCCCCCCCA



48 4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de JordanC'est-�a-dire, nous avons ajout�e l'information sur les diagonales des sous-blocs carr�esde cette matrice.Remarque Rappelons qu'un sous-espace g�en�erateur eGi est un suppl�ementairequelconque d'un certain sous-espace F (qui d�epend de eGs; : : : ; eGi+1) dans fNi.Consid�erons V une base de N1 et eV une base de eGs � : : :� eG1. Le th�eor�eme 4.7nous dit que l'on peut construire une base W duale de V �a partir de eV . Alors West une base du sous-espace eGs � : : :� eG1, mais le processus de construction de labase duale peut changer la famille de sous-espaces g�en�erateurs qu'on a consid�er�e aud�epart (sans changer, bien sûr, le sous-espace eGs � : : :� eG1).Pour illustrer cette a�rmation nous pouvons supposer s = 2. Consid�erons V2base de a�(G2), V1 base de G1, eV2 base de eG2 duale de V2 et eV1 base de eG1 duale deV1. Donc V = (V2; V1) est une base de N1 et eV = ( eV2; eV1) est une base de eG2� eG1.Regardons de pr�es le calcul de la base duale de V �a partir de eV (voir remarques aulemme 3.7). Il ne manque plus qu'obtenir des relations d'orthogonalit�e entre eV2 etV1. Pour cela il faut faire des transformations du type :v2 = �ev1 + ev2avec ev1 2 eV1 et ev2 2 eV2. Mais ces transformations changent le suppl�ementaire de N1dans N2, et donc nous avons fait le passage de la famille ( eG2; eG1) �a une famille desous-espaces g�en�erateurs ( eG02; eG1) telle queeG02 � eG1 = eG2 � eG1 et eG02 � [G1]?Plus g�en�eralement, �etant donn�e (Gs; : : : ; G1) famille de sous-espaces de Ns,il existe des familles de sous-espaces g�en�erateurs ( eG0s; : : : ; eG01) dans fNs telles quepour chaque i, s � i � 2 on a :eG0i � [ai�2� (Gi�1)� : : :�G1]?Lemme 4.10 Soit (Gs; : : : ; G1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs de N(�)et soit ( eG0s; : : : ; eG01) une famille de sous-espaces g�en�erateurs de fN(�) telle que pourtout i, s � i � 2 on a : eG0i � [ai�2� (Gi�1)� : : :�G1]?Soit Vi une base de ai�1� (Gi) et Wk une base de eG0k duale de Vk avec s � i; k � 1.Soit vij 2 Vi et tij la tour qu'il engendre, soit wkl 2 Wk etkl la tour qu'il engendre,alors :� (etkl )ttij = 0 si j 6= l� si j = l on a k = i et (etil)ttij = Ii



4 Calcul de la matrice inverse d'une matrice de passage : cas de Jordan 49D�emonstration et remarque La d�emonstration du lemmepr�ec�edent est la mêmeque la d�emonstration du lemme 4.5 puisque nous sommes arriv�es ainsi �a une famillede sous-espaces g�en�erateurs de fN(�) v�eri�ant les mêmes conditions.De même, de ce lemme on d�eduit le th�eor�eme 4.6, c'est-�a-dire que nous avonstrouv�e les vecteurs n�ecessaires pour construire la matrice eQ(�) \inverse" de P (�) :( eQ(�))tP (�) = IrExemple Reprenons l'exemple associ�e �a une matrice de Jordan J(�) avec 1 blocde dimension 3, 2 blocs de dimension 2 et 2 blocs de dimension 1.Supposons P (�) et eQ(�) correspondant �a des bases de passages obtenues desfamilles de sous-espaces g�en�erateurs dans les conditions du lemme 4.10. Alors :( eQ(�))tP (�) = 0BBBBBBBBBBBBBBBB@ 1 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 1 00 0 0 0 0 0 0 0 1
1CCCCCCCCCCCCCCCCATh�eor�eme 4.11 Soit (Gs; : : : ; G1) une famille de sous-espaces g�en�erateurs deN(�). Il existe une seule famille ( eG0s ; : : : ; eG01) de sous-espaces g�en�erateurs de fN(�)telle que pour tout i, s � i � 2 on a :eG0i � [ai�2� (Gi�1)� : : :�G1]?D�emonstrationSoit ( eG0s; : : : ; eG01) et ( eG1s; : : : ; eG11) deux familles de sous-espaces g�en�erateurs dansles conditions de cet �enonc�e.Pour chaque i, s � i � 1 soit Vi une base de Gi, eV 0i la base de eG0i duale de labase de ai�1� (Gi) et eV 1i la base de eG1i duale de la base de ai�1� (Gi). Soit V la base deNs engendr�ee par (Vs; : : : ; V1) et eV 0, eV 1 les bases de fNs engendr�ees respectivementpar ( eV 0s ; : : : ; eV 01 ) et par ( eV 1s ; : : : ; eV 11 ).Par le th�eor�eme 4.6 nous avons que eV 0 et eV 1 sont deux bases de fNs duales a V ,et donc elles coincident, d'o�u eV 0i = eV 1i pour i = s; : : : ; 1. On conclut que eG0i = eG1ipour i = s; : : : ; 1.Remarque A partir des contenus de cette section nous pouvons d�eduire beaucoupde relations d'orthogonalit�e entre des sous-espaces de N(�) et sous-espaces de fN(�).Ces relations peuvent être tr�es int�eressantes pour les calculs que nous e�ectuons, enparticulier pour les faire beaucoup plus e�ectifs. Mais ces relations demandent des�enonc�es pr�ecis dont nous ne disposons pas encore.



50 5 Algorithmes et Exemples5 Algorithmes et ExemplesNous montrons ici les algorithmes du programme que nous avons implant�e en Axiom[JS]. Ces algorithmes correspondent aux m�ethodes expliqu�ees dans la section 2 pourle calcul de la forme canonique de Jordan et d'une matrice de passage, et aux m�e-thodes expliqu�ees dans la section 3 pour le calcul de la matrice inverse de la matricede passage. Nous avons implant�e aussi les algorithmes correspondant aux m�ethodesde la section 4 : nous ne les montrons pas ici car ils sont un peu compliqu�es. Parcontre les exemples donn�es �a la �n de cette section utilisent ces algorithmes. Ceprogramme utilise la clôture alg�ebrique dynamique [DD].5.1 AlgorithmesVoici les principaux algorithmes pour le calcul de la forme canonique de Jordan,d'une matrice de passage et de son inverse.Pour l'instant, nous supposons qu'�etant donn�e A une matrice carr�ee de dimensionn avec coe�cients dans un corps K, nous avons d�ej�a calcul�e � une valeur propre deA et r sa multiplicit�e caract�eristique.En fait, ces informations sont obtenues avec la clôture alg�ebrique dynamique,et nous �etudions ce point dans le paragraphe suivant. Mais nous pouvons supposeraussi que nous avons obtenu ces informations par d'autres m�ethodes.Voici l'algorithme principal :Algorithme 1 Jordan : jordan(A;n; �; r)Entr�ee : A 2Mn, � une valeur propre de A de multiplicit�e caract�eristique rSortie : [P (�); J(�); Q(�)] tel que Q(�)P (�) = Ir et Q(�)AP (�) = J(�)d�ebutmcl:= (A� �I)kmcl:= noyau(mcl)if #kmcl = r thencasDiagonal(�; r;mcl; kmcl)elsecasGeneral(�; r;mcl; kmcl)�nLa tâche de cet algorithme est de d�etecter si nous sommes dans un cas diagonalisableou non. Evidemment le cas diagonalisable est beaucoup plus simple que le cas g�en�e-ral.Cet algorithme utilise le sous-algorithme noyau pour le calcul d'une base dunoyau d'une matrice. Il apparâ�t dans la liste suivante des algorithmes.



5 Algorithmes et Exemples 51Algorithmes de baseNous appelons ces algorithmes \de base" puisqu'ils correspondent en g�en�eral, �a desfonctions simples que nous n'avons pas voulu reproduire ici, ou bien a des fonctionsque nous n'avons pas programm�e, et pour lesquelles nous utilisons les fonctionsd'Axiom (comme par exemple noyau).Algorithme 2 Noyau : noyau(m)Entr�ee : m une matrice �a coe�cients dans un corpsSortie : [v1; : : : ; vl] une base du noyau de mAlgorithme 3 Construction d'une matrice : matrix(lv)Entr�ee : lv = [v1; : : : ; vl] une liste de vecteursSortie : mv la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de lvAlgorithme 4 Construction d'une matrice diagonale : diagonal(�; r)Entr�ee : � �el�ement d'un corps, r un entier tel que r � 1Sortie : md la matrice de dimension r dont les �el�ements diagonaux sont �egaux �a �et les autres �a 0.Algorithme 5 Dimensions des sous-espaces g�en�erateurs : dimenGene(ldim)Entr�ee : ldim = [ns; : : : ; n1] la liste des dimensions des noyaux des puissances de(A� �I)Sortie : [gs; : : : ; g1] la liste des dimensions des sous-espaces g�en�erateurs (voir 2.2.1)Algorithme 6 Matrice g�en�erale de Jordan : geneJblock(�; dg)Entr�ee : � �el�ement d'un corps, dg = [gs; : : : ; g1] la liste des dimensions des sous-espaces g�en�erateursSortie : J(�) la matrice g�en�erale de Jordan pour �Algorithme 7 Compl�eter une base : completer(be; bf)Entr�ee : be une base d'un espace E de dimension k1, bf une base d'un sous-espaceF de E de dimension k2 avec k2 � k1Sortie : une liste de k1 � k2 vecteurs telle que si on l'ajoute �a la base de F , onobtient une base de E.Algorithme 8 Matrice du syst�eme : matrixSys(m1;m2)Entr�ee : m1 matrice n� n et m2 matrice r � nSortie : m matrice (n+ r)� n avec m1 dans les n premi�eres lignes et m2 dans lesr derni�eres lignesAlgorithme 9 R�esolution des syst�emes lin�eaires : solveSys(m; lv)Entr�ee : m matrice des coe�cients, lv = [v1; : : : ; vr] la liste des vecteurs pour laseconde partie de l'�equationSortie : ls = [vs1; : : : ; vsr] la liste des vecteurs solutions tels que m � vsi = vi



52 5 Algorithmes et ExemplesAlgorithme 10 Transposer une matrice : transpose(m)Entr�ee : m une matrice de coe�cients dans un corpsSortie : la matrice mt transpos�ee de mFinalement l'algorithme suivant n'entre pas dans le cadre d�ecrit pour les al-gorithmes pr�ec�edents. C'est une fonction que nous avons implant�e pour le calculdes bases de passage, mais nous consid�erons cette fonction trop technique pour lareproduire ici.Algorithme 11 Reordonner pour la base de passage : reordonner(llv)Entr�ee : llv est une liste de listes de vecteursSortie : lv est la liste qui contient une base de passage dans un ordre pr�ecisAlgorithmes pour JordanVoici le cas diagonal :Algorithme 12 Cas Diagonal : casDiagonal(�; r;mcl; kmcl)Entr�ee : � une valeur propre de A de multiplicit�e caract�eristique r, la matricecaract�eristique mcl et une base kmcl du noyau de mclSortie : [P (�); J(�); Q(�)] tel que Q(�)P (�) = Ir et Q(�)AP (�) = J(�)d�ebutP (�):= matrix(kmcl)J(�):= diagonal(�; r)bs:= baseSp(mcl; kmcl)Q(�):= matrix(bs)return [P (�); J(�); Q(�)]�n Et le cas g�en�eral :Algorithme 13 Cas G�en�eral : casGeneral(�; r;mcl; kmcl)Entr�ee : � une valeur propre de A de multiplicit�e caract�eristique r, la matricecaract�eristique mcl et kmcl une base du noyau de mclSortie : [P (�); J(�); Q(�)] tel que Q(�)P (�) = Ir et Q(�)AP (�) = J(�)d�ebut[s,lpmcl,lkmcl,ldim]:=minimalM(�,r,mcl,kmcl)pas:= passage(lkmcl)P (�):= matrix(pas)dg:= dimenGene(ldim)J(�):= geneJblock(�; dg)bs:= baseSp(mcl; kmcl)Q(�):= matrix(bs)return [P (�); J(�); Q(�)]



5 Algorithmes et Exemples 53�nDans les deux algorithmes pr�ec�edents on fait appel �a la fonction baseSp pourtrouver la matrice Q(�) (qui est \essentiellement" l'inverse de P (�)). Cette fonctionest implant�ee de deux fa�con, qui correspondent aux deux m�ethodes expos�es dans lasection 3 pour le calcul de la matrice inverse de la matrice de passage.Mais avant de consid�erer ce point, voyons comment l'on calcule la multiplicit�eminimale de la valeur propre dans le cas g�en�eral, ainsi que la matrice de passage.Pour calculer la multiplicit�e de la valeur propre nous calculons les puissancessucessives de la matrice (A��I) jusqu'�a obtenir la puissance s dont le noyauKer(A��I)s est de dimension r.Algorithme 14 Multiplicit�e minimale : minimalM(�; r;mcl; kmcl)Entr�ee : � une valeur propre de A de multiplicit�e caract�eristique r, la matricecaract�eristique mcl et kmcl une base du noyau de mclSortie : [s; lpmcl; lkmcl; ldim] o�u :� s est la multiplicit�e minimale de �,� lpmcl = [mcls; : : : ;mcl] est la liste des puissances de la matrice mcl� lkmcl = [kmcls; : : : ; kmcl1] est la liste des bases des noyaux pour les matricesde lpmcl� ldim = [ns; : : : ; n1] est la liste des dimensions des noyaux de lkmcld�ebuts:= 1pm:= mcldim:= #kmcllpmcl:=[mcl]lkmcl:=[kmcl]ldim:=[dim]for i in 1...r repeats:= s+1pm:= pm�mclkpm:= noyau(pm)dim:= #kpmlpmcl:= cons(pm,lpmcl)lkmcl:= cons(kpm,lkmcl)ldim:= cons(dim,ldim)if dim = r then Stopreturn [s; lpmcl; lkmcl; ldim]�n



54 5 Algorithmes et ExemplesLe lecteur peut penser que nous calculons trop de choses dans l'algorithmeminimalM , mais toutes les donn�ees calcul�ees par cette fonction sont utilis�ees ailleurs,par exemple dans le calcul de la matrice de passage.L'algorithme ci-dessous nous montre le calcul de la matrice de passage �a partirdes sous-espaces g�en�erateurs, comme expliqu�e dansla section 2.2. Dans cette fonctiongi correspond au sous-espace g�en�erateur de niveau i etmi correspond au sous-espaceMi de niveau i.Algorithme 15 Cas G�en�eral, base de passage : passage(lkmcl;mcl)Entr�ee : lkmcl = [kmcls; : : : ; kmcl1] est la liste des bases des noyaux et mcl =(A� �I)Sortie : une base de passage pasd�ebutvpas:= []for i in 1...#lkmcl repeatmi:= []if i = 1 thengi:= completer(lkmcl.1,lkmcl.2)elsemi:= [mcl � v for v in vpas.last]if #mi 6= #lkmcl:i thenif i 6= #lkmcl thenlaux:= concat(lkmcl.(i+1),mi)gi:= completer(lkmcl.i,laux)elsegi:= completer(lkmcl.i,mi)mi:= concat(mi,gi)vpas:= concat(vpas,mi)pas:= reordonner(vpas)return pas�n Passons maintenant �a la fonction baseSp pour le calcul de la matrice Q(�). Nousvoulons calculer une base sp�eciale de Ker(At � �I)s (c'est-�a-dire une base telle quela matrice Q(�) v�eri�e Q(�)tP (�) = Ir) et nous avons vu dans la section 3 que celapeut être donn�e par deux m�ethodes. Voyons la r�esolution des syst�emes lin�eaires :Algorithme 16 Calcul d'une base sp�eciale de Ker(At � �I)s en utilisant la r�e-solution des syst�emes : baseSp(mcl; kmcl)Entr�ee : la matrice caract�eristique mcl et une base kmcl de son noyauSortie : une base sp�eciale de Ker(At � �I)sd�ebut



5 Algorithmes et Exemples 55tmcl:= transpose(mcl)maux:= matrix(kmcl)maS:= matrixSys(tmcl,maux)r:= #kmclfor i in 1...r repeatvi:= en+ilv:= [v1; : : : ; vr]ls:= solveSys(maS,lv)return ls�n L'algorithme suivant utilise le calcul des bases duales :Algorithme 17 Calcul d'une base sp�eciale de Ker(At� �I)s en utilisant les basesduales : baseSp(mcl; kmcl)Entr�ee : la matrice caract�eristique mcl et une base kmcl de son noyauSortie : une base sp�eciale de Ker(At � �I)sd�ebuttmcl:= transpose(mcl)ktmcl:= noyau(tmcl)nk:= dualBase(kmcl,tkmcl)return nk�nVoici l'algorithme de calcul des bases duales (o�u p�q r�epr�esente le produit scalairede p par q). Il correspond �a la d�emonstration constructive du th�eor�eme 3.8.Algorithme 18 Bases duales : dualBase(bf; bfp)Entr�ee : bf une base d'un sous-espace F et bfp une base d'un sous-espace F 0 telsque F \ (F 0)? = 0 et dim(F ) = dim(F 0)Sortie : une base de F 0 duale de bfd�ebutdb:=[]for p in bf repeatbfpaux:= []for q in bfp repeatpro:= p � qbfp:= rest(bfp)if pro = 0 thenbfpaux:= cons(q,bfpaux)else



56 5 Algorithmes et Exemplesdb:= cons(q,db)bfp:= concat(bfpaux,bfp)Stopbp.1:= (1/pro)bp.1for i in 2...#db repeatdb.i:= -(db:i � p) bp.1 + db.ifor i in 1...#bfp repeatbfp.i:= -(dfp:i � p) bp.1 + dfp.ireturn db�n5.2 Jordan et la clôture alg�ebrique dynamiqueL'utilisation de la clôture alg�ebrique dynamique [DD] est extrêmement simple. Nousavons construit une petite fonction pour le calcul d'une valeur propre, elle utilise lafonction characteristicPolynomial qui calcule le polynôme charact�eristique d'unematrice. Voici donc, la fonction eigenvalue :Algorithme 19 Calcul d'une valeur propre : eigenvalue(A)Entr�ee : A matrice carr�ee de dimension nSortie : � une valeur propre de Ad�ebutpc:= characteristicPolynomial(A)ev:= rootOf(pc, 'ev)return ev�nCette fonction correspond �a l'introduction de la clôture alg�ebrique dans notre pro-gramme, avec la fonction rootOf (o�u le deuxi�eme argument {'ev{ est un symbolepour l'�ecriture externe de la racine). La clôture alg�ebrique dynamique dispose aussid'une fonction multiplicity(pc,ev) que nous utilisons pour calculer la multiplicit�ecaract�eristique de la valeur propre.De cette fa�con nous avons implant�e notre programme pour Jordan. Il n'y a plusqu'�a faire appel a notre fonction jordan avec les donn�ees et allCases.allCases est la fonction du processus de l'�evaluation dynamique qui est charg�eede g�erer la distinction des racines avec des comportements di�erentes (voir [DD] ou[Go] pour avoir plus d'information sur allCases).5.3 ExemplesNous pr�esentons ici quelques exemples sur les nombres rationnels. Pour chaque exem-ple nous utilisons deux fonctions selon l'algorithme choisi pour le calcul de la matriceinverse de la matrice de passage :



5 Algorithmes et Exemples 57� jordanUBB c'est-�a-dire, en utilisant l'algorithme des bases duales� jordanSLS c'est-�a-dire, en utilisant l'algorithme de r�esolution des syst�emeslin�eaires.Les r�esultats sont les mêmes pour les deux m�ethodes (puisque seul change le calculde la matrice inverse), ils sont pr�esent�es \en petit".Exemple 1 Dans cet exemple nous consid�erons une matrice g�en�erale de Jordan.A = 0BBBBBB@ 2 1 0 0 00 2 1 0 00 0 2 0 00 0 0 2 10 0 0 0 2 1CCCCCCAallCases(jordanUBB$NDJORDAN(K),aa)$DCTRL(CA,M,Sol)[value is +1 0 0 0 0+ +2 1 0 0 0+| | | ||0 1 0 0 0| |0 2 1 0 0|| | | |[transition= |0 0 1 0 0|, jordanBlock= |0 0 2 0 0|,| | | ||0 0 0 1 0| |0 0 0 2 1|| | | |+0 0 0 0 1+ +0 0 0 0 2++1 0 0 0 0+| ||0 1 0 0 0|| |inverse= |0 0 1 0 0|]| ||0 0 0 1 0|| |+0 0 0 0 1+in case ev = 2]Time: 5.27 secallCases(jordanSLS$NDJORDAN(K),aa)$DCTRL(CA,M,Sol)[value is +1 0 0 0 0+ +2 1 0 0 0+| | | ||0 1 0 0 0| |0 2 1 0 0|| | | |[transition= |0 0 1 0 0|, jordanBlock= |0 0 2 0 0|,| | | ||0 0 0 1 0| |0 0 0 2 1|| | | |+0 0 0 0 1+ +0 0 0 0 2+



58 5 Algorithmes et Exemples+1 0 0 0 0+| ||0 1 0 0 0|| |inverse= |0 0 1 0 0|]| ||0 0 0 1 0|| |+0 0 0 0 1+in case ev = 2]Time: 1.77 secC'est-�a-dire, la forme canonique de A est A et la matrice de passage obtenue estla matrice identit�e.Exemple 2 Cet exemple est dû �a [Ne], p.107. Nous trouvons cet exemple tr�esint�eressant, et nous croyons qu'il est tr�es bien choisi, malgr�e l'opinion de l'auteur :Unfortunately, it is a little di�cult to construct an interesting exampleof low order.Cet exemple nous a permis de tester nos programmes et de d�etecter quelques erreurs.A = 0BBBBBB@ 1 0 �1 1 0�4 1 �3 2 1�2 �1 0 1 1�3 �1 �3 4 1�8 �2 �7 5 4 1CCCCCCAallCases(jordanUBB$NDJORDAN(K),bb)$DCTRL(CA,M,Sol)[value is +0 1 0 0 0+ +2 1 0 0 0+| | | ||0 2 0 - 1 1| |0 2 1 0 0|| | | |[transition= |1 1 0 - 1 0|, jordanBlock= |0 0 2 0 0|,| | | ||1 2 1 - 1 0| |0 0 0 2 1|| | | |+1 5 0 - 2 0+ +0 0 0 0 2++ 3 0 2 0 - 1+| || 1 0 0 0 0 || |inverse= |- 1 0 - 1 1 0 |]| || 4 0 1 0 - 1|| |+ 2 1 1 0 - 1+in case ev = 2]Time: 1.46 secallCases(jordanSLS$NDJORDAN(K),bb)$DCTRL(CA,M,Sol)Time: 2.55 sec



5 Algorithmes et Exemples 59C'est-�a-dire P�1 �A � P = J , avec :P = 0BBBBBB@ 0 1 0 0 00 2 0 �1 11 1 0 �1 01 2 1 �1 01 5 0 �2 0 1CCCCCCA J = 0BBBBBB@ 2 1 0 0 00 2 1 0 00 0 2 0 00 0 0 2 10 0 0 0 2 1CCCCCCA P�1 = 0BBBBBB@ 3 0 2 0 �11 0 0 0 0�1 0 �1 1 04 0 1 0 �12 1 1 0 �1 1CCCCCCAExemple 3 Voyons maintenant un exemple avec deux valeurs propres distinctes.A = 0BBBBBB@ 1 1 �1 2 �12 0 1 �4 �10 1 1 1 10 1 2 0 10 0 �3 3 �1 1CCCCCCAallCases(jordanUBB$NDJORDAN(K),dd)$DCTRL(CA,M,Sol)[value is + 2 0 1+| ||- 2 2 0| +1 1 0+| | | |[transition= | 2 0 0|, jordanBlock= |0 1 1|,| | | || 2 0 0| +0 0 1+| |+ 0 0 0++ 1 +|0 0 - 0 0 || 2 || |inverse= | 1 1 1 |]|0 - 0 - - || 2 2 2 || |+1 0 0 - 1 - 1+in case ev = 1,value is + 3 1 +| ||- 3 - 1|| | +- 1 1 +[transition= | 0 0 |, jordanBlock= | |,| | + 0 - 1+| 0 1 || |+ 3 0 ++ 1+|0 0 0 0 -|inverse= | 3|]| |+0 0 - 1 1 0+in case ev = - 1]Time: 2.21 secallCases(jordanSLS$NDJORDAN(K),dd)$DCTRL(CA,M,Sol)



60 5 Algorithmes et ExemplesTime: 3.44 secC'est-�a-dire P�1 �A � P = J , avec :P = 0BBBBBB@ 2 0 1 3 1�2 2 0 �3 �12 0 0 0 02 0 0 0 10 0 0 3 1 1CCCCCCA J = 0BBBBBB@ 1 1 0 0 00 1 1 0 00 0 1 0 00 0 0 �1 10 0 0 0 �1 1CCCCCCAP�1 = 0BBBBBB@ 0 0 12 0 00 12 0 12 121 0 0 �1 �10 0 0 0 130 0 �1 1 0 1CCCCCCAExemple 4 Voici un exemple d'une matrice diagonalisable :A = 0B@ 3 �1 0�1 2 �10 �1 1 1CAallCases(jordanUBB$NDJORDAN(K),ee)$DCTRL(CA,M,Sol)[value is + 2 +|ev - 3ev + 1|[transition= | |, jordanBlock= [ev],| - ev + 1 || |+ 1 ++1 2 2 1 1 2 5 2 1 2+inverse= |- ev - - ev + - - ev - - ev + - - - ev + -|]+6 3 3 6 6 3 6 3+3 2in case ev - 6ev + 9ev - 2 = 0]Time: 1.59 secallCases(jordanSLS$NDJORDAN(K),ee)$DCTRL(CA,M,Sol)Time: 1.85 secC'est-�a-dire P�1 �A � P = J , avec :P = 0B@ �21 � 3�1 + 1 �22 � 3�2 + 1 �23 � 3�3 + 1��1 + 1 ��2 + 1 ��3 + 11 1 1 1CAJ = 0B@ �1 0 00 �2 00 0 �3 1CA



5 Algorithmes et Exemples 61P�1 = 0BBBBBBBBBBB@ 16�21 � 23�1 + 13 16�21 � 56�1 + 23 �16�1 + 2316�22 � 23�2 + 13 16�22 � 56�2 + 23 �16�2 + 2316�23 � 23�3 + 13 16�23 � 56�3 + 23 �16�3 + 23 1CCCCCCCCCCCAo�u �1, �2 et �3 sont les trois racines distinctes de :p(x) = x3 � 6x2 + 9x � 2.Exemple 5 Et �nalement une matrice non diagonalisable avec des nombres alg�e-briques comme valeurs propres.A = 0BBBBBB@ 0 8 0 0 91 0 0 0 00 �4 0 0 �50 �4 1 0 �40 1 0 1 1 1CCCCCCAallCases(jordanUBB$NDJORDAN(K),cc)$DCTRL(CA,M,Sol)[value is + 5 +|- 3ev + 3 - ev - 5 || 2 || ||3 ||- ev - 3 - ev + 1 ||2 || | +ev 1 +[transition= | 3 |, jordanBlock= | |,| ev - 1 - - ev + 3| +0 ev+| 2 || ||3 ||- ev - 1 1 ||2 || |+- ev + 2 0 ++33 47 9 25 31 45 9 25 19 27+|-- ev + -- - ev + -- -- ev + -- - ev + -- -- ev + --||8 8 2 4 8 8 2 4 4 4 |inverse= | |]| 11 11 9 3 3 9 9 ||- -- ev - 2 - 2ev - -- - - ev - - - - ev - - - - ev - 3|+ 8 4 8 2 2 4 4 +2in case ev - 2 = 0,



62 5 Algorithmes et Exemplesvalue is + 9+|- -|| 7|| || 9||- -|| 7|| |[transition= | 1 |, jordanBlock= [1], inverse= [- 7 - 7 - 7 - 7 - 7]]| - || 7 || || 9 || - || 7 || |+ 1 +in case ev = 1]Time: 9.26 secallCases(jordanSLS$NDJORDAN(K),cc)$DCTRL(CA,M,Sol)Time: 11.32 secC'est-�a-dire P�1 �A � P = J , avec :P = 0BBBBBBBBBBBBBBB@ �3�1 + 3 52�1 � 5 �3�2 + 3 52�2 � 5 �9732�1 � 3 ��1 + 1 32�2 � 3 ��2 + 1 �97�1 � 1 �32�1 + 3 �2 � 1 �32�2 + 3 1732�1 � 1 1 32�2 � 1 1 97��1 + 2 0 ��2 + 2 0 1
1CCCCCCCCCCCCCCCAJ = 0BBBBBB@ �1 1 0 0 00 �1 0 0 00 0 �2 1 00 0 0 �2 00 0 0 0 1 1CCCCCCA



5 Algorithmes et Exemples 63P�1 = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
338 �1 + 478 92�1 + 254 318 �1 + 458 92�1 + 254 194 �1 + 274�118 �1 � 2 �2�1 � 114 �98�1 � 32 �32�1 � 94 �94�1 � 3338 �2 + 478 92�2 + 254 318 �2 + 458 92�2 + 254 194 �2 + 274�118 �2 � 2 �2�2 � 114 �98�2 � 32 �32�2 � 94 �94�2 � 3�7 �7 �7 �7 �7

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAo�u �1 et �2 sont les deux racines distinctes de :p(x) = x2 � 2.ConclusionNous avons montr�e :� Soit A une matrice carr�ee et P une matrice de passage dont les coe�cients dechaque colonne s'expriment en fonction d'une seule valeur propre de A. Alorsles �el�ements de chaque ligne de P�1 s'expriment aussi en fonction d'une seulevaleur propre.De plus nous d�ecrivons deux nouveaux algorithmes permettant de calculer P�1en manipulant une seule valeur propre �a tout moment du calcul.Pour cela nous avons �etudi�e la structure de l'espace vectoriel, d�ecompos�ecomme somme directe des sous-espaces caract�eristiques correspondant auxvaleurs propres de A.� En particulier, ce r�esultat s'applique aux matrices de passage entre A et saforme canonique de Jordan.De plus dans ce cas nous d�ecrivons une version plus e�cace de chacun de nosdeux algorithmes.Pour cela nous avons �etudi�e la structure de chaque sous-espace caract�eristiquecomme somme directe de certains sous-espaces en utilisant des familles dessous-espaces g�en�erateurs.Finalement, nous avons implant�e le calcul de la forme canonique de Jordan,d'une matrice de passage conforme et de son inverse en utilisant la clôture alg�e-brique dynamique, et nous avons trait�e plusieurs exemples avec ce programme.L'utilisation de la clôture alg�ebrique dynamique nous a permis d'oublier lesprobl�emes de calculs avec des nombres alg�ebriques qui se posent en g�en�eral dansce type de questions.
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65Partie IIClôture constructible dynamiqueIntroductionDans ce document, nous d�ecrivons l'implantation de la \Clôture Constructible Dy-namique" que nous avons r�ealis�ee dans le syst�eme de calcul formel Axiom [JS]. Dansl'article [Du90] on d�ecrit les premi�eres intentions sur ce programme, ainsi que desexemples (calcul�es \�a la main").Ce programme est une application de la technique appel�ee \�evaluation dynami-que" introduite pour faire des calculs avec des nombres alg�ebriques [DDD]. Cettetechnique peut être d�ecrite de fa�con simple comme l'automatisation de la \discussionen fonction de valeurs de param�etres" au sens du lyc�ee. Pour avoir une justi�cationrigoureuse de l'�evaluation dynamique, on peut s'appuyer sur la th�eorie des esquisses[DR]. Elle a d�ej�a �et�e utilis�ee pour �ecrire d'autres programmes comme la clôturealg�ebrique d'un corps [DDD, DD] ou le corps premier de caract�eristique arbitraire[Du89].Par exemple, si on demande �a notre logiciel le calcul du rang de la matrice : 1 11 a !en fonction des valeurs du param�etre complexe a, le syst�eme r�epond de fa�con au-tomatique :[ value is 1 in case a = 1,value is 2 in case a /= 1 ](o�u /= signi�e 6=) en utilisant un algorithme de calcul du rang qui a �et�e �ecrit pour lesmatrices �a coe�cients sur un corps quelconque, sans aucune notion de \param�etre".On voit d�ej�a, même sur ce petit exemple, l'importance des tests d'�egalit�e.C'est la premi�ere fois qu'une telle m�ethode de calcul est implant�ee de mani�eretout-�a-fait syst�ematique.Le plan de ce travail est le suivant :� Dans la premi�ere section, nous rappelons la d�e�nition de corps et nous intro-duisons les concepts de param�etre et de clôture constructible.� Dans la deuxi�eme section, nous introduisons la clôture constructible dynamiqueet ses principaux op�erateurs : newElement, areEqual et areDifferent.



66 1 La clôture constructible d'un corps� Dans la troisi�eme section, nous �etudions de fa�con approfondie les �el�ementsessentiels pour r�ealiser des calculs dans la clôture constructible dynamique,sp�ecialement les scindages.� Dans la quatri�eme section, nous d�ecrivons le programme r�ealis�e et ses di��e-rentes composantes.� La cinqui�eme section est consacr�ee aux exemples et applications.1 La clôture constructible d'un corps1.1 CorpsRappelons qu'on peut d�e�nir un corps (commutatif) comme un ensembleK muni dedeux constantes 0 et 1, de deux lois binaires + et �, d'une loi unaire �, et d'une loiunaire inv d�e�nie sur K� f0g, soumises aux formules qui traduisent les propri�et�essuivantes :� la loi + est associative, commutative, d'�el�ement neutre 0, de sym�etrique �,� la loi � est associative, commutative, d'�el�ement neutre 1,� la loi � est distributive par rapport �a +,et en�n aux deux formules :� 1 6= 0,� pour tout x 6= 0, x� inv(x) = 1.Notons l'apparition dans ces deux derni�eres formules du pr�edicat d'�egalit�e �a 0.Notons aussi que la soustraction (on pose bien sûr x � y = x + (�y)) permet deramener tout test d'�egalit�e dans K �a un test d'�egalit�e �a 0 (en e�et x = y �equivaut�a (x� y) = 0).Parmi les corps �gurent entre autres le corps des r�eels, not�e R, le corps descomplexes C, le corps des rationnels Q, ainsi que le corps �ni Fp �a p �el�ementspour tout nombre premier p (form�e des entiers modulo p). Les corps R et Q sontordonn�es, c'est-�a-dire que l'on peut y d�e�nir une relation d'ordre \compatible" avecla structure de corps, mais ce n'est pas le cas des corps C ni Fp. De toute mani�erenous ne nous int�eressons pas ici aux questions d'ordre, et plus pr�ecis�ement, nousnous limitons aux calculs qui ne font intervenir que les quatre op�erations de corpset les tests d'�egalit�e. Pour la gestion des questions d'ordre dans des corps ordonn�es,l'implantation de la \clôture alg�ebrique r�eelle d'un corps ordonn�e" [DGV] est encours et l'implantation de la \clôture constructible r�eelle d'un corps ordonn�e" estenvisag�ee.



1 La clôture constructible d'un corps 67Calculs dans un corpsConsid�erons un calcul sur un corps K consistant en un nombre �ni d'op�erations +,�, � et division par un �el�ement non nul, �a partir des constantes 0 et 1, et des testsd'�egalit�e.S'il n'y a que des op�erations +, �, �, le calcul peut se r�ealiser enti�erement dansla structure d'anneau sous-jacent. Notons A l'anneau sous-jacent au corps K. S'ily a des divisions ou des tests d'�egalit�e, nous e�ectuons un nombre �ni de tests d'�e-galit�e �a z�ero. Nous construisons ainsi, au fur et �a mesure du calcul, un ensemblemultiplicatif S engendr�e par les �el�ements dont on sait qu'ils sont non nuls. Le calculest e�ectu�e, enti�erement, dans l'anneau des fractions de A associ�e �a S, appel�e aussil'anneau de fractions �a d�enominateurs dans S [Bo].Param�etres dans un corpsNous consid�erons comme param�etre une constante dans un corps de valeur non sp�e-ci��ee.Lorsqu'un param�etre a intervient dans un calcul, toutes les valeurs possibles decette constante doivent être consid�er�ees. Nous notons V (a) l'ensemble des valeurspossibles du param�etre a. Nous verrons que l'ensemble V (a) peut changer au coursdu calcul.1.2 Clôture constructibleDans tout ce qui suit, nous �xons un corps K, que nous appelons le corps de base,et qui sera souvent dans les applications un \petit" corps, typiquement K = Q oubien K = Fp. On pourrait même prendre comme corps de base le \corps premier decaract�eristique arbitraire" de [Du89].La clôture constructible deK est un corps K̂ qui contient toute extension de type�ni deK (c'est-�a-dire toute extension deK admettant un nombre �ni de g�en�erateursen tant que K-alg�ebre) et qui est minimal pour cette propri�et�e.C'est donc un \�enorme" corps, qui contient entre autres la clôture alg�ebriquede K et qui a un degr�e de transcendance in�ni sur K. Lorsque K = Q, on peutremplacer K̂ par C grâce au \principe de Lefschetz".Nous avons choisi le mot \constructible" �a cause de la relation avec les ensemblesconstructibles de la g�eom�etrie alg�ebrique :Un ensemble constructible V de Cn peut être d�e�ni commeV = f(a1; : : : ; an) 2 Cn j P1(a1; : : : ; an) &1 0 et : : : et Pk(a1; : : : ; an) &k 0gavec Pi 2 C[x1; : : : ; xn] et &i 2 f=; 6=g.L'analogie avec la clôture constructible deviendra claire au d�ebut de la section 3.



68 2 Clôture constructible dynamiqueCalculs dans la clôture constructibleDe fa�con similaire aux calculs e�ectu�es dans des corps, un calcul dans la clôtureconstructible est enti�erement fait dans une extension L de type �ni surK. De même,cette extension d�epend du calcul �a e�ectuer et elle peut changer pendant le calculpuisque, en fait, elle est construite au fur et �a mesure du calcul. C'est pourquoi nousnous pla�cons a priori dans \le plus gros" corps possible.2 Clôture constructible dynamiqueDe fa�con plus \constructive" et plus pr�ecise, K̂ est un corps contenant K (not�e CLci-dessous) :CL:= DynamicConstructibleClosure(K)et muni d'un \g�en�erateur de constantes" :newElement: Symbol -> CLPlus pr�ecis�ement, toute a�ectation de la forme :a:= newElement(A)donne acc�es, en le nommant, �a un nouvel �el�ement a de K̂. Cet �el�ement doit êtreconsid�er�e comme un nouveau \param�etre" intervenant dans le calcul. Par la suite,pour simpli�er les notations, nous ne distinguerons pas l'�el�ement de K̂ du symbolequi le repr�esente, ce qui correspond �a une instruction du type :a:= newElement('a)A cette nouvelle constante a est associ�e un ensemble de valeurs possibles dans K̂(not�e V (a)). Cet ensemble est d�ecrit par des contraintes sur le param�etre, qui serontvues �a la prochaine section.Pour imposer ou interdire des valeurs pour ces param�etres, nous avons dot�e K̂de deux op�erateurs :areEqual: (CL,CL) -> BooleanareDifferent: (CL,CL) -> BooleanCes op�erateurs sont charg�es d'imposer des contraintes sur les param�etres. Ils seront�etudi�es de fa�con plus pr�ecise �a la prochaine section. La valeur bool�eenne de cesop�erateurs indique si la nouvelle contrainte est compatible avec les anciennes.



3 Calculs dans la clôture constructible dynamique. Scindages 69Le rôle de ces trois fonctions est tr�es important : c'est avec ce g�en�erateur deconstantes et ces deux op�erateurs qu'on va construire, au fur et au mesure d'uncalcul donn�e, le sous-ensemble L de K̂ n�ecessaire pour obtenir la solution (ou plutôtles diverses solutions dans les di��erents cas) de ce calcul. En plus, la description deL �a chaque moment du calcul va être donn�ee par les appels faits �a newElement etpar les contraintes que doivent v�eri�er les param�etres ainsi ajout�es.La construction de L est r�ecursive : si aucun appel de newElement n'a �et�e fait,alors L = K. Sinon, �a un point donn�e du calcul, soit n le nombre d'appels denewElement avant ce point, et soient a1; a2; : : : ; an les param�etres qui ont �et�e suc-cessivement introduits. A ce point, les �el�ements de K̂ que l'on sait nommer sontconstruits �a partir des �el�ements de K et des ai en utilisant les op�erations de corps,donc L = K(a1; a2; : : : ; an).En travaillant r�ecursivement sur n, on peut supposer qu'on sait calculer sur lesous-corps Kn�1 = K(a1; a2; : : : ; an�1), et que l'on veut �a partir de cela trouverune m�ethode de calcul sur L = Kn�1(an). Le probl�eme est ainsi ramen�e au cas o�un = 1, ce que nous supposons d�esormais. Notons a l'unique �el�ement de K̂ introduitpar newElement, et L le corps K(a).3 Calculs dans la clôture constructible dynami-que. ScindagesNous allons voir maintenant comment on peut faire des calculs dans L = K(a), ensupposant que l'on a d�ej�a tout ce qui est n�ecessaire aux calculs sur K.3.1 ContraintesTh�eor�eme 3.1 Soit a un param�etre dans K̂, alors a v�eri�e, en tout moment ducalcul, une contrainte d'un de ces types :� anyElement : il n'y a pas de contrainte sur a.� exception : une contrainte du type P1(a) 6= 0 et : : : et Pk(a) 6= 0 avecP1; : : : ; Pk polynômes en une variable sur K unitaires de degr�e > 0 et sansfacteur commun.� algebraic : une contrainte du type P (a) = 0 avec P polynôme en une variablesur K unitaire de degr�e > 0.De plus, lorsque la caract�eristique de K est nulle, les polynômes P; P1; : : : ; Pkci-dessus peuvent être choisis sans facteur multiple.D�emonstrationNous r�ealisons la preuve de ce th�eor�eme dans les prochains paragraphes.



70 3 Calculs dans la clôture constructible dynamique. ScindagesChacune de ces contraintes associe �a a un ensemble de valeurs possibles V (a) dansK̂ :� anyElement : V (a) = K̂.� exception : a peut prendre comme valeur un �el�ement quelconque de K̂ autrequ'une des racines du polynôme Pi pour chaque i = 1; : : : ; k.� algebraic : a peut prendre comme valeur une racine quelconque de P .Remarque Il est clair que les param�etres v�eri�ant une contrainte de type algebr-aic ont pour valeur des �el�ements alg�ebriques sur le corps de base. Les valeurs desparam�etres qui v�eri�ent une contrainte de type exception peuvent être ou bienalg�ebriques ou bien transcendantes sur K.3.2 Repr�esentation et op�erations de baseNous montrons ici comment l'on peut repr�esenter les �el�ements de L �a partir d'objetsconnus, et que sur cette repr�esentation on peut implanter les quatre op�erations +,�, � et inv, en conservant toujours l'un des trois types de contraintes du th�eor�eme3.1 sur a. Nous �etudions le cas particulier des tests d'�egalit�e dans la section suivante.La repr�esentation des �el�ements de L = K(a) peut se faire par des fractions ra-tionnelles en une variable sur K, c'est-�a-dire par une partie du corps K(t), o�u t estune \ind�etermin�ee" :� Les �el�ements de L qui sont dansK sont leurs propres repr�esentants, c'est-�a-direles fractions constantes de K(t).� L'�el�ement a est repr�esent�e par l'ind�etermin�ee t.� Si b et c sont deux �el�ements de L repr�esent�es respectivement par les fractionsB et C alors, b+ c est repr�esent�e par B +C, �b par �B, b� c par B �C, etsi b 6= 0 alors inv(b) est repr�esent�e par 1=B.Ceci nous permet de retrouver ais�ement un �el�ement b de L �a partir d'un de sesrepr�esentants B 2 K(t) puisqu'alors B = B1=B2 avec B2(a) 6= 0 et b = B(a) =B1(a)=B2(a).Il est �a noter que cette repr�esentation n'est certainement pas canonique. Parexemple, si la contrainte sur a est de type algebraic comme a2+1 = 0, alors l'�el�e-ment b = a+1 de L peut être repr�esent�e aussi bien par t+ 1 que par (t3� 1)=t2. Sion a des contraintes de type exception comme a2+1 6= 0, alors l'�el�ement b = a+1peut être repr�esent�e par t+ 1 ou par (t3 + t2 + t+ 1)=(t2 + 1). On peut cependant,pour chaque ensemble de contraintes, d�e�nir une repr�esentation canonique, et munirl'ensemble de fractions utilis�e :



3 Calculs dans la clôture constructible dynamique. Scindages 71� d'une relation d'�equivalence (qu'on appelle �egalit�e grossi�ere ou roughEqual)pour reconnâ�tre si deux fractions (dans notre exemple t + 1 et (t3 � 1)=t2)repr�esentent, �a un moment donn�e du calcul, le même �el�ement de L. Noterque si deux �el�ements sont grossi�erement �egaux, alors ils sont �egaux, mais lar�eciproque peut être fausse.� et d'une fonction (qu'on appelle r�eduction ou reduce) pour passer d'une frac-tion au repr�esentant canonique choisi dans sa classe d'�equivalence.Notons aussi que certaines fractions rationnelles de K(t) ne repr�esentent aucun�el�ement de L : par exemple la fraction 1=(t2+1), si la contrainte sur a est a2+1 = 0,ou toute fraction P (t)=Q(t) avecQ(t) non constant, si a est du type anyElement (cara peut alors en particulier être une racine de Q(t)). Cependant ce type de fractionne peut pas apparâ�tre dans la repr�esentation que nous avons choisie. La partie deK(t) utilis�ee pour la repr�esentation des �el�ements connus de L est construite au furet �a mesure du calcul et, bien sûr, elle change pendant le calcul :� Si a est du type anyElement, les seuls �el�ements de L auxquels on a acc�es sontdes expressions polynomiales en a (de degr�e quelconque) et donc nous utilisonsK[t] pour la repr�esentation.� Si a est du type exception, disons P1(a) 6= 0; : : : ; Pk(a) 6= 0, alors lespolynômes P1; : : : ; Pk engendrent un ensemble multiplicatif S d'�el�ements nonnuls et donc la repr�esentation est fournie pour l'ensemble des fractions deK(t)avec d�enominateur dans S.� Si a est du type algebraic, disons P (a) = 0, la repr�esentation peut êtredonn�ee par l'ensemble des fractions de K(t) avec d�enominateur Q(t) tel quepgcd(P;Q) = 1. Mais une telle fraction peut toujours se ramener �a un polynômede K[t] de degr�e strictement plus petit que le degr�e de P en utilisant l'�egalit�ede Bezout.3.3 Tests d'�egalit�e et scindagesPassons maintenant au test d'�egalit�e, et aux contraintes sur a. Il faut d�eterminer sila r�eponse �a un test d'�egalit�e = dans L est true pour toutes les valeurs possiblesde a, ou false pour toutes les valeurs possibles de a, ou si les deux r�eponses sontpossibles. Et dans ce dernier cas il faut pr�eciser l'ensemble de valeurs possibles pourla r�eponse true, et l'ensemble de valeurs possibles pour la r�eponse false. Celas'appelle un scindage.Puisque l'ensemble des valeurs possibles associ�e �a un param�etre est d�ecrit par unecontrainte, un scindage est en fait une op�eration sur les contraintes, donc r�epondre�a un test d'�egalit�e = signi�e donner la nouvelle contrainte sur a pour que la r�eponsesoit true, et la nouvelle contrainte pour qu'elle soit false. Ces modi�cations doiventde plus donner des contraintes de l'un des trois types annonc�es.



72 3 Calculs dans la clôture constructible dynamique. ScindagesRemarque Soit b 2 L = K(a) tel que b 2 K, alors r�epondre au test \b = 0 ?" nechange pas la contrainte sur a.Lemme 3.2 Soit b 2 L = K(a) tel que b 62 K. Le test \b = 0 ?" peut se ramener�a : � ou bien un test \b0 = 0 ?" avec b0 2 K� ou bien un test \B(a) = 0 ?" avec B 2 K[t] polynôme unitaire et de degr�e> 0.D�emonstrationSoit b 2 L de repr�esentant F 2 K(t). Posons F = B1=B2 avec B1; B2 2 K[t] et telque B2(a) 6= 0.Si le degr�e de B1 est nul, posons b0 = B1 2 K. Alors la question \b = 0 ?" est�equivalente �a la question \b0 = 0 ?".Si le degr�e de B1 est > 0, soit B le polynôme unitaire associ�e �a B1. Alors laquestion \b = 0 ?" est �equivalente �a la question \B(a) = 0 ?".D�e�nition Soit P et B deux polynômes unitaires dans K[t]. D�e�nissons la partiepremi�ere de P par rapport �a B, not�e pp(P;B), comme le facteur de plus haut degr�ede P qui est premier �a B.Remarque Nous pouvons �ecrire :P = pp(P;B) � pgcd(P;B) � Cavec C tel que tout diviseur irr�eductible de C dans K[t] soit un diviseur de B. Alors,en particulier, tout diviseur irr�eductible de C divise pgcd(P;B), et donc toute racinede P est racine de pgcd(P;B) ou (exclusif) de pp(P;B).D�ecidons de toujours choisir pgcd(P;B) et pp(P;B) unitaires. Notons que siD = pgcd(P;B) alors pp(P;B) = pp(P;D).Pour r�epondre aux tests d'�egalit�e, nous utilisons les algorithmes suivants, en re-lation avec la partie premi�ere d'un polynôme par rapport �a un autre :Algorithme 1 Partie-premi�ere : pp(P;Q)Entr�ee : P; Q 2 K[t] non nuls et tels que Q divise PSortie : pp(P;Q)d�ebutE:= PD:= Qwhile deg(D) > 0 repeatE:= E=DD:= pgcd(E;D)return E



3 Calculs dans la clôture constructible dynamique. Scindages 73�nAlgorithme 2 D�ecomposition : dec(P;Q)Entr�ee : P; Q 2 K[t] non nulsSortie : [pp(P;Q); pgcd(P;Q)]d�ebutD:= pgcd(P;Q)E:= pp(P;D)return [E; D]�nAlgorithme 3 D�ecomposition multiple : decM(P1; : : : ; Pk; Q)Entr�ee : P1; : : : ; Pk; Q 2 K[t] non nulsSortie : [[pp(P1; Q); pgcd(P1; Q); : : : ; pp(Pk; Q); pgcd(Pk; Q)]], pp(Q;P1�: : :�Pk)d�ebutE:= Qfor i in 1...k repeatDi:= pgcd(Pi; Q)Ei:= pp(Pi;Di)E:= pp(E;Di)L:= [E1;D1; : : : ; Ek;Dk]return [L; E]�nTh�eor�eme 3.3 Soit a un param�etre sur K̂ et B 2 K[t] un polynôme unitaire et dedegr�e > 0, alors il est possible de r�epondre au test \B(a) = 0 ?" de fa�con que lanouvelle contrainte sur a est ou bien de type algebraic ou bien de type exception.D�emonstrationIl y a trois cas �a envisager, selon le type de la contrainte sur a juste avant le testd'�egalit�e :� Si a est de type anyElement alors les deux r�eponses sont possibles. Pr�e-cis�ement la r�eponse est true si a est soumis �a la contrainte B(a) = 0 (detype algebraic) et false s'il est soumis �a la contrainte B(a) 6= 0 (de typeexception).� Si a est de type exception, disons P1(a) 6= 0; : : : ; Pk(a) 6= 0, alors soit [L =[E1; D1; : : : ; Ek;Dk]; E] le r�esultat de decM(P1; : : : ; Pk; B) (algorithme 3).SiE = 1 alors la r�eponse est false et la contrainte reste P1(a) 6= 0; : : : ; Pk(a) 6=0, mais nous allons maintenant l'�ecrire E1(a) 6= 0; D1(a) 6= 0; : : : ; Ek(a) 6=0; Dk(a) 6= 0 en enlevant tout polynôme de degr�e 0 de cette liste.



74 3 Calculs dans la clôture constructible dynamique. ScindagesSinon la r�eponse est true si a v�eri�e E(a) = 0 (de type algebraic) et falsesi a v�eri�e E1(a) 6= 0; D1(a) 6= 0; : : : ; Ek(a) 6= 0; Dk(a) 6= 0; E(a) 6= 0 (detype exception) en enlevant aussi tout polynôme de degr�e 0 de cette liste.� Si a est de type algebraic, disons P (a) = 0, alors soit [E; D] le r�esultat dedec(P; B) (algorithme 2).Si D = 1 alors la r�eponse est false et la contrainte sur a reste P (a) = 0. SiE = 1 alors la r�eponse est true et la contrainte sur a reste P (a) = 0.En�n dans les autres cas la r�eponse est true si D(a) = 0 et false si E(a) = 0.Dans ce cas on obtient toujours des contraintes du type algebraic.3.4 Imposition de contraintesNous avons vu comment fonctionne le test d'�egalit�e dans la clôture et le change-ment de la contrainte sur a lors d'un test d'�egalit�e. Voyons maintenant le fonction-nement de areDifferent et areEqual. Nous consid�erons ici seulement l'op�erateurareDifferent : le rôle de areEqual est \sym�etrique".Remarque Soit b 2 L = K(a) tel que b 2 K, alors areDifferent(b,0) r�epondtrue si b 6= 0 et false si b = 0.Remarque� Soit b 2 L = K(a) tel que b 2 K, alors areDifferent(b,0) ne change pas lacontrainte sur a.� Soit b; c 2 L = K(a), alors imposer areDifferent(b,c) est �equivalent �aimposer areDifferent(b-c,0)Lemme 3.4 Soit b 2 L = K(a) tel que b 62 K, alors areDifferent(b,0) peut seramener �a :� ou bien areDifferent(b',0) avec b0 2 K� ou bien imposer la contrainte \B(a) est di��erent de 0" sur a avec B 2 K[t]polynôme unitaire et de degr�e > 0.D�emonstrationSoit b 2 L de repr�esentant F 2 K(t). Posons F = B1=B2 avec B1; B2 2 K[t] et telque B2(a) 6= 0.Si le degr�e de B1 est 0, posons b0 = B1 2 K. Alors areDifferent(b,0) est�equivalent �a areDifferent(b',0).Si le degr�e de B1 est > 0, soit B le polynôme unitaire associ�e �a B1. AlorsareDifferent(b,0) est �equivalent �a imposer la contrainte \B(a) est di��erent de 0"sur a.



3 Calculs dans la clôture constructible dynamique. Scindages 75Th�eor�eme 3.5 Soit a un param�etre sur K̂ et B 2 K[t] un polynôme unitaire et dedegr�e > 0, s'il est possible d'imposer la contrainte \B(a) est di��erent de 0" sur aalors la nouvelle contrainte sur a soit ou bien de type algebraic ou bien de typeexception.D�emonstrationPour cela nous devons consid�erer trois cas, selon la contrainte sur a juste avantareDifferent :� Si a est de type anyElement alors nous pouvons imposer B(a) 6= 0 (qui est unenouvelle contrainte de type exception sur a) et areDifferent r�epond true.� Si a est de type exception, disons P1(a) 6= 0; : : : ; Pk(a) 6= 0, alors soit [L =[E1; D1; : : : ; Ek;Dk]; E] le r�esultat de decM(P1; : : : ; Pk; B) (algorithme 3).Si E = 1 alors la contrainte B(a) 6= 0 est d�ej�a v�eri��ee, la contrainte sura reste P1(a) 6= 0; : : : ; Pk(a) 6= 0, �ecrite comme E1(a) 6= 0; D1(a) 6=0; : : : ; Ek(a) 6= 0; Dk(a) 6= 0 en enlevant tout polynôme de degr�e 0 decette liste et areDifferent r�epond true.Sinon, la contrainte B(a) 6= 0 n'est pas v�eri��ee et il faut l'ajouter : la nouvellecontrainte est E1(a) 6= 0; D1(a) 6= 0; : : : ; Ek(a) 6= 0; Dk(a) 6= 0; E(a) 6= 0(de type exception), et areDifferent r�epond true.� Si a est de type algebraic, disons P (a) = 0, alors soit [E; D] le r�esultat dedec(P; B) (algorithme 2).Si D = 1 alors la contrainte B(a) 6= 0 est d�ej�a v�eri��ee, la contrainte sur a resteP (a) = 0 et areDifferent r�epond true. Si E = 1 alors la contrainte B(a) 6= 0ne peut pas être impos�ee, la contrainte sur a reste P (a) = 0 et areDifferentr�epond false.Dans les autres cas nous devons imposer B(a) 6= 0 : la nouvelle contrainte estE(a) = 0 et areDifferent r�epond true.Remarque Si l'on ne peut pas imposer une nouvelle contrainte sur un param�etre,on ne change pas la contrainte d�ej�a existante.Remarque Ceci nous montre qu'on peut consid�erer que l'instruction areDiffere-nt(x,y) (resp. l'instruction areEqual(x,y)) provoque le même scindage que le test\x = y", mais qu'ensuite on ne s'int�eresse plus qu'�a la branche o�u la r�eponse au testest false (resp. o�u la r�eponse au test est true).Remarque Avec cette d�emonstration nous avons �ni la d�emonstration du th�eor�e-me 3.1.



76 3 Calculs dans la clôture constructible dynamique. Scindages3.5 Arbre de scindagesAinsi, �a chaque calcul dans L = K(a) on associe un arbre, appel�e arbre de scindagesdu calcul, et construit de la mani�ere suivante :1. A chaque n�ud de cet arbre il y a :� ou bien le n�ud racine qui correspond �a l'appel de newElement� ou bien un test d'�egalit�e b = c (o�u b et c sont deux �el�ements de L) avectrois possibilit�es pour la r�eponse :{ true si b = c pour toutes les valeurs possibles de a. Ce n�ud a unseul �ls.{ false si b 6= c pour toutes les valeurs possibles de a. Ce n�ud a unseul �ls.{ true et false si les deux r�eponses sont possibles. Ce n�ud a deux�ls, un pour chaque r�eponse.� ou bien areEqual(b,c) avec deux possibilit�es pour la r�eponse :{ true s'il est possible d'imposer la contrainte demand�ee, et alors lesyst�eme l'impose. Ce n�ud a un seul �ls.{ false s'il est impossible d'imposer la nouvelle contrainte. Alors lesyst�eme ne modi�e pas les contraintes, et c'est �a l'utilisateur de g�e-rer la situation. Ce n�ud a un seul �ls.� ou bien areDifferent(b,c) avec deux possibilit�es pour la r�eponse :{ true s'il est possible d'imposer la contrainte demand�ee, et alors lesyst�eme l'impose. Ce n�ud a un seul �ls.{ false s'il est impossible d'imposer la nouvelle contrainte. Alors lesyst�eme ne modi�e pas les contraintes, et c'est �a l'utilisateur de g�e-rer la situation. Ce n�ud a un seul �ls.2. A chaque arête de cet arbre correspond une contrainte sur a qui exprime lesvaleurs possibles de a �a ce moment du calcul.3.6 Calculs dans la clôtureUn calcul sur la clôture constructible dynamique CL de K, est une combinaisond'op�erations +, -, * et inv, �a partir des constantes 0, 1, des �el�ements introduitspar newElement, avec des tests d'�egalit�e, ainsi que des instructions areEqual etareDifferent, et les \structures de contrôle" habituelles comme \if... then...else..." ou \while... repeat...".E�ectuer un calcul dans CL consiste essentiellement �a la construction de l'arbrede scindages associ�e.Par exemple :



4 Implantation 77a:= newElement('a)if areDifferent(a**4,1) thenb:= a**2 + aif b = 2 then return 0else return 1/(b-2)else return 0E�ectuer ce calcul revient �a construire l'arbre de scindages suivant :
1(a�1)(a+2) ������	a3 + a2 + a+ 1 6= 0and a 6= 1and a 6= �2 0@ @ @ @ @ @Ra = �2a**2 + a = 2? a4 � 1 6= 0areDifferent(a**4,1)? any anewElement('a)

Le n�ud racine de cet arbre correspond �a l'appel de newElement. Au n�udsuivant, on essaie d'imposer la contrainte areDifferent(a**4,1). Puisque c'estpossible, le syst�eme l'impose et retourne true. Ensuite, on trouve un n�ud o�u il y aun test d'�egalit�e avec deux possibilit�es pour la r�eponse, il en part donc deux arêtes,celle de gauche correspond �a false et celle de droite �a true.En�n on obtient le r�esultat :[ value is 0 in case a = - 2,1 3 2value is ----------- in case a + a + a + 1/= 0, a/= 1, a/= -2 ](a-1) (a+2)Bien sûr le cas o�u a4 � 1 = 0 n'est pas obtenu.4 ImplantationL'implantation de la clôture constructible repose sur la m�ethode de l'�evaluationdynamique, de la même mani�ere que l'implantation de la clôture alg�ebrique [DD].



78 4 ImplantationNous d�ecrivons ici l'implantation r�ealis�ee et les outils dont nous avons eu besoin,entre autres l'�evaluation dynamique et les ensembles dynamiques. Mais le lecteur netrouvera pas ici une d�e�nition rigoureuse de ces concepts.4.1 Evaluation dynamiqueEn g�en�eral, le processus de calcul implant�e dans les syst�emes de calcul existantsest l'�evaluation statique : chaque question intervenant dans un calcul donn�e poss�edeune seule r�eponse. Par exemple, la r�eponse �a un test d'�egalit�e est (toujours) vrai ou(exclusif !) (toujours) faux.Nous avons montr�e une situation plus g�en�erale que la pr�ec�edente : une ques-tion dans un calcul peut avoir plusieurs r�eponses, chacune correspondant �a un casdi��erent. Par exemple, nous avons vu que la r�eponse �a un test d'�egalit�e peut êtrequelquefois vrai et quelquefois faux : les deux r�eponses doivent être consid�er�ees et lecalcul doit continuer pour chaque r�eponse.L'�evaluation dynamique est le processus de calcul qui tient compte de l'existencede cette situation, et qui g�ere le calcul de fa�con que l'on consid�ere les deux r�eponses,chacune dans le cas correspondant. Le r�esultat du calcul consiste en la r�eunion detous les r�esultats possibles, chacun associ�e �a un cas di��erent.Cela nous montre que l'�evaluation dynamique est quelque chose de tr�es g�en�eral,et en particulier, on y trouve le processus de calcul \traditionnel". En fait, nous�etudions ici une seule application : le calcul avec des param�etres dans un corps.Le lecteur peut trouver une d�e�nition rigoureuse de l'�evaluation dynamique enutilisant la th�eorie des esquisses : [DR].Puisque les syst�emes de calcul existants ne tiennent pas compte de l'�evaluationdynamique, son implantation n'est pas une tâche simple. Malgr�e cela, des implan-tations de l'�evaluation dynamiques ont �et�e r�ealis�ees par C. Dicrescenzo et D. Du-val [DDD, DD] : une premi�ere implantation dans le syst�eme Reduce, connue sous lenom de D5 et qui a �et�e utilis�ee pour le calcul avec des nombres alg�ebriques ; unedeuxi�eme implantation dans le syst�eme Axiom, sur laquelle repose notre programmede la clôture constructible dynamique.Dans ces implantations l'�evaluation dynamique est seulement simul�ee, ce quinous fait perdre de l'e�cacit�e dans les gros calculs. Une vraie implantation de ceprocessus demande des syst�emes de calcul con�cus pour tenir compte de l'�evaluationdynamique.La fonction la plus importante de l'�evaluation dynamique est l'op�erateur allCasesqui, �a partir d'un calcul �a e�ectuer, g�ere le parcours de toutes les branches de l'arbrede scindages associ�e �a ce calcul. C'est cet op�erateur qui permet d'obtenir les solutionsdans tous les cas. Nous voyons l'utilisation de allCases dans la section 5.



4 Implantation 794.2 Ensembles dynamiquesUn ensemble dynamique est un ensemble avec les outils n�ecessaires pour e�ectuerl'�evaluation dynamique.Un des faits essentiels dans l'�evaluation dynamique est que \l'information donton dispose" �a chaque moment du calcul peut changer.En g�en�eral, l'information dont on dispose sur un �el�ement est d�ecrite dans sarepr�esentation, et nous avons vu en la section 3.2 que cette repr�esentation peutchanger.Parfois, il existe aussi des �el�ements sp�eciaux (par exemple les param�etres dansle cas de la clôture constructible dynamique) pour lesquels l'information n'est pasd�ecrite dans la repr�esentation mais dans les contraintes qu'ils v�eri�ent, et nous avonsvu dans les sections 3.3 et 3.4 comment elles peuvent changer.Cela nous am�ene �a distinguer deux types d'ensembles dynamiques :� ensembles de dynamisme actif : comme par exemple la clôture alg�ebrique dy-namique et la clôture constructible dynamique.Les ensembles de dynamisme actif sont caract�eris�es par l'existence de ces �el�e-ments sp�eciaux, appel�es noyaux. Ces �el�ements poss�edent la propri�et�e de sus-citer le dynamisme : une question faisant intervenir des noyaux peut produiredes scindages.Le corps premier de caract�eristique arbitraire est aussi de ce type, son seulnoyau est la caract�eristique.� ensembles de dynamisme passif : dans ce type d'ensembles nous trouvons lespolynômes ou les matrices �a coe�cients dynamiques puisque leur test d'�egalit�ese ram�ene au test d'�egalit�e sur les coe�cients.Les ensembles de dynamisme passif ne contiennent pas de noyaux, et les ques-tions (s'il y en a) ne provoquent pas \directement" de scindage ; ces ensemblesfont appel �a des ensembles de dynamisme actif o�u ont lieu les scindages.Les ensembles dynamiques que nous �etudions dans la section 4.3 sont aussi desensembles de dynamisme passif sauf la clôture constructible dynamique.La caract�eristique commune �a ces deux types d'ensembles est qu'un �el�ement peutêtre repr�esent�e par des expressions di��erentes correspondant �a des moments di��e-rents du calcul. Nous devons donc fournir les op�erations n�ecessaires pour permettreau calcul de \naviguer" entre ces repr�esentations. Ces op�erations sont la r�eductionet l'�egalit�e grossi�ere introduites dans la section 3.2 ; ce sont les outils que poss�edentles ensembles dynamiques pour e�ectuer l'�evaluation dynamique.Pour une d�e�nition plus \d�etaill�ee" des ensembles dynamiques le lecteur peutlire [Du].A partir des ensembles dynamiques, on peut construire des ensembles dynamiquesstructur�es [Du] : nous utilisons des anneaux et des corps dynamiques.



80 4 Implantation4.3 Clôture constructible dynamiqueNous introduisons ici les domaines (au sens Axiom) principaux que nous avonsconstruits pour le programme de la clôture constructible dynamique. Ces domainessont utilis�es pour :� les contraintes sur les param�etres : polynômes et contraintes.� les �el�ements de la clôture : polynômes, d�enominateurs et fractions.Ces domaines ont des relations �etroites entre eux, qui peuvent sembler compliqu�eesmais qui, en fait, sont tr�es simples quand on n'oublie pas la r�ecursion.Nous utilisons, pour cette pr�esentation, un peu de terminologie Axiom : : :4.3.1 Polynômes dynamiquesDynamicUnivariatePolynomial(R)where R: DynamicRingCategoryCe domaine des polynômes dynamiques est tr�es important dans le programmede la clôture constructible, de même que dans la clôture alg�ebrique dynamique [DD,Du]. Il est utilis�e pour la repr�esentation des �el�ements de la clôture et aussi dans larepr�esentation des contraintes sur les param�etres ; de plus l'op�eration de scindagerepose enti�erement sur le calcul du pgcd de ces polynômes. Donc, nous avons besoind'un domaine le plus e�cace possible.Nous utilisons DynamicUnivariatePolynomial avec CL comme argument. (At-tention �a la r�ecursion !).La repr�esentation de ses �el�ements consiste en la liste de ses coe�cients (qui sontdonc dans CL).La r�eduction d'un polynôme de ce domaine est la r�eduction de ses coe�cients,plus une pr�esentation du polynôme avec le coe�cient de tête grossi�erement di��erentde z�ero.L'�egalit�e grossi�ere de polynômes revient aussi �a l'�egalit�e grossi�ere de ses coe�-cients.L'op�eration la plus importante est le calcul de pgcd, e�ectu�e par un algorithmede sous-r�esultants [DD, Du].4.3.2 Contraintes dynamiquesDynamicConstructibleLaw(K)where K: DynamicFieldCategoryC'est le domaine cr�ee pour la manipulation des contraintes (laws) sur les param�e-tres. Nous avons vu dans la section 3 les types de contraintes et comment fonctionnele scindage des contraintes. Rappelons que les polynômes qui apparaissent dansles contraintes sont toujours en une variable, unitaires, de degr�e > 0, sans facteur



4 Implantation 81commun dans le cas exception et en�n, sans facteur multiple lorsque la caract�e-ristique du corps est nulle.La repr�esentation des contraintes est faite essentiellement avec des polynômesdynamiques ; mais de plus nous avons utilis�e la repr�esentation des contraintes pouremmagasiner des informations additionnelles. Ces informations proviennent des con-traintes, mais elles seront utilis�ees ailleurs. Avant d'expliquer mieux ce point, nousdevons connâ�tre les di��erentes composantes de cette repr�esentation.Polynômes g�en�eralis�es Pour la repr�esentation des contraintes, nous avons intro-duit des polynômes g�en�eralis�es. Un polynôme g�en�eralis�e est un polynôme dynamique,mais pour optimiser quelques calculs, il est \accompagn�e" de certaines informations.NNI ==> NonNegativeIntegerPoly ==> DynamicUnivariatePolynomial(K)Rule ==> Union(linear: K, nonlinear: Poly)-- Generalized Polynomial:Gpol ==> Record(rul: Rule, deg: NNI, fla: Flag, mul: NNI)Cela veut dire qu'un polynôme g�en�eralis�e est compos�e de 4 champs :� Lorsque mul = 1 alors :{ rul est :� ou bien un polynôme unitaire de degr�e > 1� ou bien une constante r de K qui repr�esente le polynôme x� r{ deg est le degr�e du polynôme de rul{ fla est une \�etiquette" contenant une information sur le polynôme derul :� fla est prime si on sait que le polynôme est premier, comme parexemple dans le cas de degr�e 1,� fla est squarefree si on sait que le polynôme est sans carr�e, commepar exemple dans le cas de caract�eristique nulle,� fla est noFlag si on n'a pas d'information sur le polynôme.� Lorsque mul = 0, le polynôme g�en�eralis�e n'est pas utilis�e dans les contraintesmais il garde des informations qui seront utilis�ees dans les d�enominateurs oules fractions (ce point est expliqu�e en d�etail ci-dessous).Alors la repr�esentation d'une contrainte est :Rep:= Record(lgpol: List Gpol, typ: Boolean, sym: Symbol)o�u :



82 4 Implantation� lgpol est une liste de polynômes g�en�eralis�es. Nous verrons ci-dessous quel'ordre de disposition des polynômes dans lgpol est important.� typ indique le type de contrainte :{ typ est true si la contrainte est de type exception (la contrainte est detype anyElement si typ est true et lgpol est la liste vide){ typ est false si la contrainte est de type algebraic� sym est le symbole qui repr�esente le noyau (constructibleKernel) auquelcorrespond la contrainte.Exemples1. Si par exemple a est de type anyElement alors cette contrainte sur a est repr�e-sent�e par :[[ ], true, a]2. Si a est de type exception, par exemple a� 1 6= 0, sur un corps de caract�e-ristique 0, la repr�esentation de la contrainte est :[[[1, 1, prime, 1]], true, a]3. Si a est de type algebraic, par exemple a3 � 2 = 0, sur un corps de caract�e-ristique 0, la repr�esentation de la contrainte est :3[[[t - 2, 3, squarefree, 1]], false, a]Cette repr�esentation pourrait aussi être donn�ee par :3 2[[[t - 2, 3, squarefree, 1], [t + t + 1, 1, prime, 0]],false, a](cet exemple est trait�e en d�etail ci-dessous)4. Si a est de type exception, par exemple (a� 1)2(a� 3)2 6= 0, sur un corps decaract�eristique 5 (o�u (a�1)2(a�3)2 = a4+2a3+2a2+a+4), la repr�esentationde la contrainte est :4 3 2[[[t + 2t + 2t + t + 4, 4, noFlag, 1]], true, a]



4 Implantation 835. Si a est de type exception, par exemple (a � 3)2 6= 0; (a � 1) 6= 0, sur uncorps de caract�eristique 5, la repr�esentation de la contrainte peut être :2[[[t - t + 4, 2, noFlag, 1], [1, 1, prime, 1],[1, 1, prime, 0]], true, a](cet exemple est trait�e en d�etail ci-dessous).Cas avec mul = 0 Il y a deux situations sp�eciales dans lesquelles il apparâ�t despolynômes g�en�eralis�es avec mul = 0 :� dans le scindage d'une contrainte de type exception (di��erente de anyElement)avec une nouvelle contrainte sur le param�etre de type algebraic. Par exem-ple si q(a) = 0 est la nouvelle contrainte alg�ebrique qui vient du scindage dep(a) 6= 0, alors la liste des polynômes g�en�eralis�es dans sa repr�esentation est :[[rul(q), deg(q), fla(q), 1], [1/p mod q, deg(p), fla(p), 0]]L'exemple (3) pr�ec�edent correspond �a cette situation :{ la premi�ere repr�esentation de la contrainte a3�2 = 0 sur a s'obtient dansle scindage de la contrainte anyElement par rapport au polynôme t3� 2.{ la deuxi�eme repr�esentation s'obtient dans le scindage de la contraintea�1 6= 0 par rapport au polynôme t3�2, le deuxi�eme �el�ement de la listede polynômes g�en�eralis�es (t2+ t+1) est l'inverse de t� 1 modulo t3� 2.Noter que les parties correspondant au degr�e et au flag contiennent lesinformations sur t� 1.Cela correspond dans le cas alg�ebrique �a ce que tout d�enominateur di��erentde 1 se ram�ene au num�erateur (voir le domaine des d�enominateurs pour unexemple).� dans le cas o�u la caract�eristique est non nulle, les polynômes qui apparaissentdans les contraintes ne sont pas forc�ement sans carr�e, et le scindage des con-traintes de type exception a des r�epercussions dans la repr�esentation choisiepour les d�enominateurs. Si p(a) 6= 0; q(a) 6= 0 est la nouvelle contrainte detype exception qui vient du scindage de p(a) 6= 0 par rapport �a q, alors nousposons :p1 = pp(p; q)p2 = pgcd(p; q)c = pp1p2



84 4 Implantationp3 = pp(q; p2)La contrainte p(a) 6= 0; q(a) 6= 0 a la liste suivante de polynômes g�en�eralis�esdans sa repr�esentation :[[rul(p1), deg(p1), fla(p1), 1], [rul(p2), deg(p2), fla(p2), 1],[rul(c), deg(c), fla(c), 0], [rul(p3), deg(p3), fla(p3), 1]]Ceci est la liste compl�ete, mais s'il y avait des polynômes constants, ils n'ap-parâ�traient pas dans cette liste.L'exemple (5) pr�ec�edent correspond �a cette situation : nous avons le param�e-tre a sur un corps de caract�eristique 5 avec la contrainte (a� 1)2(a� 3)2 6= 0(donc p = (a� 1)2(a� 3)2) et on teste si \a� 1 = 0 ?" (donc q = a� 1). Nousconsid�erons la branche de l'arbre des scindages o�u la r�eponse est false, et o�ula nouvelle contrainte sur a est (a� 3)2 6= 0; (a� 1) 6= 0. La repr�esentation decette nouvelle contrainte est :2[[[t - t + 4, 2, noFlag, 1], [1, 1, prime, 1],[1, 1, prime, 0]], true, a]o�u le polynôme g�en�eralis�e correspondant �a p3 n'apparâ�t pas puisqu'il est cons-tant. Nous montrons un exemple plus d�etaill�e dans le domaine des d�enomina-teurs.Dans l'�egalit�e grossi�ere de deux contraintes nous commen�cons par tester si lescontraintes sont du même type. En ce cas on teste l'�egalit�e grossi�ere des polynômesqui interviennent dans la contrainte (c'est-�a-dire, avec mul=1 et plac�es dans despositions correspondantes dans les listes de chaque contrainte).La r�eduction d'une contrainte consiste en la r�eduction des polynômes avec mul=1.Dans ce domaine il y a des op�erations, dont la plus importante est le scindage(split), qui changent la contrainte actuelle sur le param�etre : elles ne peuvent êtreutilis�ees que depuis le domaine de la clôture constructible dynamique.Consid�erer des polynômes toujours sans carr�e dans le cas de caract�eristique nullenous a pos�e encore un autre probl�eme avec les contraintes de type exception. Ceprobl�eme correspond �a la situation o�u une expression, dont on sait qu'elle est nonnulle, ne peut pas être exprim�ee comme un d�enominateur.Par exemple, si on a a de type anyElement et on pose la question \(a�2)(a�3)2 =0 ?", la contrainte obtenue pour le cas de r�eponse false est (a � 2)(a � 3) 6= 0.Alors l'expression (a� 2)(a� 3)2 est non nulle, mais elle ne peut pas être exprim�eecomme un d�enominateur, c'est-�a-dire, on n'a pas acc�es �a l'�el�ement 1(a�2)(a�3)2 , parce



4 Implantation 85que l'expression n'est pas une puissance de (a � 2)(a � 3). Cet exemple est trait�eplus en d�etail dans le domaine des d�enominateurs.En ce cas le scindage fait du travail suppl�ementaire : une d�ecomposition dupolynôme dans la contrainte en facteurs sans carr�e, de fa�con qu'on �evite le probl�eme.Dans notre exemple, la contrainte sera a�2 6= 0; a�3 6= 0 au lieu de (a�2)(a�3) 6= 0.Ce probl�eme, de même que les pr�ec�edents (cas de mul=0), est li�e au domaine desd�enominateurs, et il sera mieux compris apr�es avoir �etudi�e ce domaine.4.3.3 Repr�esentation dynamique : fractions et d�enominateursDynamicConstructibleFraction(K)where K: DynamicFieldCategoryLes �el�ements de ce domaine sont utilis�es pour la repr�esentation des �el�ements deCL. Nous avons expliqu�e en la section 3.2 les points essentiels de cette repr�esentation.La repr�esentation d'une fraction dynamique est compos�ee d'un polynôme dy-namique et d'un d�enominateur dynamique :Deno ==> DynamicConstructibleDenominator(K)Poly ==> DynamicUnivariatePolynomial(K)Rep:= Record(num: Poly, den: Deno)Nous avons vu dans la section 4.3.1 les polynômes, voyons les d�enominateurs.D�enominateurs dynamiquesDynamicConstructibleDenominator(K)where K: DynamicFieldCategoryCet ensemble est probablement l'ensemble dynamique le plus curieux que nousayons trouv�e (nous avons pens�e dans un premier temps qu'il n'�etait pas du toutdynamique : : : ). En fait le dynamisme de la clôture constructible montre son in-uence sur cet ensemble de deux fa�cons di��erentes. Commen�cons par dire ce qu'estun d�enominateur.Un d�enominateur repr�esente un �el�ement de la clôture dont on sait qu'il est nonnul. Cette d�e�nition d�epend donc de la contrainte sur le noyau :� Si la contrainte est anyElement, le seul d�enominateur est 1.� Si la contrainte est exception, disons P1(a) 6= 0; : : : ; Pk(a) 6= 0, alors les�el�ements de la clôture e1 = P1(a); : : : ; ek = Pk(a) engendrent l'ensemblemultiplicatif S = fen11 � : : : � enkk j (n1; : : : ; nk) 2 Nkgd'�el�ements non nuls dans la clôture. Un d�enominateur est un �el�ement quel-conque de S.



86 4 Implantation� Si la contrainte est algebraic, disons P (a) = 0, tout polynôme Q avecpgcd(P;Q) = 1 repr�esente un �el�ement non nul de la clôture. Dans ce cas,en utilisant l'identit�e de Bezout, on peut se ramener �a une fraction avec d�e-nominateur 1.Lorsque la contrainte alg�ebrique provient du scindage d'une contrainte detype exception, la repr�esentation de la nouvelle contrainte garde des informa-tions pour faciliter cette op�eration. Cela correspond au premier cas de mul=0.Voyons un exemple :Reprenons l'exemple (3) consid�er�e dans la section des contraintes. Nous avonsle param�etre a avec la contrainte a�1 6= 0 et l'�el�ement de la clôture e = 1(a�1)2 .On pose la question \a3 � 2 = 0 ?" et on consid�ere la branche de l'arbre desscindages o�u la r�eponse est true avec une nouvelle contrainte alg�ebrique sura : a3 � 2 = 0. L'�el�ement e a une nouvelle expression : e = (a2 + a+ 1)2.Donc, si la contrainte est de type algebraic (notons c1 cette contrainte) etprovient du scindage d'une contrainte de type exception (que nous notonsc2), alors l'ensemble des d�enominateurs de c1 est le même que l'ensemble desd�enominateurs de c2. Lors de la r�eduction, ces d�enominateurs sont ramen�es aunum�erateur. Dans les autres cas l'ensemble des d�enominateurs est f1g.En cons�equence un d�enominateur non-trivial correspond �a un polynôme de laforme P n11 � : : : � P nkk en relation avec une contrainte de type exception. Et donc,en tant que polynôme (�a coe�cients dynamiques), il a une r�eduction et une �egalit�egrossi�ere associ�ees ; elles sont utilis�ees pour la pr�esentation externe d'un d�enomina-teur. Cela correspond �a la premi�ere inuence du dynamisme de la clôture.La deuxi�eme inuence correspond au changement des contraintes au fur et �amesure du calcul, mais elle correspond plus pr�ecis�ement au changement de l'ensembleS lors des contraintes de type exception. Par exemple, si on a une contrainte detype exception sur le noyau, elle peut devenir alg�ebrique par un scindage et led�enominateur doit passer au num�erateur. Nous avons montr�e un exemple ci-dessuset, en fait, cela correspond �a l'op�eration de r�eduction dans le domaine des fractions.Nous nous int�eressons ici seulement aux contraintes de type exception. Voyonsce qu'il arrive quand la nouvelle contrainte apr�es un scindage est aussi de typeexception.Pour cela supposons qu'un d�enominateur correspondant �a la contrainte P1(a) 6=0; : : : ; Pk(a) 6= 0 est repr�esent�e par la liste des exposants : (n1; : : : ; nk) (nousvoyons ci-dessous la repr�esentation choisie, pas tr�es �eloign�ee de celle-ci), et qu'apr�esun ou plusieurs scindages, on a la nouvelle contrainte P1(a) 6= 0; : : : ; Pk(a) 6=0; Pk+1(a) 6= 0; : : : ; Pl(a) 6= 0, ce qui nous donne acc�es �a des d�enominateursde longueur l > k. Mais maintenant, si nous voulons faire des op�erations avecdes d�enominateurs, il peut arriver qu'ils aient des longueurs di��erentes, puisqu'ilscorrespondent �a des moments di��erents du calcul. Cela nous montre que même si



4 Implantation 87l'on choisit une repr�esentation \ind�ependante" des coe�cients dynamiques, le dy-namisme se manifeste de toute fa�con.Pour simpli�er le plus possible les op�erations sur les d�enominateurs (puisquec'est possible et simple), nous avons choisi de les ramener au même point du calcul,ce qui correspond �a ajouter des z�eros �a la �n du d�enominateur \le plus ancien".Cette op�eration s'appelle arrange et prend comme arguments deux d�enominateurs.Nous pouvons aussi actualiser un d�enominateur par rapport �a une contrainte, maiscela complique les op�erations et demande, de plus, la contrainte comme argumentdans les op�erations.Nous avons choisi l'implantation de la fonction reduce dans ce contexte. La r�e-duction d'un d�enominateur consiste �a e�acer les z�eros (s'il y en a) �a la �n de larepr�esentation. Voyons un exemple.Exemple Consid�erons le param�etre a avec une contrainte a � 1 6= 0 et le d�e-nominateur d1 =[2] correspondant �a l'�el�ement e1 = 1(a�1)2 . Apr�es scindage, nousavons la contrainte a � 1 6= 0; a � 3 6= 0 et un nouveau d�enominateur d2 =[0,1]correspondant �a l'�el�ement e2 = 1a�3 .E�ectuer e1e2 revient �a d1d2, et pour optimiser le produit des d�enominateurs,nous faisons d'abord arrange(d1, d2) avec pour r�esultat [[2,0], [0,1]]. Celasigni�e que nous avons actualis�e la repr�esentation du d�enominateur [2] �a [2,0] parrapport �a d2.Maintenant nous pouvons avoir besoin de la repr�esentation plus simple choisiepour le d�enominateur d1 et donc nous e�ectuons reduce([2,0]) qui retourne [2].Cela signi�e que nous revenons �a l'ancienne repr�esentation de d1 dans le calcul, etc'est plus optimal au niveau des op�erations.Cela nous montre aussi que l'op�eration arrange est une r�eduction d'un d�enomi-nateur par rapport �a un autre. On modi�e la repr�esentation d'un même �el�ement, en\avan�cant" dans l'arbre de scindages.De même, tester l'�egalit�e grossi�ere consiste �a tester l'�egalit�e des listes que repr�e-sentent les d�enominateurs ; et nous avons implant�e une �egalit�e (qui ne produit pasde scindage, �evidemment) qui teste l'�egalit�e des listes que repr�esentent deux d�enomi-nateurs, mais apr�es r�eduction. Cette �egalit�e est plus pr�ecise que l'�egalit�e grossi�ere.Passons maintenant �a la repr�esentation :Rep:= List NonNegativeIntegerSi la contrainte de type exception est donn�ee par la liste de polynômes P1; : : : ; Pket di est le degr�e de Pi pour i = 1; : : : ; k, le d�enominateur P n11 � : : : � P nkk estrepr�esent�e par la liste de longueur d1 + : : :+ dk :[n1, ..., n1, n2, ..., n2, ..., ..., nk, ..., nk]



88 4 Implantationo�u chaque ni est r�ep�et�e di fois.De cette fa�con la repr�esentation du d�enominateur n'est pas modi��ee quand lacontrainte Pi(a) 6= 0 s'�ecrit, apr�es scindage, Qi(a) 6= 0;Di(a) 6= 0 avec Qi et Di deuxfacteurs de Pi pour i = 1; : : : ; k. Cela reste �evident quand on travaille avec despolynômes sans carr�e en caract�eristique nulle. Dans le cas de caract�eristique di��e-rente de 0, la repr�esentation des contraintes r�esout ce probl�eme ; ceci correspond audeuxi�eme cas de mul=0. Voyons un exemple :Reprenons les exemples (4) et (5) consid�er�es dans les contraintes. Nous avonsle param�etre a sur un corps de caract�eristique 5 et la contrainte sur a est a4 +2a3 + 2a2 + a+ 4 6= 0. Supposons qu'on ait le d�enominateur [1,1,1,1] qui signi�e(a4+2a3+2a2+a+4)1. Apr�es le test \a�1 = 0 ?" (avec r�eponse false) nous avons lanouvelle contrainte a2�a+4 6= 0; a�1 6= 0, mais repr�esent�ee par [a2�a+4; mul =1]; [a�1; mul = 1]; [a�1; mul = 0]. La repr�esentation du d�enominateur ne changepas, mais maintenant il faut l'interpr�eter comme : (a2 � a+ 4)1(a� 1)1(a� 1)1.Les op�erations usuelles dans l'ensemble multiplicatif S sont maintenant tr�es sim-ples, principalement le calcul de pgcd et le produit. Nous montrons ici le code cor-respondant �a ces op�erations :de1 * de2 ==lde:= arrange(de1,de2)nn:= #lde.1[ lde.1.i + lde.2.i for i in 1..nn ]gcd(de1,de2) ==lde:= arrange(de1,de2)de:= lde.1for i in 1..#de repeatif lde.2.i < de.i then de.i:= lde.2.ideLes op�erations les plus importantes sont les op�erations de passage entre le codagedu d�enominateur et le polynôme qu'il repr�esente : makeDenominator et makePolyno-mial. Ces deux fonctions ont besoin de la contrainte comme argument. Nous avonsd�ej�a une id�ee sur la fonction makePolynomial, voyons la fonction makeDenominator.La tâche de makeDenominator est d'exprimer un polynôme comme un d�enomi-nateur par rapport �a une contrainte de type exception si cela est possible. Doncses arguments sont le polynôme et la contrainte. Supposons que la contrainte soitP1 6= 0; : : : ; Pk 6= 0 et consid�erons P un polynôme, alors on peut toujours �ecrireP = P n11 � : : : � P nkk �R, avec ni � 0 et R non divisible par Pi, i = 1; : : : ; k.� si R est constant, le r�esultat est [true,[n1,...,nk],R], ce qui signi�e quenous pouvons exprimerP (ou plutôt P=R) commeun d�enominateur [n1; :::; nk].



4 Implantation 89� dans le cas contraire, le r�esultat est [false,[n1,...,nk],R], ce qui signi�eque nous ne pouvons pas exprimer P comme le d�enominateur.Par exemple, si on a a tel que (a � 2)(a � 3) 6= 0 et P = (a � 2)(a � 3)2 alors ler�esultat de makeDenominator est :[false, [1,1], a-3]mais si la contrainte est a� 2 6= 0; a� 3 6= 0, alors le r�esultat est :[true, [1,2], 1]Cette fonction est utilis�ee par exemple dans la r�eduction des fractions (voir cedomaine pour un exemple), mais elle est aussi utilis�ee dans un point important dela clôture. Puisque une partie de son r�esultat est bool�eenne, elle nous fournit un testgrossier d'�egalit�e �a z�ero.Par exemple, si on a a tel que a � 2 6= 0; a � 3 6= 0 et nous devons faire letest \(a� 2)(a� 3)2 = 0 ?", nous utilisons makeDenominator qui r�epond true sanslancer des scindages.Une autre fa�con d'utiliser cette fonction est la suivante : si on a a tel que(a � 2)(a � 3) 6= 0 et nous voulons faire le test \(a � 2)(a � 3)2 = 0 ?", alorsmakeDenominator r�epond false, mais maintenant la question \(a�2)(a�3)2 = 0 ?"est �equivalente �a la question \a� 3 = 0 ?".Nous avons trouv�e dans l'article [GPT] des codages similaires aux d�enominateursconstructibles. Ils sont utilis�es pour limiter la croissance des coe�cients dans le calculdes bases standard.Fractions dynamiquesRappelons qu'une fraction dynamique est compos�ee d'un polynôme dynamique etd'un d�enominateur dynamique. Nous avons choisi de coder les d�enominateurs enfonction des polynômes d'une contrainte de type exception, et donc, il y a des op�e-rations dans ce domaine qui ont besoin de cette contrainte comme argument, parexemple la somme de fractions, dont nous montrons ici le code :addition(fr1,fr2,la) ==if algebraicType? la thenp:= makePolynomial(fr1.den,la)$Denoq:= makePolynomial(fr2.den,la)$Denonume:= (fr1.num * p) + (fr2.num * q)deno:= 1$Denoelsedeno:= lcm(fr1.den,fr2.den)$Denode1:= (deno exquo fr1.den)::Denode2:= (deno exquo fr2.den)::Denop:= makePolynomial(de1,la)$Deno



90 4 Implantationq:= makePolynomial(de2,la)$Denonume:= (fr1.num * p + fr2.num * q)$Poly[nume,deno]Cela nous montre l'utilisation de la contrainte dans ce type d'op�erations : nous e�ec-tuons, autant que possible, des op�erations sur les d�enominateurs (puisqu'elles sontbeaucoup moins coûteuses), mais parfois nous devons ramener les d�enominateurs aunum�erateur en utilisant makePolynomial, d'o�u l'utilisation de la contrainte.Il y a d'autres op�erations qui deviennent extrêmement simples (la multiplication,les puissances), et en�n il y a des op�erations qui d�ependent du type de la contrainte,et qui agissent de fa�con di��erente selon ce type (comme la somme par exemple).Dans ce dernier cas nous trouvons l'op�eration de r�eduction :� Si la contrainte est anyElement, la r�eduction d'une fraction consiste en lar�eduction du num�erateur (le d�enominateur est 1).� Si la contrainte est exception, la r�eduction consiste en une simpli�cation parrapport �a l'ensemblemultiplicatifS : on applique la fonction makeDenominatoret on e�ectue une simpli�cation du d�enominateur de ce r�esultat avec le d�e-nominateur de la fraction. Voyons un exemple :Supposons que nous avons a tel que (a�2)(a�3) 6= 0 et l'�el�ement (a�2)(a�3)3[(a�2)(a�3)]2 .Sa r�eduction commence par makeDenominator appliqu�e �a (a� 2)(a� 3)3 et �a(a� 2)(a� 3) 6= 0. Le r�esultat est [false; [1; 1]; (a� 3)2]. Le d�enominateur dela fraction est [2; 2], et on fait une simpli�cation des deux d�enominateurs :(a� 2)(a� 3)3[(a� 2)(a� 3)]2 =(a� 2)(a� 3)3[2; 2] = [1; 1] � (a� 3)2[2; 2] = [0; 0] � (a� 3)2[1; 1] =(a� 3)2(a� 2)(a� 3)� Si la contrainte est algebraic, la r�eduction consiste �a ramener le d�enominateur(s'il y en a un) au num�erateur et �a r�eduire le num�erateur. Comme exemplenous avons l'exemple (3) dans le domaine des d�enominateurs.Cela signi�e que la r�eduction des fractions est en fait une simpli�cation \pa-resseuse".L'�egalit�e grossi�ere des fractions constructibles consiste en l'�egalit�e des d�enomi-nateurs et l'�egalit�e grossi�ere des num�erateurs.



4 Implantation 914.3.4 Clôture constructible dynamiqueDynamicConstructibleClosure(K)where K: FieldNous avons d�ecrit ainsi tous les outils n�ecessaires pour la clôture constructible,dont la structure est similaire �a celle de la clôture alg�ebrique dynamique (mais avecune repr�esentation un peu plus compliqu�ee due aux fractions).Nous avons vu que la construction de la clôture est r�ecursive : on ajoute lesnoyaux les uns apr�es les autres avec l'instruction newElement. Chaque noyau a unniveau associ�e : si a1; a2; : : : ; an sont les param�etres introduits, alors le niveau deai est i.Ainsi dans l'introduction d'un nouveau noyau, on peut consid�erer les polynômesdynamiques avec des coe�cients dans la partie de la clôture d�ej�a construite et lesutiliser dans la repr�esentation.
POLYNOMES

CONTRAINTES

DENOMINATEURS

FRACTIONS

CLOTURE
RECURSIONL'�egalit�e grossi�ere et la r�eduction des �el�ements de la clôture reviennent �a l'�egalit�egrossi�ere et la r�eduction des fractions.Les op�erations les plus importantes sont newElement,areEqual et areDifferentdont nous avons d�ej�a parl�e.4.4 Am�eliorationsBeaucoup d'am�eliorations sont possibles, �a des niveaux tr�es di��erents. Quelques unespourront se faire dans un futur (que nous attendons et souhaitons) proche. D'autressont vues �a terme.Commen�cons par les am�eliorations \de bas niveau". Nous ne devons pas oublierque notre e�cacit�e d�epend essentiellement de l'e�cacit�e de l'implantation de l'�e-valuation dynamique. Puisque cela n'est pas une tâche simple, nous pensons que



92 5 Quelques applications et exemplescette am�elioration ne pourra se faire qu'�a plus long terme. Ceci est une des raisonspour lesquelles il ne nous parâ�t pas raisonnable de faire des comparaisons de tempsde calcul avec d'autres programmes.En ce qui concerne la programmation, il y a aussi beaucoup de choses �a revoir.D'une part, nous connaissons beaucoup mieux maintenant le syst�eme Axiom etsa programmation. D'autre part, nous connaissons mieux le probl�eme auquel nousfaisons face (le calcul avec des param�etres) et quelques \petits probl�emes" qu'ilg�en�ere. Cela va nous permettre d'optimiser quelques points dans les programmes.Nous regardons ici de plus pr�es quelques am�eliorations correspondant aux domainesd�ecrits :� Polynômes. Une premi�ere am�elioration peut commencer par la reconsid�e-ration des polynômes g�en�eralis�es. Il semble que construire un domaine e�cacepour ces polynômes et les utiliser dans d'autres domaines (par exemple lesfractions constructibles) peut optimiser beaucoup de calculs.Nous voulons aussi �etudier di��erentes possibilit�es en relation avec le calcul depgcd, en particulier dans le sens de [GPT] :the greatest between the common divisors that are easy to compute� Contraintes. Nous voulons introduire deux nouvelles contraintes : le typetranscendent et le type failed. Ces deux contraintes sont d�ej�a plus ou moinsconsid�er�ees (de fa�con plutôt cach�ee) dans le programme, mais nous souhaitonsun traitement plus propre.� Fractions. Nous avons vu que dans le cas d'une contrainte alg�ebrique quiprovient d'une contrainte de type exception, les d�enominateurs sont ramen�esau num�erateur par la r�eduction. Nous consid�erons la possibilit�e de continuerla manipulation des d�enominateurs, même dans les contraintes alg�ebriques quine proviennent pas des contraintes de type exception.� Clôture. Dans tout ce programme il reste le probl�eme de la r�eduction. Defa�con interne, les donn�ees utilis�ees pendant un calcul ne sont pas r�eduites eng�en�eral. Cela signi�e qu'on peut manipuler des donn�ees \grosses" qui ralen-tissent (beaucoup) les calculs, et qui en fait sont \petites" (apr�es r�eduction).Cela est impos�e par l'algorithme des sous-r�esultants implant�e pour le calcul dupgcd, bien que cet algorithme soit optimal dans d'autres circonstances. Il sem-ble qu'une bonne �etude et un meilleur traitement de la r�eduction d'une part,et le choix d'un algorithme mieux adapt�e �a notre probl�eme d'autre part [AK],puissent nous aider �a être plus e�caces.5 Quelques applications et exemplesDans cette section nous montrons quelques exemples de l'utilisation du programmede la clôture constructible dynamique. Nous avons divis�e cette section en trois par-



5 Quelques applications et exemples 93ties, chacune correspondant �a une application :� calculs avec des param�etres en g�en�eral� r�esolution des syst�emes d'�equations polynomiales� d�emonstration automatique de th�eor�emes en g�eom�etrie.Nous pr�esentons des exemples avec les nombres rationnels comme corps de base,et donc nous consid�erons des param�etres complexes. Mais il est possible (grâce �ala g�en�ericit�e d'Axiom et de notre m�ethode) de consid�erer comme corps de base uncorps quelconque. D'autres exemples ont �et�e pr�esent�es dans [Go93, DGD].Guide d'utilisationL'utilisation de ce programme peut être interactive, mais en g�en�eral nous sommesint�eress�es par l'obtention des r�esultats complets, c'est-�a-dire des r�esultats qui con-tiennent toutes les r�eponses possibles, ce qui est donn�e par la fonction allCases.Pour cela nous pensons qu'il est plus simple pour les utilisateurs de construireun �chier (avec extension .input pour être reconnu par Axiom) en suivant celui quenous proposons ici :++ Partie IK:= ++ corps de baseCL:= DynamicConstructibleClosure KCC:= DynamicConstructibleCase K++ Partie IIfonction(x:Type1):Type2 ==++ Pas 1: introduction des parametresa:CL:= newElement('a)...++ Pas 2: operations a realiserif (a=1) then ...++ Partie III++ (DCTRL= DynamicControlPackage)allCases(fonction,argument)$DCTRL(CC, Type1, Type2)� Partie I. Dans cette partie, on introduit le corps de base souhait�e et onconstruit la clôture constructible de ce corps. La fonction allCases a besoinaussi d'un autre domaine, DynamicConstructibleCase, pour la pr�esentationdu r�esultat. En g�en�eral, l'utilisateur a seulement besoin de connâ�tre son nomen tout cas on peut toujours s'informer avec les commentaires des programmes.Dans les exemples qui suivent nous avons en g�en�eral :



94 5 Quelques applications et exemplesRN:= Fraction IntegerCL:= DynamicConstructibleClosure RNCC:= DynamicConstructibleCase RN� Partie II. Dans cette partie on d�e�nit une fonction qui d�ecrit le calcul sp�e-ci�que �a e�ectuer dans la clôture : nous devons commencer par introduire lesparam�etres que ce calcul va utiliser, et dans un deuxi�eme pas nous sp�eci�onsles op�erations sur ces param�etres.� Partie III. Ici on fait appel �a la fonction (que nous avons construite dans lapartie II) d'une fa�con un peu sp�eciale, due �a l'utilisation de allCases. Tellequ'elle est programm�ee actuellement, allCases a besoin d'un (seul) argumenten entr�ee.5.1 Calculs avec des param�etresNous montrons ici des exemples de nature tr�es di��erente sur les calculs avec desparam�etres.Exemple 1 R�esolution d'un syst�eme lin�eaireVoici une des utilisations �el�ementaires du programme de la clôture.Nous voulons r�esoudre un syst�eme lin�eaire o�u la matrice des coe�cients d�ependd'un param�etre. Pour la r�esolution des syst�emes lin�eaires nous utilisons la fonctionsolve d'Axiom implant�ee �a cette �n ; pour la gestion du param�etre nous utilisonsla clôture constructible dynamique.Prenons par exemple le syst�eme : a 11 1 ! xy ! =  21 !Pour cela nous �ecrivons ce �chier (en suivant le guide d'utilisation) :RN:= Fraction IntegerCL:= DCCLOS RNCC:= DCCASE RNM:= Matrix CLV:= Vector CLP:= LinearSystemMatrixPackage(CL,V,V,M)PS:= Union(V, "failed")Sol:= Record(particular: PS, basis: List V)



5 Quelques applications et exemples 95dynReso(n:NNI):Sol ==a:CL:= newElement('a)m:M:= [[a,1],[1,1]]v:V:= [2,1]solve(m,v)$PallCases(dynReso,0)$DCTRL(CC,NNI,Sol)Puisque la clôture constructible dynamique est un corps, nous pouvons construiredes matrices et des vecteurs avec des coe�cients dans CL.P:= LinearSystemMatrixPackage(CL,V,V,M) indique �a Axiom o�u est la fonc-tion solve que l'on souhaite utiliser, et PS et Sol sp�eci�ent le type du r�esultat desolve.Dans le pas suivant, nous construisons notre petite fonction : nous commen�conspar l'introduction du param�etre, la construction de la matrice des coe�cients et levecteur du second membre, et nous appelons �a la fonction solve d'Axiom avec lesdonn�ees ainsi construites.Finalement nous faisons appel �a cette nouvelle fonction avec allCases. Noterqu'ici l'argument de la fonction dynReso n'est pas utilis�e. Cela n'a pas grande im-portance. Voici le r�esultat :[value is [particular= [- 1,2],basis= [[0,0]]] in case a = 0,value is [particular= "failed",basis= [[- 1,1]]] in case a = 1,1 a - 2value is [particular= [-------,-------],basis= [[0,0]]] in case(a - 1) (a - 1)a /= 0 , a /= 1]Time: 1.10 secCela signi�e que :� Si a 6= 0 et a 6= 1, le syst�eme a une seule solution, le vecteur :0B@ 1a�1a�2a�1 1CAC'est le cas g�en�eral, mais notre syst�eme a �etudi�e aussi les cas particuliers o�u a = 0ou a = 1.� Si a = 1 il n'y a pas de solution (puisque particular = "failed").� Si a = 0 le syst�eme a une seule solution qui est (�1; 2)t.Nous remarquons que la fonction solve d'Axiom (que nous n'avons pas modi��ee)a �et�e implant�ee sans aucune notion de \param�etre".



96 5 Quelques applications et exemplesExemple 2 Base de Gr�obnerNous montrons ici le calcul d'une base de Gr�obner avec des param�etres dans lescoe�cients. DMP est l'abr�eviation (au sens Axiom) de DistributedMultivariatePoly-nomial.Pol:= DMP([x,y], CL)base(n:NNI):List Pol ==a:CL:= newElement('a)p1:Pol:= x**3 - a*x*yp2:Pol:= x**2*y - 2*y**2 + xgroebner [p1,p2]Voici le r�esultat : 5 2 6[value is [x + 4y - 2y ,y ] in case a = 0,5 2 6 3value is [x + y - 2y ,y - y ] in case a = 1,2 3value is [x - 2y ,y ] in case a = 2,5 2 6 3value is [x + 4y - 2y ,y - y ] in case a = 4,5 2 6 3 2value is [x - y - 2y ,y + a y ] in case a - 4a + 5 = 0,2 5 2 6 a 3value is [x + (a - 4a + 4)y - 2y ,y - -------- y ] in case2(a - 2)2a /= 0 , a /= 1 , a /= 2 , a /= 4 , a - 4a + 5 /= 0]Time: 17.00 secExemple 3 Ecriture d'un polynômeNous avons trouv�e cet exemple tr�es int�eressant puisqu'il montre des di��erencesfondamentales entre un syst�eme de calcul \habituel" et un syst�eme de calcul adapt�e�a l'�evaluation dynamique.Dans les exemples pr�ec�edents nous avons vu l'utilisation des fonctions standardd'Axiom avec la clôture constructible.Mais cela ne marche pas toujours \tr�es bien" : : :Nous nous int�eressons ici �a l'�e-criture d'un polynôme avec des param�etres pour coe�cients. Nous avons consid�er�epour cela le domaine de polynômes standard d'Axiom :



5 Quelques applications et exemples 97UPX:= UnivariatePolynomial('x,CL)x:UPX:= monomial(1,1)ecrit1(n:NNI):UPX ==a:CL:= newElement('a)b:CL:= newElement('b)c:CL:= newElement('c)a*x**2 + b*x + callCases(ecrit1,0)$DCTRL(CC,NNI,UPX)Voici le r�esultat :[value is 0 in case c = 0 and b = 0 and a = 0,value is c in case c /= 0 and b = 0 and a = 0,value is x in case c = 0 and b = 1 and a = 0,value is x + c in case c /= 0 and b = 1 and a = 0,value is b x in case c = 0 and b /= 0 , b /= 1 and a = 0,value is b x + c in case c /= 0 and b /= 0 , b /= 1 and a = 0,2value is x in case c = 0 and b = 0 and a = 1,2value is x + c in case c /= 0 and b = 0 and a = 1,2value is x + x in case c = 0 and b = 1 and a = 1,2value is x + x + c in case c /= 0 and b = 1 and a = 1,2value is x + b x in case c = 0 and b /= 0 , b /= 1 and a = 1,2value is x + b x + c in case c /= 0 and b /= 0 , b /= 1 and a = 1,2value is a x in case c = 0 and b = 0 and a /= 0 , a /= 1,2value is a x + c in case c /= 0 and b = 0 and a /= 0 , a /= 1,2value is a x + x in case c = 0 and b = 1 and a /= 0 , a /= 1,2value is a x + x + c in case c /= 0 and b = 1 and a /= 0 , a /= 1,2value is a x + b x in casec = 0 and b /= 0 , b /= 1 and a /= 0 , a /= 1



98 5 Quelques applications et exemples2value is a x + b x + c in casec /= 0 and b /= 0 , b /= 1 and a /= 0 , a /= 1]Time: 8.81 secMaintenant nous pouvons comparer avec le domaine DynamicUnivariatePolyno-mial �ecrit par D. Duval :DUPY:= DynamicUnivariatePolynomial(CL)y:DUPY:= monomial(1,1)$DUPYecrit2(n:NNI):DUPY ==a:CL:= newElement('a)b:CL:= newElement('b)c:CL:= newElement('c)a*y**2 + b*y + callCases(ecrit2,0)$DCTRL(CC,NNI,DUPY)Voici le r�esultat (o�u le symbole ? est la repr�esentation externe de y) :2[value is a ? + b ? + c in case any c and any b and any a]Time: 0.38 secIl est clair que la programmation en Axiom (comme dans d'autres syst�emes)ne prête pas beaucoup d'attention aux tests d'�egalit�e, puisqu'en g�en�eral il ne sontpas coûteux. Mais maintenant nous voulons utiliser ces fonctions dans un nouveaucontexte, o�u les test d'�egalit�e provoquent des scindages et sont plus chers que d'habi-tude.Cela signi�e que, au moment d'utiliser les fonctions d'axiom depuis la clôture,l'e�cacit�e depend de l'implantation de ces fonctions, puisque nous ne pouvons pas�eviter des scindages provoqu�es par des tests qui ne sont pas signi�catifs.Exemple 4 R�esoudre ax2 + bx+ cUn autre exemple dans le même contexte que l'exemple pr�ec�edent est l'utilisationde la fonction solve d'Axiom pour r�esoudre l'�equation ax2 + bx+ c = 0, o�u a, b, csont des param�etres : nous ne reproduisons pas le r�esultat.Mais signalons que cet exemple nous a permis de d�etecter un \probl�eme" dansAxiom : comme nous l'avons vu dans la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire, Axiomr�epond "failed" quand il n'y a pas de solution. Cela n'est pas arriv�e dans ce cas,nous n'avons pas obtenu "failed" comme nous l'attendions.Voici la r�eponse donn�ee par la version actuelle d'Axiom quand il n'y a pas desolution :



5 Quelques applications et exemples 99solve(1)>> System error:Cannot take first of an empty listYou are being returned to the top level of the interpreter.Pour �eviter ce probl�eme, nous avons impos�e areDifferent(a*b,0). Voici la fonc-tion :Pol:= Polynomial(CL)x:Pol:= monomial(1::CL,'x,1::NNI)SSP:= SystemSolvePackage CLSol:= List Equation Fraction PolmonReso(n:NNI):Sol ==a:CL:= newElement('a)b:CL:= newElement('b)c:CL:= newElement('c)if areDifferent(a*b,0) thensolve(a*x**2 + b*x + c)$SSPelse []La r�eponse est form�ee de 51 cas di��erents et a pris 714.19 sec. Dans cet exempleles scindages de l'�ecriture du r�esultat s'ajoutent aux scindages propres �a la fonctionsolve.Voici le même exemple trait�e dans la clôture constructible :dynReso(n:NNI):Boolean ==a:CL:= newElement('a)b:CL:= newElement('b)c:CL:= newElement('c)y:CL:= newElement('y)areEqual(a*y**2 + b*y + c,0)et le r�esultat :[value is true in case any y and c = 0 and b = 0 and a = 0,1value is true in case y = - --- c and any c and b /= 0 and a = 0,(b)1/2 1/4 2value is true in case y = - --- b and c = --- b and any b and(a) (a)a /= 0,



100 5 Quelques applications et exemplesvalue is true in case2 1 1 1/4 2y + --- b y + --- c = 0 and c /= --- b and any b and a /= 0](a) (a) (a)Time: 15.07 secDans cet exemple, la fonction solve d'Axiom est remplac�ee par l'imposition d'unecontrainte sur les param�etres introduits : nous sommes int�eress�es seulement auxvaleurs des param�etres qui v�eri�ent cette contrainte. Le r�esultat est compos�e :� d'un bool�een qui nous dit que la contrainte se v�eri�e, c'est-�a-dire que l'�equationa une solution et� d'une description des valeurs des param�etres qui v�eri�ent la contrainte, c'est-�a-dire, d'une description de la solution.Donc, la solution de ay2 + by + c = 0 est :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: a = 0b = 0c = 0y quelconque 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: a = 0b 6= 0c quelconquey = �cb 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: a 6= 0b quelconquec = (1=4)b2ay = �(1=2)ba 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: a 6= 0b quelconquec 6= (1=4)b2ay2 + bay + ca = 0Nous voyons la r�esolution des syst�emes plus en d�etail ci-dessous.Exemple 5 Une autre �equationNous montrons ici un autre exemple de r�esolution d'une �equation, mais ici il y ades d�enominateurs : : : y + 2a2a� y + y � 2a2a + y = 4a24a2 � y2Cette �equation se traduit dans la clôture constructible comme suit :dynReso(n:NNI):Boolean ==a:CL:= newElement('a)y:CL:= newElement('y)areDifferent(2*a-y,0) andareDifferent(2*a+y,0) and areDifferent(4*a**2-y**2,0) andareEqual((y+2*a)/(2*a-y) + (y-2*a)/(2*a+y),(4*a**2)/(4*a**2-y**2))et son r�esultat :



5 Quelques applications et exemples 101[value is true in case y /= 0 and a = 0,1value is true in case y = - a and a /= 0]2Time: 11.76 secNous avons pris cet exemple dans [Pa] (p.96 ex.4), o�u la solution d�ecrite est :� Si a 6= 0 alors y = a2 et l'ensemble de solutions est S = fa2g.� Si a = 0 alors tous les nombres r�eels autres que 0 sont solutions de cette�equation.Exemple 6 Matrice de passage entre A et AtA partir du travail expos�e dans la partie I de ce m�emoire, nous nous sommesint�eress�es �a la matrice de passage entre une matrice donn�ee et sa transpos�ee. Nousnous sommes demand�es s'il existe une matrice P non-singuli�ere telle que pour toutematrice A (peut-être avec certaines conditions) on a AP = PAt.A notre surprise, la r�eponse est n�egative : la matrice P d�epend de la matricedonn�ee A, bien que l'op�eration de transposition soit ind�ependante des donn�ees. Onpeut trouver la r�eponse compl�ete �a cette question dans [Kap] ou [TZ].Nous avons fait un petit programme dans la clôture constructible avec des ma-trices 2 � 2 ayant des param�etres dans les coe�cients. Pour simpli�er un peu leprobl�eme, nous avons choisi P sym�etrique.A =  a bc d ! P =  x yy z !AP = PAtVoici le programme :passage(n:NNI):Boolean ==a:CL:= newElement('a)b:CL:= newElement('b)c:CL:= newElement('c)d:CL:= newElement('d)x:CL:= newElement('x)y:CL:= newElement('y)z:CL:= newElement('z)de:CL:= x*z - y**2e1:CL:= a*y + b*ze2:CL:= c*x + d*yareDifferent(de,0) and areEqual(e1,e2)



102 5 Quelques applications et exemplesPour le r�esultat nous montrons seulement la partie int�eressante, c'est-�a-dire celle quicorrespond �a true :1 az = (--- d - ---)y and y /= 0 and x = 0 and any d and(b) (b)any c and b /= 0 and any a2c cz /= -------- x and y = - ------- x and x /= 0 and d /= a and2 (d - a)(d - a)any c and b = 0 and any az = 0 and y /= 0 and x /= 0 and d = a and c = 0 and b /= 0 and any a1 a 2 1 az = (--- d - ---)y and y + (- --- d + ---)x y /= 0 and x /= 0 and(b) (b) (b) (b)d /= a and c = 0 and b /= 0 and any a1 a 1 1 az = (--- d - ---)y + --- c x and y /= - (--- d - ---)x and x /= 0(b) (b) (b) 2 (b) (b)2 2and d - 2a d + 4b c + a = 0 and c /= 0 and b /= 0 and any a1 a 1z = (--- d - ---)y + --- c x and(b) (b) (b)2 1 a 1 2y + (- --- d + ---)x y - --- c x /= 0 and x /= 0 and(b) (b) (b)2 2d - 2a d + 4b c + a /= 0 and c /= 0 and b /= 0 and any aTime: 1094.68 secExemple 7 Matrice de JordanPour �nir cette petite liste d'exemples de calculs avec des param�etres, nousvoulons calculer la forme de Jordan d'une matrice avec des coe�cients dans la clôtureconstructible. Nous utilisons pour cela le programme du calcul de la forme de Jordan



5 Quelques applications et exemples 103que nous avons implant�e [Go]. Donc nous utilisons ici les clôtures alg�ebrique etconstructible �a la fois. Nous avons consid�er�e la matrice :A = 0B@ 0 0 a31 0 �3a20 1 3a 1CAet nous avons obtenu :[value is[value is +0 0 1+ +0 1 0+ +0 0 1+| | | | | |[transition= |0 1 0|,jordanBlock= |0 0 1|,inverse= |0 1 0|]| | | | | |+1 0 0+ +0 0 0+ +1 0 0+in case ev = 0]in case a = 0,value is[value is + 1 1 +| - - - a 0|| 9 3 || | +a 1 0+|2 | | |[transition= |- a 1 0|, jordanBlock= |0 a 1|,|3 | | || | +0 0 a+| 1 ||- - 2a 1|+ 3 ++ 27 9a 0+| |inverse= |- 18a 3 0|] in case ev = a]| |+ - 3 - 3a 1+2 1in case a + - = 0,3value is[value is + 4 3 +| a a 0| +a 1 0+| | | |[transition= | 3 2 |, jordanBlock= |0 a 1|,|- 2a - 3a 0| | || | +0 0 a+| 2 |+ a 2a 1+



104 5 Quelques applications et exemples+ 3 1 +| -- -- 0|| 4 3 || a a || || 2 1 |inverse= |- -- - -- 0|] in case ev = a]| 3 2 || a a || || 1 1 || -- --- 1|| 2 (a) |+ a +2 1in case a /= 0 , a + - /= 0]3Time: 21.40 secC'est-�a-dire, P�1AP = J o�u :� Si a = 0 alorsP = 0B@ 0 0 10 1 01 0 0 1CA J = 0B@ 0 1 00 0 10 0 0 1CA P�1 = 0B@ 0 0 10 1 01 0 0 1CA� Si a2 + 13 = 0 alorsP = 0BBBBBB@ 19 �a3 02a3 1 0�13 2a 1 1CCCCCCA J = 0B@ a 1 00 a 10 0 a 1CA P�1 = 0B@ 27 9a 0�18a 3 0�3 �3a 1 1CA� Si a 6= 0 et a2 + 13 6= 0 alorsP = 0B@ a4 a3 0�2a3 �3a2 0a2 2a 1 1CA J = 0B@ a 1 00 a 10 0 a 1CA P�1 = 0BBBBBB@ 3a4 1a3 0�2a3 �1a2 01a2 1a 1 1CCCCCCA5.2 Syst�emes d'�equations polynomiales. Syst�emesconstructiblesIl existe plusieurs m�ethodes pour la \r�esolution" d'un syst�eme d'�equations poly-nomiales dans le sens de \triangulariser", par exemple la m�ethode de bases deGr�obner [Bu], et les algorithmes de Seidenberg [Se], Ritt-Wu [Ch], Lazard [La] ouKalkbrener [Kal].



5 Quelques applications et exemples 105L'�evaluation dynamique propose une nouvelle m�ethode : un syst�eme d'�equationspolynomiales (S) �a coe�cients dans un corps K peut être \triangularis�e" par descalculs dans la clôture constructible de K. Il faut d'abord consid�erer chaque ind�e-termin�ee apparaissant dans le syst�eme comme un param�etre, qu'on introduit grâce �anewElement (ce qui oblige �a ordonner les ind�etermin�ees), et chaque �equation commeun appel de areEqual (ce qui oblige �a ordonner les �equations).Exemple 1 Reprenons l'exemple 1 du paragraphe pr�ec�edent. Nous avons utilis�ela fonction solve d'Axiom pour r�esoudre le syst�eme lin�eaire : a 11 1 ! xy ! =  21 !Mais il peut être r�esolu en utilisant des op�erations de la clôture constructible :dynamicReso(n:NNI):Boolean ==a:CL:= newElement('a)x:CL:= newElement('x)y:CL:= newElement('y)areEqual(a*x + y, 2) and areEqual(x + y, 1)dont le r�esultat est :[value is false in case y = - x + 2 and any x and a = 1,a - 2 1value is true in case y = ------- and x = ------- and a /= 1](a - 1) (a - 1)Time: 1.71 secExemple 2 Nous d�ecrivons en d�etail cette m�ethode en suivant cet exemple :8><>: �2a+ x+ y = 0yz � ay � ax+ a2 = 0z2 � y2 � x2 + 2ax+ 2az � a2 = 0Il est traduit dans la clôture constructible par :a:= newElement('a)x:= newElement('x)y:= newElement('y)z:= newElement('z)areEqual(-2*a + x + y,0) andareEqual(y*z - a*y - a*x + a**2,0) andareEqual(z**2 - y**2 - x**2 + 2*a*x + 2*a*z - a**2,0)



106 5 Quelques applications et exemplesAu fur et �a mesure de l'introduction des �equations, le syst�eme met automatique-ment �a jour les contraintes sur les param�etres, a�n qu'elles se pr�esentent toujourssous la forme r�ecursive d�etaill�ee dans la section 3. Ainsi on obtient une union desyst�emes triangulaires constructibles T1, : : : , Tm.Si on note a1; a2; : : : ; an les param�etres dans l'ordre o�u ils ont �et�e introduits, unsyst�eme triangulaire constructible est de la forme :(T ) = 8>>><>>>: exp1(a1)exp2(a2): : :expn(an)o�u expi(ai) a trois possibilit�es, selon que ai est de type anyElement, exception oualgebraic :� any ai� Pi;1(ai) 6= 0; : : : ; Pi;ki(ai) 6= 0� P (ai) = 0avec Pi;1(ai); : : : ; Pi;ki(ai); P (ai) 2 K(a1; : : : ; ai�1)[ai], unitaires de degr�e strictementpositif en ai, qu'on peut supposer sans facteur carr�e lorsque la caract�eristique de Kest 0. De plus les polynômes Pi;1(ai); : : : ; Pi;ki(ai) n'ont de pas de facteur commun.S'il y a des coe�cients dans ces polynômes avec des d�enominateurs non triviaux,ces d�enominateurs ne font intervenir que les param�etres aj de type exception (avecj < i).Les solutions d'un syst�eme triangulaire constructible constituent l'ensembleV (T )=V (a1) � : : : � V (an) o�u V (ai) est l'ensemble de valeurs possibles pour ai (commed�e�ni dans la section 3.1) pour chaque i de 1 �a n.L'ensemble des solutions du syst�eme (S) est la r�eunion des ensembles V (Tj),pour j = 1; : : : ; m. En particulier on n'introduit pas de solutions parasites (ou\spurious solutions"). D'autre part il n'y a pas de redondance, au sens o�u il n'y aaucune solution commune �a deux des Tj pour 1 � j � m.Il est �a noter que les contraintes de type exception apparaissent lors du calcul,puisque aucun areDifferent n'est utilis�e pour poser le probl�eme.Dans cet exemple le r�esultat est le suivant :[value is true in case z = 0 and y = 0 and x = 0 and a = 0,value is false in case z = 0 and y = - x and x /= 0 and a = 0,



5 Quelques applications et exemples 107value is true in case2 3 10 2z = - -- x + --- x - 17x + 8a and y = - x + 2a and2 (a)a4 3 37 2 2 3 15 4x - 7a x + -- a x - 21a x + -- a = 0 and a /= 0]2 2Time: 247.10 secCela veut dire que l'ensemble de solutions du syst�eme initial est la r�eunion de V (T1)et de V (T2) o�u :(T1) = 8>>><>>>: a = 0x = 0y = 0z = 0 et (T2) = 8>>><>>>: a 6= 0x4 � 7ax3 + 372 a2x2 � 21a3x+ 152 a4 = 0y = �x+ 2az = � 2a2x3 + 10a x2 � 17x + 8aNotons que l'ordre d'introduction des �equations est aussi important que l'or-dre d'introduction des ind�etermin�ees. Dans cet exemple, nous n'avons pas r�eussi �aobtenir la solution apr�es plusieurs heures de calcul en introduisant les �equationsdans l'ordre inverse. Nous proposons l'introduction des �equations en commen�cantpar les plus simples.Syst�emes constructiblesNous avons montr�e ainsi comment r�esoudre un syst�eme d'�equations polynomiales,mais nous pouvons consid�erer une classe de syst�emes plus g�en�erale que nous appelonsles syst�emes constructibles.Un syst�eme constructible est un syst�eme :(Sc) = 8>>>><>>>>: P1(x1; : : : ; xn) &1 0P2(x1; : : : ; xn) &2 0...Ps(x1; : : : ; xn) &s 0o�u chaque &i est = ou 6=.De même que dans les syst�emes polynomiaux, chaque indetermin�ee est introduitepar newElement et les \�equations" sont introduites par areEqual ou areDifferentselon que &i est = ou 6=. L'ensemble des solutions de (Sc) est toujours exprim�e commela r�eunion des ensembles de solutions d'un nombre �ni de syst�emes triangulaires



108 5 Quelques applications et exemplesconstructibles. Voyons un exemple.8>>><>>>: x 6= 0y2 � x3 = 02y2 � x2 = 0(8x � 3)2 + (8y)2 = 9Cet syst�eme correspond �a la �gure suivante (o�u l'axe en gras est interdit) :
10.80.4-0.4

0.8

0.4

-0.4

-0.8Sa traduction dans la clôture constructible est :x:CL:= newElement('x)y:CL:= newElement('y)areDifferent(x,0)areEqual(y**2-x**3,0) andareEqual(2*y**2-x**2,0) andareEqual((8*x-3)**2 + (8*y)**2, 9)et le r�esultat obtenu est : 2 1 1[ value is true in case y - - = 0 and x = - ]8 2Time: 1.61 secUn autre exemple de syst�eme constructible a �et�e trait�e dans l'exemple 5 du para-graphe pr�ec�edent. En e�et, une �equation o�u �gure des d�enominateurs est �equivalente�a un syst�eme constructible, lorsqu'on exprime les d�enominateurs avec areDifferent.



5 Quelques applications et exemples 109On peut rapprocher cette m�ethode d'une version \complexe" de la d�ecompositionalg�ebrique cylindrique [Co] ou de la m�ethode des ensembles caract�eristiques de Rittou de Wu [Ch, BCK]. De même, elle peut être consid�er�ee comme une variante dela m�ethode alg�ebrique de Seidenberg [Se]. Elle est par contre assez di��erente desm�ethodes utilisant les bases de Gr�obner [Bu].5.3 D�emonstration automatique en g�eom�etrie �el�ementaireIl existe plusieurs m�ethodes pour �etudier ce type de questions [BCK]. En g�en�eral, cesm�ethodes peuvent être divis�ees en deux familles, selon qu'elles utilisent les bases deGr�obner ou les ensembles caract�eristiques. Mais l'utilisation de ces m�ethodes r�ev�elequelques probl�emes [CY].L'�evaluation dynamique propose encore une autre solution pour la d�emonstrationautomatique de th�eor�emes en g�eom�etrie, et nous croyons que nous sommes capablesd'�eviter la plupart des probl�emes que les autres m�ethodes pr�esentent. Cependantcette a�rmation n�ecessiterait d'une �etude plus approfondie. Nous nous limitons ici�a l'�etude d�etaill�ee de deux exemples.Exemple 1 Consid�erons le th�eor�eme suivant : Etant donn�e un triangle ABC,rectangle en C, le cercle � passant par les milieux E, F et G respectivement descôt�es CA, AB et BC (c'est le cercle d'Euler du triangle ABC), et le pied H de lahauteur issue de C, montrer que H est sur �.
+
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Nous voulons traduire ce probl�eme en un calcul dans la clôture. Pour cela oncommence par appeler M le centre de �, par choisir un rep�ere orthonorm�e du planadapt�e au probl�eme, et par donner un nom aux coordonn�ees de chacun des points.Par exemple : C = (0; 0); A = (a1; 0); B = (0; a2);E = (a3; 0); F = (a4; a5); G = (0; a6);M = (a7; a8); H = (a9; a10):



110 5 Quelques applications et exemplesNous avons donc besoin de 10 param�etres dans la clôture : a1; a2; : : : ; a10. Pourdire que le triangle ABC est un \vrai" triangle nous pr�ecisons :a1 6= 0 ; a2 6= 0Le fait que ce triangle soit rectangle est d�ej�a traduit dans le choix des coordonn�ees.Ensuite exprimons que E, F et G sont les milieux respectifs de CA, AB et BC :a3 = 12a1 ; a4 = 12a1 ; a5 = 12a2 ; a6 = 12a2Le centre M du cercle � est caract�eris�e par le fait que EM et FM d'une part, EMet GM d'autre part, sont de la même longueur, et donc :(a7 � a3)2 + a28 = (a7 � a4)2 + (a8 � a5)2 ; (a7 � a3)2 + a28 = a27 + (a8 � a6)2Le point H peut être caract�eris�e comme le point de la droite AB tel que AB soitperpendiculaire �a CH. Or l'�equation de AB est :1a1x+ 1a2y = 1(rappelons que a1 et a2 sont non nuls) d'o�u :1a1a9 + 1a2a10 = 1 ; �a1a9 + a2a10 = 0Nous pouvons maintenant traduire la conclusion du th�eor�eme, qui dit que EMet HM sont de même longueur, c'est-�a-dire :(a7 � a3)2 + a28 = (a7 � a9)2 + (a8 � a10)2Voici le programme correspondant :geo(x:NNI):Union(Boolean,"failed") ==a1:CL:= newElement('a1)...a10:CL:= newElement('a10)e1:CL:= (a7-a3)**2 + a8**2 - (a7-a4)**2 - (a8-a5)**2e2:CL:= (a7-a3)**2 + a8**2 - a7**2 - (a8-a6)**2e3:CL:= - a1*a9 + a2*a10e4:CL:=(a7-a3)**2 + a8**2 - (a7-a9)**2 - (a8-a10)**2if areDifferent(a1,0) andareDifferent(a2,0) andareEqual(a3,(1/2)*a1) andareEqual(a4,(1/2)*a1) andareEqual(a5,(1/2)*a2) and



5 Quelques applications et exemples 111areEqual(a6,(1/2)*a2) andareEqual(e1,0) andareEqual(e2,0) andareEqual((1/a1)*a9 +(1/a2)*a10 - 1,0) andareEqual(e3,0)then (e4 = 0)$CLelse "failed"et le r�esultat :[value is "failed" in case1 1a10 = - ---- a2 a9 + a2 and any a9 and a8 = - a2 and(a1) 41 1 1 1a7 = - a1 and a6 = - a2 and a5 = - a2 and a4 = - a1 and4 2 2 21 2 2a3 = - a1 and a2 + a1 = 0 and a1 /= 0,2value is true in case2 2a1 a2 a1 a2 1a10 = ----------- and a9 = ----------- and a8 = - a2 and2 2 2 2 4(a2 + a1 ) (a2 + a1 )1 1 1 1a7 = - a1 and a6 = - a2 and a5 = - a2 and a4 = - a1 and4 2 2 21 2 2a3 = - a1 and a2 /= 0, a2 + a1 /= 0 and a1 /= 0]2Time: 220.72 secCe r�esultat est compos�e de deux branches qui apparaissent pr�ecis�ement quand lesyst�eme doit imposer areEqual(e3,0). A ce moment apparâ�t la question \a22+a21 =0 ?" qui a deux r�eponses possibles :� si la r�eponse est true, le syst�eme actualise les contraintes pour a2 et a1, cequi donne a22 + a21 = 0 et a1 6= 0; imposer areEqual(e3,0) revient alors �aimposer areEqual(a1*a2**2,0) ce qui est incompatible avec ces contraintes.Donc le syst�eme retourne "failed". Cela signi�e que dans ce cas on ne peutpas construire la �gure. Mais ce cas ne peut pas se produire si a1 et a2 sontr�eels.



112 5 Quelques applications et exemples� si la r�eponse est false, le syst�eme actualise les contraintes pour a2 et a1, ce quidonne a2 6= 0, a22+ a21 6= 0 et a1 6= 0; imposer areEqual(e3,0) est maintenant�equivalent �a imposer la valeur a1a22a22+a21 pour a9, ce qui est compatible avec lacontrainte anyElement pour a9. Ainsi la �gure est construite. Maintenant ilreste �a repondre �a la question \e4 = 0 ?", ce qui retourne true. Cela signi�eque le th�eor�eme est toujours vrai.Exemple 2 Nous �etudions ici un exemple pris dans l'article [CY], et qui nous a�et�e transmis par T. Recio. Dans cet article il est montr�e que certaines m�ethodes ded�emonstration automatique \prouvent" que tout triangle est isoc�ele.Nous �etudions donc le probl�eme suivant :Soit T un triangle. Est-il isoc�ele ?Pour �etudier cette question nous devons exprimer cet �enonc�e g�eom�etrique de fa�conalg�ebrique. Pour cela nous choisissons un rep�ere orthonorm�e du plan adapt�e auprobl�eme, et nous donnons un nom aux coordonn�ees de chacun des points. Nousconsid�erons donc le triangle ABC ci-dessous et nous nous demandons par exemplesi CA = AB.
C=(0,0) A=(a,0)

B=(b,c)

Maintenant nous devons �etudier l'�egalit�ea2 = (b� a)2 + c2ce que nous traduisons dans la clôture constructible comme suit :a:CL:= newElement('a)b:CL:= newElement('b)c:CL:= newElement('c)(a**2 = (b - a)**2 + c**2)$CLNous obtenons comme r�eponse :



5 Quelques applications et exemples 113[value is true in case c = 0 and b = 0 and a = 0,value is false in case c /= 0 and b = 0 and a = 0,2 2value is true in case c + b = 0 and b /= 0 and a = 0,2 2value is false in case c + b /= 0 and b /= 0 and a = 0,2value is true in case c = 0 and b - 2a b = 0 and a /= 0,2value is false in case c /= 0 and b - 2a b = 0 and a /= 0,2 2 2value is true in case c + b - 2a b = 0 and b - 2a b /= 0and a /= 0, 2 2 2value is false in case c + b - 2a b /= 0 and b - 2a b /= 0and a /= 0]Time: 5.94 secNoter que a2 = (b� a)2 + c2 est �equivalent �a c2 + b2 � 2ab = 0. Cela signi�e que leth�eor�eme est vrai si :� a = 0 et b = 0 et c = 0 (le triangle se r�eduit �a un point)� a = 0 et b 6= 0 et c2 + b2 = 0 (le triangle se r�eduit �a un segment)� a 6= 0 et b2 � 2ab = 0 et c = 0 (le triangle se r�eduit �a un segment)� a 6= 0 et b2 � 2ab 6= 0 et c2 + b2 � 2ab = 0 (c'est-�a-dire pour deux valeurspr�ecises de c en fonction de a et b)et le th�eor�eme est faux si :� a = 0 et b = 0 et c 6= 0 (le triangle se r�eduit �a un segment)� a = 0 et b 6= 0 et c2 + b2 6= 0 (le triangle se r�eduit �a un segment)� a 6= 0 et b2 � 2ab = 0 et c 6= 0
b=0 b=2a



114 5 Quelques applications et exemples� a 6= 0 et b2 � 2ab 6= 0 et c2 + b2 � 2ab 6= 0 (cas g�en�eral)Donc, nous pouvons d�eduire (comme pr�evu !) que en g�en�eral un triangle n'est pasisoc�ele.Nous observons dans le r�esultat obtenu qu'il y a plusieurs cas o�u le triangle ser�eduit �a un point ou �a un segment. Nous pouvons consid�erer que ce sont des casd�eg�en�er�es et peut-être voulons-nous consid�erer des triangles qui ne se r�eduisent pas�a un point ou �a un segment. La fonction areDifferent nous donne cette possibilit�e.a:CL:= newElement('a)b:CL:= newElement('b)c:CL:= newElement('c)if areDifferent(a,0) andareDifferent(c,0)then (a**2 = (b-a)**2 + c**2)$CLelse "failed"et nous obtenons :value is false in case c /= 0 and b - 2a b = 0 and a /= 0,2 2 2value is true in case c + b - 2a b = 0 and b - 2a b /= 0and a /= 0,value is false in case2 2 2c /= 0 , c + b - 2a b /= 0 and b - 2a b /= 0 and a /= 0]Time: 14.31 secLes m�ethodes pour la d�emonstration automatique qui utilisent les bases deGr�obner ou les ensembles caract�eristiques travaillent dans l'id�eal engendr�e par leshypoth�eses. Dans cet exemple [CY] ajoutent une hypoth�ese qui est vraie en g�en�eralsur un triangle.
C=(0,0) A=(a,0)

B=(b,c)

D=(d,e)



5 Quelques applications et exemples 115Soit T = ABC un triangle et AD la hauteur issue de A. Montrer queCA = AB.Donc les hypoth�eses s'expriment par :cd� be = 0ce+ bd = ab D 2 BCAD?BCet la traduction dans la clôture constructible est :a:CL:= newElement('a)b:CL:= newElement('b)c:CL:= newElement('c)d:CL:= newElement('d)e:CL:= newElement('e)if areEqual(c*d - b*e,0) andareEqual(c*e + b*d, a*b)then (a**2 = (b-a)**2 + c**2)$CLelse "failed"et le r�esultat :[value is true in case any e and any d and c = 0 and b = 0 and any a,value is false in case e = 0 and d = 0 and c /= 0 and b = 0and any a,value is "failed" in case1 2 2e = --- c d and any d and c + b = 0 and b /= 0 and any a,(b) 2 2value is false in case e = 0 and d = 0 and c + b /= 0 and b /= 0and a = 0,value is true in case e = 0 and d = a and c = 0 and b = 2aand a /= 0,value is false in case2 32a c 4a 2 2e = ---------- and d = ---------- and c + 4a /= 0 , c /= 02 2 2 2(c + 4a ) (c + 4a )and b = 2a and a /= 0,



116 5 Quelques applications et exemplesvalue is true in case1 1 2 2e = - c and d = - b and c + b - 2a b = 0 and b /= 0 , b /= 2a2 2and a /= 0,value is false in case 2a b c a b 2 2 2 2e = --------- and d = --------- and c + b /=0, c + b - 2a b/= 02 2 2 2(c + b ) (c + b )and b /= 0 , b /= 2a and a /= 0]Time: 79.51 secNous observons un cas o�u la r�eponse est "failed" ; cela signi�e que les hypoth�esessont inconsistantes dans ce cas et donc on peut en d�eduire tout �enonc�e. Sinon, leth�eor�eme est vrai si :� a est quelconque, b = 0, c = 0, : : : (le triangle se r�eduit �a un segment)� a 6= 0, b = 2a, c = 0, : : : (le triangle se r�eduit �a un segment)� a 6= 0, b 6= 2a, c2 + b2 � 2ab = 0 (le triangle est isoc�ele et les coordonn�ees deD sont ( b2; c2))et le th�eor�eme est faux dans les autres cas, en particulier dans le cas g�en�eral.M�ethode La m�ethode que nous proposons consiste donc en les pas suivants :1. Introduire les ind�etermin�ees du probl�eme avec newElement. En particulier, ilne faut pas diviser l'ensemble des ind�etermin�ees en param�etres ou variablesind�ependantes et variables d�ependantes : seul l'ordre est important dans laclôture.2. Introduire les hypoth�eses du th�eor�eme �a d�emontrer avec areEqual et areDif-ferent. Remarquons qu'en particulier l'ensemble des hypoth�eses peut êtrevide. D'autre part l'utilisateur peut �eviter des cas qu'il consid�ere commed�eg�en�er�es, ou se restreindre �a un certain type de �gure.3. Introduire avec un test d'�egalit�e la conclusion �a prouver. Notre syst�eme v�e-ri�era automatiquement la consistance des hypoth�eses avant de prouver laconclusion.



5 Quelques applications et exemples 117ConclusionNous nous sommes int�eress�es ici aux calculs faisant intervenir des param�etres. Enparticulier nous avons �etudi�e les param�etres que l'on peut appeler constructibles.Pour e�ectuer ce type de calculs, nous utilisons l'�evaluation dynamique et nousavons r�ealis�e le programme de la clôture constructible dynamique.C'est la premi�ere fois qu'une telle m�ethode de calcul est implant�ee de mani�eretout-�a-fait syst�ematique.D'autre part, l'utilisation de ce programme est tr�es simple, comme on peut levoir sur les exemples.Nous avons montr�e des exemples d'utilisation de ce programme. Ils nous mon-trent l'importance et l'int�erêt de ce type de calculs, et ils soul�event des questionssur les fondements des syst�emes de calcul formel.Finalement, nous avons utilis�e ce programme pour la r�esolution des syst�emesd'�equations polynomiales et pour la d�emonstration automatique de th�eor�emes eng�eom�etrie �el�ementaire. D'autres applications sont envisag�ees, comme par exemple larobotique, d�ej�a �etudi�ee sous cet angle (mais \�a la main") dans [GR].
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120ConclusionDans ce m�emoire, nous avons trait�e quelques applications de l'�evaluation dynamique.Nous montrons que le domaine des applications de cette technique de calcul est tr�eslarge : nous l'avons utilis�ee pour le calcul de la forme canonique de Jordan, pourla r�esolution des syst�emes polynomiaux et pour la d�emonstration de th�eor�emes eng�eom�etrie �el�ementaire.Ce m�emoire est compos�e de deux parties ind�ependantes. A chacune de ces partiescorrespond un programme implant�e en Axiom.La premi�ere partie est consacr�ee au calcul de la forme canonique de Jordan. Nousavons utilis�e la clôture alg�ebrique dynamique pour les calculs avec les valeurs pro-pres. La r�ealisation de ce programme nous a conduit �a une �etude th�eorique dont leprincipal r�esultat est :Il est bien connu que certaines matrices de passage peuvent être d�ecritespar blocs, les �el�ements de chaque bloc s'exprimant en fonction d'une seulevaleur propre d'une matrice donn�ee. Nous avons montr�e la même pro-priet�e pour l'inverse de ces matrices de passage.De plus, nous d�ecrivons deux nouveaux algorithmes permettant de calculer la ma-trice inverse en manipulant une seule valeur propre �a tout moment du calcul. Enparticulier, ce r�esultat s'applique aux matrices de passage entre une matrice donn�eeet sa forme canonique de Jordan. De plus, nous d�ecrivons en ce cas une version pluse�cace de chacun de nos deux algorithmes.La deuxi�eme partie est consacr�ee au calcul avec des param�etres �a valeurs dansun corps. Pour cela, nous avons r�ealis�e le programme de la clôture constructibledynamique. Grâce �a lui :Etant donn�e un calcul faisant intervenir des param�etres, nous sommescapables d'obtenir, en utilisant l'�evaluation dynamique, les diverses so-lutions en fonction des valeurs des param�etres.C'est la premi�ere fois qu'un tel calcul est implant�e de mani�ere tout-�a-fait syst�e-matique.C'est par l'interm�ediaire de ce programme que l'�evaluation dynamique proposede nouvelles m�ethodes pour la r�esolution des syst�emes polynomiaux et pour la d�e-monstration de th�eor�emes en g�eom�etrie �el�ementaire.



121Les m�ethodes de calcul propos�ees ici sont valables sur un corps de base quelconque,de même que les programmes implant�es. Nous avons vu par exemple comment l'onpeut calculer la forme canonique de Jordan d'une matrice avec des param�etres dansses coe�cients.Finalement, nous avons pr�esent�e l'�etat actuel de notre travail, d�ej�a d�epass�e parles projets pour l'avenir.Des am�eliorations sur ces travaux sont toujours possibles, nous les esp�erons pourun futur proche.Des nouveaux projets sont d�ej�a envisag�es, en particulier :pouvons-nous automatiser des calculs avec des param�etres de type entier ?



R�esum�eCette th�ese est consacr�ee �a l'�etude et la programmation de quelques applications del'�evaluation dynamique. Elle est compos�ee de deux travaux ind�ependants.Dans la premi�ere partie de ce m�emoire, nous �etudions le calcul de la formecanonique de Jordan d'une matrice. Nous pr�esentons ici les r�esultats th�eoriquesobtenus et quelques algorithmes implant�es.Dans la deuxi�eme partie, nous d�ecrivons le programme de la clôture constructibledynamique que nous avons r�ealis�e pour e�ectuer des calculs avec des param�etres.Nous utilisons ce programme pour la r�esolution des syst�emes polynomiaux et pourla d�emonstration automatique de th�eor�emes en g�eom�etrie �el�ementaire.AbstractThis thesis is devoted to the study and programmation of some applications ofdynamic evaluation. It is made of two di�erent parts.In the �rst part we study the computation of the Jordan canonical form of amatrix. We present here the theorical results obtained and some of the algorithmsthat we have implemented.In the second part we describe the program of dynamic constructible closure forcomputations with parameters. We use this program for solving polynomial systemsand for automatic proving of geometric theorems.ResumenEsta tesis est�a dedicada al estudio y la programaci�on de algunas aplicaciones de laevaluaci�on din�amica. Est�a compuesta de dos trabajos independientes.En la primera parte de esta memoria, estudiamos el c�alculo de la forma can�onicade Jordan de una matriz. En ella presentamos los resultados te�oricos obtenidos yalgunos de los algoritmos programados.En la segunda parte, describimos el programa de la clausura constructible din�a-mica que hemos realizado para efectuar c�alculos con par�ametros. Este programaes utilizado para la resoluci�on de sistemas de ecuaciones polin�omicas y para la de-mostraci�on autom�atica de teoremas en geometr��a.


