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seppina Rindone, Patrice Hérault, Dominique Revuz, Marc Zipstein, Etienne
Duris, Gilles Roussel, Pierre Peterlongo, Rémi Forax, Benôıt Olivieri, Serge Mi-
donnet, Theresa Gomez-Diaz, Line Fonfrède, Madeleine Eklou, Julien Cervelle,
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Résumé

Cette thèse traite des ensembles rationnels de mots indexés par des ordres
linéaires et en particulier du problème de la fermeture par complémentation.

Dans un papier fondateur de 1956, Kleene initie la théorie des langages en
montrant que les automates sur les mots finis et les expressions rationnelles ont
le même pouvoir d’expression. Depuis, ce résultat a été étendu à de nombreuses
structures telles que les mots infinis (Büchi, Muller), bi-infinis (Beauquier, Ni-
vat, Perrin), les mots indexés par des ordinaux (Büchi, Bedon), les traces, les
arbres... Plus récemment, Bruyère et Carton ont introduit des automates ac-
ceptant des mots indexés par des ordres linéaires et des expressions rationnelles
correspondantes. Ces structures linéaires comprennent les mots infinis, les mots
indexés par des ordinaux et leurs miroirs. Le théorème de Kleene a été généralisé
aux mots indexés par les ordres linéaires dénombrables et dispersés, c’est-à-dire
les ordres ne contenant pas de sous-ordre isomorphe à Q.

Pour la plupart des structures, la classe des ensembles rationnels forme
une algèbre de Boole. Cette propriété est nécessaire pour traduire une logique
en automates. La fermeture par complémentation restait un problème ouvert.
Dans cette thèse, on résout ce problème de façon positive : on montre que le
complément d’un ensemble rationnel de mots indexés par des ordres linéaires
dispersés est rationnel. La méthode classique pour obtenir un automate ac-
ceptant le complémentaire d’un ensemble rationnel se fait par déterminisation.
Nous montrons que cette méthode ne peut-être appliquée dans notre cas : tout
automate n’est pas nécessairement équivalent à un automate déterministe. Nous
avons utilisé d’autres approches. Dans un premier temps, nous généralisons la
preuve de Büchi, basée sur une congruence de mots, et obtenons ainsi la fer-
meture par complémentation dans le cas des ordres linéaires de rang fini. Pour
obtenir le résultat dans le cas général, nous utilisons l’approche algébrique. Nous
développons une structure algébrique qui étend la reconnaissance classique par
semigroupes finis : les semigroupes sont remplacés par les �-semigroupes qui
possèdent un produit généralisé. Nous prouvons qu’un ensemble est rationnel
si et seulement s’il est reconnu par un �-semigroupe fini. Nous montrons aussi
qu’un �-semigroupe canonique, appelé �-semigroupe syntaxique, peut être as-
socié à chaque ensemble rationnel. Notre preuve de la complémentation est
effective.

Le théorème de Schützenberger établit qu’un ensemble de mots finis est sans
étoile si et seulement si son semigroupe syntaxique est fini et apériodique. Pour
finir, nous étendons partiellement ce résultat au cas des ordres de rang fini.



Abstract

This thesis treats of rational sets of words indexed by linear orderings and
particularly of the problem of the closure under complementation.

In a seminal paper of 1956, Kleene started the theory of languages esta-
blishing that automata on finite words and rational expressions have the same
expressive power. Since then, this result has been extended to many structures
such as infinite words (Büchi, Muller), bi-infinite words (Beauquier, Nivat, Per-
rin), ordinal words (Büchi, Bedon), traces, trees... . More recently, Bruyère and
Carton have introduced automata accepting words indexed by linear orderings
and the corresponding rational expressions. Those linear structures include infi-
nite words, ordinal words and their mirrors. Kleene’s theorem has been genera-
lized to words indexed by countable scattered linear orderings, that is orderings
without any sub-ordering isomorphic to Q.

For many structures, the class of rational sets forms a boolean algebra. This
property is necessary to translate logic into automata. The closure under com-
plementation was left as an open problem. In this thesis, we solve it in a positive
way : we prove that the complement of a rational set of words indexed by scat-
tered linear orderings is rational. The classical method to get an automaton
accepting the complement of a rational set is trough determinization. We show
that this method can not be applied in our case : An automaton is not necessary
equivalent to a deterministic one. We have used other approaches. First, we ge-
neralize the proof of Büchi, based on congruence of words, to obtain the closure
under complementation in the case of linear orderings of finite ranks. To get
the whole result in the general case, we use the algebraic approach. We develop
an algebraic structure extending the classical recognition by finite semigroups :
semigroups are replaced by �-semigroups equipped with a generalized product.
We prove that a set is rational iff it is recognized by a finite �-semigroup. We
also prove that a canonical �-semigroup can be associated to each rational set :
the syntactic �-semigroup. Our proof of the closure under complementation is
effective.

The theorem of Schützenberger establishes that a set of finite words is star-
free if and only if its syntatic semigroup is finite and aperiodic. To finish, we
partially extend this result to linear orderings of finite ranks.
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1 Définitions et notations 11
1.1 Ensembles, relations et fonctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 Cardinaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3 Ordinaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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2.5 Mots sur les ordres linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.5.1 Expressions rationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.5.2 Automates sur les ordres linéaires . . . . . . . . . . . . . 35
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Introduction

Cette thèse s’inscrit dans le cadre général de la théorie des automates et des
langages formels. Cette théorie est utilisée dans de nombreux domaines scien-
tifiques pour spécifier et vérifier des propriétés sur des suites de symboles. En
informatique, les automates ont de nombreuses applications telles que l’analyse
lexicale ou la vérification de programmes.

Kleene initia la théorie des automates en 1956, établissant que les ensembles
de mots finis décrits par des expressions rationnelles étaient exactement les
langages acceptés par des automates finis [21]. Depuis lors, la notion d’ensemble
rationnel s’est progressivement généralisée. Les ensembles rationnels de mots
de longueurs ω ont tout d’abord été considérés par Büchi [11, 12], Muller [25]
et McNaughton [23] qui généralisa le théorème de Kleene à ces mots infinis.
Büchi [13] a ensuite introduit les automates acceptant des mots indexés par
des ordinaux. Ceux-ci sont des automates finis équipés de transitions limites de
la forme P−→p où p est un état de l’automate et P un ensemble d’états. Ces
transitions sont utilisées à la fin de chemins dont la longueur est un multiple
de ω. Les expressions rationnelles équivalentes ont été introduites plus tard
par Wojciechowski [45]. Les mots bi-infinis ont ensuite été étudiés par Nivat
et Perrin [26] puis par Beauquier [19]. Enfin, les mots indexés par les ordres
linéaires ont été considérés. Ces mots contiennent en particulier les mots finis,
infinis, transfinis et leurs miroirs. Bruyère et Carton ont étendu le théorème de
Kleene aux mots indexés par des ordres linéaires dénombrables dispersés [8].
Rappelons qu’un ordre linéaire est dispersé s’il ne contient pas de sous-ordre
dense isomorphe à Q. Les automates possèdent des transitions limites de la forme
P−→p ou p−→P où p est un état de l’automate et P un ensemble d’états. Les
opérateurs rationnels correspondant sont l’union +, le produit de concaténation
fini ·, l’itération finie ∗, l’itération infinie à droite ω et à gauche −ω, l’itération
ordinale \, l’itération ordinale inverse −\ ainsi que l’opérateur binaire � qui est
l’équivalent d’une itération sur tous les ordres linéaires dispersés.

Pour la plupart des structures, la classe des ensembles rationnels est fermée
par de nombreux opérateurs tels que les substitutions, les substitutions in-
verses et les opérations booléennes. La clôture par union et par intersection est
généralement facile à démontrer. La fermeture par complémentation est souvent
beaucoup plus difficile à obtenir. Cette propriété est importante à la fois d’un
point de vue théorique et pratique. Elle signifie que la classe des ensembles ra-
tionnels forme une algèbre de Boole et est utilisée chaque fois qu’une logique
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est traduite en automates. Par exemple, dans les preuves de décidabilité de la
théorie du second ordre monadique des entiers par Büchi [12] et celle de la
décidabilité de la théorie du second ordre monadique de l’arbre binaire infini
par Rabin [34], la fermeture par complémentation est une propriété essentielle.
Dans [8], la clôture par complémentation restait une question ouverte pour les
mots sur les ordres linéaires. Nous résolvons le problème dans cette thèse en
montrant que la classe des ensembles rationnels de mots indexés par des ordres
linéaires dénombrables et dispersés est fermée par complémentation.

Étant donné un automate A acceptant un ensemble de mots finis, la méthode
classique pour construire un autre automate B acceptant exactement les mots
qui ne sont pas acceptés par A se fait par déterminisation. Cette méthode est
déjà plus difficile dans le cas des mots infinis. Büchi [12] a utilisé une autre
approche, basée sur une congruence de mots finis. McNaughton [23] a étendu
la méthode de déterminisation aux mots infinis prouvant que tout automate de
Büchi est équivalent à un automate de Muller déterministe. Cette méthode a été
généralisée par Büchi [13] aux mots transfinis mais elle devient alors très com-
plexe. Contrairement aux automates sur les ordinaux [2], les automates sur les
ordres linéaires ne sont pas déterminisables. La fermeture par complémentation
des ensembles rationnels ne peut donc pas s’obtenir directement à partir des
automates. Dans le cas des ordres linéaires dispersés de rang fini, c’est-à-dire
lorsque le nombre d’imbrication de ω et −ω est fini, nous prouvons la ferme-
ture par complémentation [16] en généralisant la preuve de Büchi [12] avec une
induction supplémentaire sur le rang. Parce que les rangs des ordres linéaires
dénombrables dispersés prennent valeur parmi tous les ordinaux [20], cette ap-
proche n’est pas adaptée pour les mots indexés par tous ces ordres. C’est pour-
quoi nous utilisons l’approche algébrique.

Dans le cas des mots finis, on peut de façon algébrique classifier les en-
sembles rationnels en fonction des propriétés de leur semigroupe syntaxique.
Les ensembles rationnels de mots finis sont définis algébriquement comme les
ensembles reconnus par un semigroupe fini. Cette importante caractérisation a
pour conséquence immédiate la propriété de fermeture par complémentation.
Elle se généralise de façon naturelle aux mots infinis [42, 31] reconnus par des
ω-semigroupes finis et aux mots sur les ordinaux [4, 7] reconnus par des ω1-
semigroupes finis. Nous définissons ici une structure algébrique adaptée aux
mots indexés par les ordres linéaires : les �-semigroupes. Nous prouvons que,
lorsqu’ils sont finis, ces �-semigroupes sont équivalents aux automates sur les
ordres linéaires et obtenons ainsi la fermeture par complémentation de la classe
des ensembles rationnels de mots indexés par les ordres linéaires dénombrables
et dispersés. Par analogie avec le cas des mots finis, nous prouvons également
qu’un �-semigroupe minimal peut-être associé à chaque ensemble rationnel : le
�-semigroupe syntaxique. Notre preuve de la fermeture par complémentation est
effective. Elle donne également une autre preuve de la décidabilité de l’équivalence
de ces automates [10]. Notons qu’il est nécessaire que les ordres linéaires soient
dénombrables et dispersés. Büchi avait déjà mentionné que la classe des en-
sembles rationnels de mots transfinis de longueur supérieure à ω1 (le plus pe-
tit ordinal non dénombrable) n’est pas fermée par complémentation. On peut
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également prouver que l’ensemble des mots indexés par des ordres linéaires dis-
persés n’est pas rationnel en tant que sous-ensemble des mots sur tous les ordres
linéaires alors que son complémentaire l’est.

Dans la classification algébrique des ensembles rationnels, le fameux théorème
de Schützenberger [38] établit que les ensembles sans étoile de mots finis sont
exactement les ensembles dont le semigroupe syntaxique est fini et apériodique.
Ce résultat a été étendu aux mots infinis [22, 41, 29] et même aux mots transfi-
nis [5]. Nous le généralisons ici aux ensembles sans étoile de mots sur les ordres
linéaires dispersés de rang fini.

Cette thèse est organisée en chapitres de la façon suivante :

– Dans le premier chapitre, nous rappelons certaines définitions élémentaires
et fixons les notations. Les notions d’ordre linéaire et de mot sont définis.
Nous rappelons également certains résultats généraux largement utilisés
dans les chapitres suivants, notamment la caractérisation inductive des
ordres linéaires dispersés due à Hausdorff ainsi que certaines définitions
algébriques.

– Le chapitre 2 est consacré aux automates et aux expressions rationnelles.
Ceux-ci sont successivement détaillés dans le cas des mots finis, infinis,
bi-infinis, des mots sur les ordinaux et enfin des mots indexés par les
ordres linéaires dispersés. Dans chacun des cas, les deux approches sont
équivalentes et le théorème de Kleene est énoncé.

– Dans le chapitre 3, on prouve qu’un ensemble rationnel de mots sur les
ordres linéaires dispersés n’est pas nécessairement accepté par un auto-
mate déterministe. On se restreint alors au cas des ordres de rang fini.
Nous généralisons la preuve de Büchi et montrons que la classe des en-
sembles rationnels de mots indexés par des ordres linéaires dénombrables
dispersés de rang fini est fermée par complémentation. La preuve utilise
une congruence sur les mots et une induction sur le rang.

– Le chapitre 4 généralise les résultats du chapitre précédent en utilisant
une caractérisation algébrique des ensembles rationnels. Nous rappelons
les structures algébriques déjà existantes adaptées aux mots finis, infinis
et transfinis ainsi que certaines propriétés algébriques des semigroupes fi-
nis et les relations de Green. Nous définissons ensuite les �-semigroupes,
dont le produit de toute suite d’éléments indexée par un ordre linéaire
dénombrable et dispersé est défini. Nous montrons que lorsqu’un �-semigroupe
est fini, il peut être décrit de façon finie par un semigroupe et des fonc-
tions compatibles à droite et à gauche avec ce semigroupe. Nous prouvons
ensuite qu’un ensemble de mots sur les ordres linéaires dénombrables et
dispersés est rationnel si et seulement si il est reconnu par un �-semigroupe
fini. Nous en déduisons que la classe des ensembles rationnels est fermée
par complémentation. Enfin, pour tout ensemble reconnaissable X , nous
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définissons le �-semigroupe syntaxique de X et prouvons que c’est le plus
petit �-semigroupe reconnaissant X au sens de la division.

– Dans le chapitre 5, nous étendons la définition de langages sans étoile
aux mots indexés par des ordres linéaires de rang fini et généralisons le
théorème de Schützenberger : un ensemble rationnel de mots indexés par
des ordres linéaires dénombrables dispersés de rang fini est sans étoile si
et seulement si son semigroupe syntaxique est fini et apériodique.
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Chapitre 1

Définitions et notations

Ce chapitre est consacré aux définitions et notations utilisées dans la suite.
Nous rappelons les propriétés élémentaires sur les ensembles, relations et fonc-
tions, puis nous définissons les ordinaux et les ordres linéaires. Pour les ordres
linéaires dispersés, nous énonçons la caractérisation d’Hausdorff qui sera lar-
gement utilisée dans les chapitres suivants. Les mots indexés par des ordres
linéaires sont ensuite présentés, ainsi que le théorème de Ramsey dont nous ver-
rons différentes versions par la suite. Enfin nous redonnons certaines définitions
algébriques de base.

1.1 Ensembles, relations et fonctions

Pour tout ensemble E, on note P(E) l’ensemble des parties de E. Cet en-
semble contient notamment l’ensemble vide noté ∅. On parlera souvent d’une
classe d’ensembles pour définir une collection d’ensembles C. Les notations⋃
E∈C

E et
⋂

E∈C

E désignent respectivement l’union et l’intersection des éléments

de C. Pour deux ensembles E et F , la différence E\F est l’ensemble des éléments
de E n’appartenant pas à F . Enfin, si E ′ est un sous-ensemble de E noté E ′ ⊆ E,
le complémentaire de E ′ dans E, à savoir l’ensemble E \E ′ sera noté E′.

Pour tout entier n, on note E1 × E2 × . . . × En le produit cartésien des
ensembles E1, . . . En défini comme l’ensemble {(e1, e2, . . . , en)|e1 ∈ E1, . . . , en ∈
En}. La notation En dénote l’ensemble des n-uplets d’éléments de E.

Une relation sur des ensembles E et F est une partie de E × F . Etant
donnée une relation R ⊆ E × F , on note aussi eRf pour signifier que (e, f) ∈
R. Une relation R ⊆ E × E est dite réflexive si quel que soit e ∈ E, eRe.
Elle est symétrique si quels que soient e1, e2 ∈ E, e1Re2 implique e2Re1 et
antisymétrique si e1Re2 et e2Re1 implique e1 = e2. Enfin R est transitive si
quels que soient e1, e2, e3 ∈ E, e1Re2 et e2Re3 implique e1Re3.

Une relation antisymétrique et transitive est une relation d’ordre. Lorsqu’une
relation d’ordre est réflexive, elle est généralement noté ≤. Une relation d’ordre
R sur E est stricte si pour tout e ∈ E, non eRe. Une relation d’ordre stricte
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est souvent notée <. Un ensemble E muni d’une relation d’ordre < admet un
minimum s’il existe m ∈ E tel que quel que soit e ∈ E, m ≤ e. Une relation
d’ordre sur un ensemble E est bien ordonnée si et seulement si toute partie non
vide de E admet un élément minimum.

Une relation réflexive, symétrique et transitive est une relation d’équivalence.
La classe d’équivalence d’un élément e ∈ E est l’ensemble des éléments e′ tels
que eRe′. Lorsqu’une relation d’équivalence possède un nombre fini de classes
d’équivalence, ce nombre est appelé l’indice de la relation. Les relations sont
ordonnées par inclusions. Une relation R1 est plus fine que R2 si e1R1e2 im-
plique e1R2e2. L’égalité est la relation d’équivalence la plus fine et la relation
universelle est la plus grossière.

Une application (respectivement fonction) ϕ : E → F est une relation telle
que quel que soit x ∈ E, il existe exactement (respectivement au plus) un y ∈ F
tel que (x, y) ∈ ϕ. On note ϕ(x) = y l’image de l’élément x et plus généralement
pour un ensemble E′ ⊆ E, ϕ(E′) =

⋃
x∈E′

ϕ(x). Une application ϕ : E → F est

injective si quels que soient x, y ∈ E, ϕ(x) = ϕ(x′) =⇒ x = x′ et surjective si
quel que soit y ∈ F , il existe x ∈ E tel que ϕ(x) = y. Une application injective
et surjective est dite bijective. La composée de deux fonctions f : E → F et
g : F → G est la fonction g ◦ f : E → G définie par g ◦ f(x) = z s’il existe y ∈ F
tel que f(x) = y et g(y) = z.

Soient deux ensembles E et E ′ munis d’ordres respectivement notés < et <′.
Une application ϕ : E → E ′ est un morphisme d’ordre si quels que soient les
éléments e1, e2 ∈ E, e1 < e2 si et seulement si ϕ(e1) <

′ ϕ(e2).

1.2 Cardinaux

Un entier naturel peut être utilisé pour décrire la taille d’un ensemble ou
bien pour définir la position d’un élément dans une suite. Lorsque les ensembles
sont finis, ces deux notions cöıncident. Dans le cas d’ensembles infinis, il faut
distinguer ces deux approches. Les tailles des ensembles sont décrits par les
nombres cardinaux, découverts par Cantor, tandis que l’aspect position d’un
élément dans une suite est généralisé par les ordinaux.

Le cardinal d’un ensemble fini à n éléments est n. Le cardinal de l’ensemble
des nombres entiers naturels N = {0, 1, 2, 3, . . .} est noté ℵ0. C’est le plus petit
nombre cardinal transfini. Deux ensembles ont même cardinal lorsqu’ils sont en
bijection. Un ensemble est dit dénombrable s’il est de cardinal ℵ0 c’est-à-dire s’il
est en bijection avec N. Dans la suite on travaillera uniquement sur des ensembles
dénombrables. Notons que l’union dénombrable d’ensembles dénombrables est
un ensemble dénombrable.

1.3 Ordinaux

Nous rappelons ici brièvement les nombres ordinaux qui sont plus large-
ment détaillés dans [37] ou [39, 40]. Les ordinaux étant en particulier des ordres

12



linéaires, les opérations sur les ordinaux seront définies plus précisément dans
le paragraphe suivant.

En théorie des ensembles, les entiers naturels peuvent être définis comme des
ensembles bien ordonnés : 0 = ∅, 1 = {∅}, 2 = {0, 1} = {∅, {∅}}, 3 = {0, 1, 2} =
{∅, {∅}, {∅, {∅}}}, etc. L’ensemble 3, par exemple, possède les éléments 0,1,2 et
est ordonné par la relation d’appartenance 0 < 1 < 2 qui est un bon ordre. Un
entier est plus petit qu’un autre si et seulement s’il est l’un de ses éléments.
En identifiant les ensembles ordonnés isomorphes, tout ensemble fini bien or-
donné définit un entier naturel. Cette approche se généralise aux ensembles non
nécessairement finis. Un ordinal est une classe d’équivalence d’ensembles bien
ordonnés pour la relation d’isomorphisme. Un ordinal β est représenté par l’en-
semble des ordinaux plus petits que β sur lequel la relation d’appartenance est
un bon ordre et qui vérifie que tout élément de β est aussi un sous-ensemble de
β. Dans la suite, les ordinaux seront notés par des lettres grecques minuscules α,
β, γ,... Le plus petit ordinal est donc ∅ noté 0. Par définition, tout entier n est
l’ordinal associé à l’ensemble fini {0, 1, . . . , n − 1}. Le premier nombre ordinal
non fini est ω. Il correspond à l’ensemble des entiers naturels N muni de son
ordre habituel.

L’addition des entiers, traduite en termes d’ensembles, permet de généraliser
l’addition aux nombres ordinaux transfinis. Soient α et β deux ordinaux. L’or-
dinal α + β est l’ensemble α ∪ β tel que tout élément de α soit plus petit que
n’importe quel élément de β. Les ensembles α et β préservant leurs bons ordres
respectifs. Intuitivement, l’opération α + β revient à juxtaposer β à droite de
α. Par exemple, l’ordinal ω + ω est composée de deux copies de l’ensemble
des entiers naturels 0 < 1 < 2 < . . . < 0′ < 1′ < 2′ < . . .. Notons que
3 + ω = ω puisque 0 < 1 < 2 < 0′ < 1′ < 2′ < . . . est isomorphe à ω. Plus
généralement, pour tout entier n, n + ω = ω. Par contre ω + 3 représenté par
0 < 1 < 2 < . . . < 0′ < 1′ < 2′ n’est pas isomorphe à ω. L’addition n’est donc
pas commutative.

Pour multiplier deux ordinaux α et β, on remplace chaque élément de β par
une copie de α. Par exemple l’ordinal 2ω représenté par 00 < 10 < 01 < 11 <
02 < 12 < 03 < 13 < . . . est isomorphe à ω. Par contre ω2 est égal à ω+ω donc
cette multiplication n’est pas non plus commutative.

Un ordinal α est successeur s’il possède un plus grand élément c’est-à-dire
s’il existe un ordinal β tel que α = β + 1. Un ordinal différent de 0 et qui n’est
pas successeur est limite. Par exemple ω est un ordinal limite.

1.4 Ordres linéaires

Ce paragraphe est consacré aux ordres linéaires et le lecteur interessé pourra
consulter l’ouvrage de Rosenstein [37] pour une description plus complète. Après
les définitions et opérations sur les ordres linéaires, la caractérisation de Haus-
dorff des ordres linéaires dispersés et la notion de coupure sont décrites.
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1.4.1 Définitions et opérations

Une relation d’ordre < sur un ensemble J est totale si tous les éléments sont
comparables : quels que soient j et k dans J , on a j < k ou k < j. Cette propriété
induit une représentation linéaire des ordres c’est pourquoi un ensemble muni
d’un ordre total est appelé un ordre linéaire. Les ordres linéaires seront aussi
définis à isomorphisme près et souvent notés I , J , K... Tout ensemble fini totale-
ment ordonné de cardinal n est isomorphe à l’ensemble {0, 1, 2, . . . , n−1} et noté
n. L’ordre des entiers naturels et celui des nombres rationnels sont des ordres
linéaires. Contrairement aux ordinaux, une partie non vide d’un ordre linéaire
n’admet pas nécessairement de minimum. Les ordres linéaires peuvent donc
contenir des sous-ordres infinis à gauche. Par exemple, l’ensemble des entiers
relatifs {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} muni de l’ordre habituel est un ordre linéaire
noté ζ. Les ordinaux sont aussi des ordres linéaires.

Pour tout ordre linéaire J , on note −J l’ordre inverse appelé aussi ordre
miroir de J . Si la relation d’ordre sur J est <, l’ordre −J est l’ensemble J
muni de <∗ défini pour tous les éléments i,j de J par i <∗ j si et seulement si
j < i. Par exemple, −ω correspond à l’ensemble des entiers négatifs avec l’ordre
habituel : . . . < −2 < −1 < 0 .

La somme J+K de deux ordres linéaires est définie comme l’ensemble J∪K
muni de l’ordre < étendant les ordres de J et K de la façon suivante : j < k pour
tout j ∈ J et k ∈ K. Par exemple, ζ = −ω + ω. Plus généralement, pour tous
les ordres linéaires J et Kj où j ∈ J , la somme

∑
j∈J

Kj est l’ensemble ∪
j∈J

Kj

muni de l’ordre étendu par J . On parlera d’une somme indexée par J ou d’une
J-somme. Formellement,

∑
j∈J

Kj est l’ensemble de toutes les paires (k, j) telles

que k ∈ Kj équipé de l’ordre lexicographique défini par (k, j) < (k′, j′) si et
seulement si j < j′ ou j = j′ et k < k′ dans Kj .

Exemple 1 L’ordre linéaire
∑
ω

ζ correspond à juxtaposer ω copies de l’ordre ζ.

Cet ordre est représenté à la Figure 1.1 où chaque • correspond à un élément
de l’ordre.

. . . • • • • •. . . . . . • • • • •. . . . . . • • • • •. . . . . .

Fig. 1.1 – Représentation de l’ordre
∑
ω

ζ.

Soient J et K deux ordres linéaires. La somme
∑
J

K correspond à la multi-

plication K · J définie pour les ordinaux. On utilisera les puissances dans les
notations. Par exemple

∑
ζ

ζ = ζ2 et pour tout ordinal α, αω = α · α · α . . .︸ ︷︷ ︸
ωfois

Deux éléments i et j d’un ordre linéaire J sont dits consécutifs s’il n’existe
aucun k ∈ J tel que i < k < j. L’élément i est alors appelé le prédécesseur de
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j et j est le successeur de i. Notons qu’un élément j ∈ J a un prédécesseur si
l’ensemble {i | i < j} admet un plus grand élément.

Lorsqu’un ordre linéaire J admet un plus grand élément (respectivement un
plus petit élément), il est noté max(J) (respectivement min(J)). Sinon on dit
que J est un ordre limite à droite (limite à gauche).

Une suite d’éléments d’un ensemble E indexée par un ordre linéaire J est
une application de J dans E et se note souvent (ej)j∈J .

1.4.2 Ordres linéaires dispersés

Un ordre linéaire (J,<) est dense si pour tous les éléments j et k de J tels
que j < k, il existe un élément i dans J tel que j < i < k. Par exemple,
l’ensemble des nombres rationnels Q muni de l’ordre habituel < est un ordre
linéaire dense. Un ordre est dit dispersé s’il ne contient pas de sous-ordre dense.
Par exemple les ordres linéaires ω et ζ sont dispersés. Cette notion correspond à
celle d’ensemble discret, adaptée aux ordres. Les ordres linéaires dénombrables
dispersés généralisent de façon naturelle les ordres finis et les ordinaux. De
plus, ces ordres possèdent une jolie caractérisation due à Hausdorff, que nous
utiliserons dans toute la suite. Ils sont construits par induction à partir des
ordres finis en utilisant les ω-sommes et −ω-sommes.

Notons N la classe des ordres linéaires finis, O la classe des ordinaux dénombra-
bles et S celle des ordres linéaires dénombrables et dispersés.

Théorème 1 (Hausdorff [20]) Un ordre linéaire dénombrable J est dispersé si
et seulement si J appartient à

⋃
α∈O

Vα où les classes Vα sont définies de façon

inductive par :

1. V0 = {0,1}

2. Vα =

{
∑
j∈J

Kj | J ∈ N ∪ {ω,−ω, ζ} et Kj ∈
⋃

β<α

Vβ

}
.

où 0 et 1 sont respectivement les ordres ayant zéro et un élément.

La classe V1 contient les ordres linéaires finis et les ordres ω =
∑
ω

1, −ω et ζ. Par

• • • • . . . • • • • . . . • • • • . . . . . .

Fig. 1.2 – Représentation de l’ordre ω2.

. . . • • • • . . . • • • • . . . • • • • . . .

Fig. 1.3 – Représentation de l’ordre
∑
ω

−ω.
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exemple ω2 et
∑
ω

−ω appartiennent à V2 et pour tout entier n, ωn appartient à

Vn. Donc ωω =
∑

n∈ω

ωn appartient à Vω. Chaque ordre linéaire dispersé s’écrit

à partir de l’ordre à un élément en utilisant les sommes finies et les sommes
indexées par ω, −ω et ζ ; ces sommes étant imbriquées un nombre ordinal de
fois. Les ordinaux sont en particulier des ordres linéaires dispersés. La classe
des ordres linéaires dénombrables dispersés est donc fermée par les opérations
d’inversion d’ordres et de somme indexée par un ordre linéaire dénombrable
dispersé.

Intuitivement, le rang d’un ordre linéaire est le nombre maximum d’imbrica-
tions de ω-sommes et de −ω-sommes utilisées pour le définir à partir des ordres
finis. Ce nombre est lié à la classe V de Hausdorff de l’ordre, mais pour un ordi-
nal α, la classe Vα ne contient pas exactement les ordres de rang α car le produit
fini ne modifie pas le rang. Par exemple, l’ordre ω+ω de rang 1 appartient à la
classe V2. Pour tout ordinal α, on définit la classe Wα par :

Wα =





∑

j∈J

Kj | J ∈ N et Kj ∈ Vα



 .

Ces classes sont strictement intermédiaires à celles de Hausdorff : les inclusions
Vα ⊂Wα ⊂ Vα+1 sont vérifiées pour tout ordinal α. Par exemple, l’ordre ωα+ωα

appartient à Wα mais n’appartient pas à Vα et l’ordre ωα+1 appartient à Vα+1

mais pas à Wα. Formellement, le rang d’un ordre linéaire J est le plus petit
ordinal α tel que J ∈Wα. Les ordres de rang 0 sont les ordres finis.

Dans le but de simplifier les preuves, on définit également les classes Uα très
proches des classes Vα pour tout ordinal α. Le fait est que l’ordre ζ n’est pas
nécessaire dans la définition inductive des classes puisque ζ = −ω + ω. Pour
tout ordinal α, on définit

Uα =





∑

j∈J

Kj | J ∈ N ∪ {ω,−ω} et Kj ∈
⋃

β<α

Wβ



 .

Pour tout ordinal α, Uα ⊂ Vα ⊂Wα. D’après le théorème de Hausdorff, les rangs
des ordres linéaires dénombrables dispersés sont les ordinaux : S =

⋃
α∈O

Wα.

Pour montrer une propriété sur l’ensemble des ordres linéaires dénombrables
dispersés, on utilisera souvent une preuve par induction transfinie sur le rang.
On montre que la propriété est vraie sur l’ensemble des ordres finis W0. Ensuite,
pour tout ordinal α, on suppose la propriété pour tout ordre de rang β < α.
On prouve alors que la propriété est stable par sommes indexées par ω et −ω
c’est-à-dire qu’elle est vérifiée pour les ordres de Uα. Enfin on vérifie avec le
produit fini le cas des ordres de Wα. En effet, la classe Wα contient les sommes
finies des ordres appartenant à Uα.

Wα =





∑

j∈J

Kj | J ∈ N et Kj ∈ Uα




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Pour tout α ∈ O, on notera W ′
α = Wα \ {0} l’ensemble Wα privé de l’ordre

contenant 0 élément. Par extension, le rang d’un ensemble d’ordres linéaires est
la borne supérieure des rangs de ses éléments.

1.4.3 Coupures

Un intervalle d’un ordre linéaire J est un sous-ensemble K tel que quels que
soient j, k ∈ K et i ∈ J , si j < i < k alors i ∈ K. Cette notion correspond à
celle de convexité adaptée aux ordres. Une coupure de J est un couple (K,L)
d’intervalles disjoints de J tels que J = K∪L et quels que soient k ∈ K et l ∈ L,
k < l. L’ensemble de toutes les coupures de J est noté Ĵ . Notons que l’ensemble
des coupures d’un ordre linéaire dispersé est toujours un ordre dénombrable.

Exemple 2 L’ordre linéaire J = {0, 1, 2} a pour ensemble de coupures Ĵ =
{(∅, {0, 1, 2}), ({0}, {1, 2}), ({0, 1}, {2}), ({0, 1, 2}, ∅)}.

Plus généralement, si J est l’ordre linéaire fini à n éléments, l’ensemble Ĵ possède
n+ 1 coupures.

L’ensemble Ĵ des coupures d’un ordre J est naturellement muni d’un ordre
total. La relation < est définie pour toutes les coupures c1 = (K1, L1) et c2 =
(K2, L2) de Ĵ par c1 < c2 si K1 ⊂ K2. Cette inclusion implique L2 ⊂ L1 donc la
définition est symétrique. Notons que l’ordre Ĵ possède toujours un plus petit
élément (∅, J) et un plus grand élément (J, ∅). L’ensemble Ĵ \ {(∅, J), (J, ∅)} est
noté Ĵ∗.

Exemple 3 L’ordre ω̂ contient la première coupure (∅, ω), les coupures ({0, 1, . . . , n}, {n+
1, n+ 2, . . .}) pour tout entier n ainsi que la dernière coupure (ω, ∅). C’est l’or-
dinal ω + 1.

Plus généralement, si l’ordre J est un ordinal α, l’ordre Ĵ est l’ordinal α + 1.
En effet, quelle que soit la coupure c = (K,L) différente de la coupure maxi-
male, l’intervalle L possède un plus petit élément jc et l’application qui associe
l’élément jc à la coupure c est bijective et préserve l’ordre.

Les ordres linéaires J et Ĵ s’étendent naturellement en un ordre linéaire sur
l’ensemble J ∪ Ĵ de la façon suivante. Pour tout élément j ∈ J et toute coupure
c = (K,L) ∈ Ĵ , l’ordre < est défini par j < c si j ∈ K et c < j si j ∈ L. Comme
les coupures forment une partition de J , une des deux relations j < c ou c < j
est vérifiée. Deux éléments de J ou deux coupures de Ĵ sont ordonnés par les
ordres définis respectivement sur J et Ĵ . Cette relation induit une structure
d’ordre linéaire sur l’ensemble J ∪ Ĵ . Notons que quels que soient les éléments
j1 < j2 de J , il existe au moins une coupure c ∈ Ĵ telle que j1 < c < j2. De plus
si j1 et j2 sont deux éléments consécutifs, cette coupure est unique. De façon
analogue, quelles que soient les coupures c1 < c2 de Ĵ , il existe toujours au moins
un élément j de J tel que c1 < j < c2 et celui-ci est unique lorsque les coupures
sont consécutives. Ainsi les éléments de J et les coupures de Ĵ s’intercalent.
Notons que l’ordre linéaire J ∪ Ĵ possède aussi un plus petit élément (∅, J) et
un plus grand élément (J, ∅). L’ordre J ∪ Ĵ privé de ces éléments est noté J ∪ Ĵ∗.
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Exemple 4 L’ordre J ∪ Ĵ pour J = ζ + ζ est illustré à la Figure 4 où chaque
élément de ζ + ζ est représenté par un point et chaque coupure par une barre
verticale. Il existe une coupure entre deux éléments consécutifs de J et entre les
deux copies de ζ en plus des coupures minimales et maximales.

. . . • • • • • . . . . . . • • • • • . . .

Fig. 1.4 – L’ordre linéaire J ∪ Ĵ pour J = ζ + ζ.

Pour tout élément d’un ordre linéaire J , il existe deux coupures consécutives
c−j et c+j de Ĵ telles que c−j < j < c+j . Ces coupures sont définies par c−j =

(K, {j}∪L) et c+j = (K∪{j}, L) où K = {k ∈ J | k < j} et L = {l ∈ J | j < l}.

Notons également qu’une coupure c = (K,L) ∈ Ĵ admet un prédécesseur si K
possède un plus grand élément k. Dans ce cas c = c+k et son prédécesseur est
c−k . De même, c possède un successeur si L admet un plus petit élément l. Dans
ce cas c = c−l et son successeur est c+l .

1.5 Mots indexés par des ordres linéaires

Un alphabet est un ensemble fini de symboles appelés lettres. Un mot x sur
un alphabet A indexé par un ordre linéaire J est une application de J dans A
qui associe une lettre à chaque élément de J . Il peut être vu comme l’ordre J
dont chaque élément est étiqueté par une lettre de l’alphabet. L’ordre linéaire J
est appelé la longueur de x et noté |x|. Le mot indexé par l’ordre à 0 élément est
appelé mot vide et noté ε. Un mot est souvent noté comme une suite x = (aj)j∈J

où chaque lettre aj est l’image de l’élément j. Cette notion de mot généralise
les définitions de mots déjà considérées dans la littérature. Si l’ordre J est fini
de cardinal n, un mot de longueur J est une suite finie x = a0a1a2 . . . an−1

de lettres. Un mot a0a1a2 . . . de longueur ω est un mot infini (à droite) et,
symétriquement, un mot . . . a−2a−1a0 indexé par −ω est infini à gauche. Un
mot bi-infini . . . a−2a−1a0a1a2 . . . est un mot de longueur ζ.

Soient x = (ai)i∈I et y = (bj)j∈J deux mots indexés respectivement par les
ordres linéaires I et J . Le produit, ou la concaténation de x et y est le mot
(ck)k∈K de longueur K = I + J défini par ck = ak si k ∈ I et ck = bk si
k ∈ J . Il est noté xy. Plus généralement, pour tout ordre linéaire J , le J-produit
d’une suite de mots (xj)j∈J indexée par J est le mot x =

∏
j∈J

xj obtenu par

concaténation des mots xj en respectant l’ordre J . Pour tout j ∈ J , notons
Kj = |xj | et xj = (ak,j)k∈Kj

. Le mot x est de longueur K =
∑
j∈J

Kj = {(k, j) |

j ∈ J, k ∈ Kj} et vaut x = (ak,j)(k,j)∈K .

Exemple 5 Soit x = ab. Le ζ-produit
∏
ζ

x est le mot bi-infini . . . abababab . . ..
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Exemple 6 Soit le mot infini x = abbb . . . composé d’un a et d’une suite infinie
de b. Le mot

∏
−ω

x est le mot y = (aj)j∈J de longueur J =
∑
−ω

ω tel que pour tout

j ∈ J , aj = b si j a un prédécesseur et aj = a sinon. Ce mot est de longueur
limite à gauche : · · · abbb . . . abbb . . . abbb . . .

Soit x = (aj)j∈J un mot indexé par un ordre linéaire. Pour tout intervalle non
vide I de J , le mot (aj)j∈I est un facteur de x et pour toute coupure (K,L) de

Ĵ , les mots (aj)j∈K et (aj)j∈L sont appelés respectivement préfixe et suffixe de
x.

Plus généralement, une factorisation d’un mot x est une décomposition de
x en une suite de mots dont le produit vaut x. Pour tout ordre linéaire J , une
suite (xj)j∈J de mots est une J-factorisation de x si x =

∏
j∈J

xj .

Etant donné un alphabet A, on note A� l’ensemble de tous les mots sur
l’alphabet A indexés par un ordre dénombrable total et dispersé. On note aussi
A∗ l’ensemble des mots finis sur A et A+ = A∗ \ {ε}. Pour tout ordre linéaire
J , AJ dénote l’ensemble des mots sur A de longueur J . Si E est un ensemble
d’ordres linéaires, on note aussi AE l’ensemble des mots sur A dont la longueur
est un ordre appartenant à E. Ainsi, AN = A∗ et AS = A�. Par extension, le
rang d’un mot est le rang de sa longueur. Par exemple, pour tout ordinal α,
AWα est l’ensemble des mots de rang inférieur ou égal à α.

1.6 Théorème de Ramsey

Soit (xi)i∈ω une ω-factorisation d’un mot x =
∏
i∈ω

xi. Une autre factorisation

(yi)i∈ω de x est appelée une factorisation extraite ou superfactorisation si elle
est obtenue à partir de la précédente en regroupant les facteurs i.e. s’il existe
une suite d’entiers strictement croissante (ki)i∈ω telle que y0 = x0 . . . xk0 et
yi = xki−1+1 . . . xki

pour tout i ≥ 1 :

x = (x0x1 . . . xk0 )︸ ︷︷ ︸
y0

(xk0+1xk0+2 . . . xk1 )︸ ︷︷ ︸
y1

. . .

Soit ϕ : A� → E une application de A� dans un ensemble fini E. Une ω-
factorisation (yi)i∈ω d’un mot x est dite ramseyenne pour ϕ s’il existe un
élément de e tel que quels que soient les entiers strictement positifs i ≤ j,
ϕ(yiyi+1 . . . yj) = e.

Les éléments de E sont souvent appelés des couleurs et le théorème de Ram-
sey établit que tout mot infini admet une factorisation où tous les facteurs sont
de la même couleur, excepté peut-être le premier. On donne ici un énoncé par-
ticulier de ce théorème avec sa preuve empruntés de [32].

Théorème 2 (Ramsey, [35]) Soit ϕ : A+ → E une application de A+ dans un
ensemble fini E. Tout mot de Aω admet une ω-factorisation ramseyenne pour ϕ.
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Preuve. Soit x = (ai)i∈ω avec ai ∈ A pour tout i ∈ ω. On définit par récurrence
la suite (ni, Ui)i∈ω de paires composées d’un indice ni et d’un ensemble infini
d’entiers Ui de la façon suivante. Posons U0 = N et n0 = 0. Soit i ∈ ω. Supposons
que Ui soit défini et que ni = min(Ui). Pour tout élément e ∈ E, on définit
l’ensemble

Te = {n ∈ Ui | ϕ(ani
ani+1 . . . an−1) = e}.

Comme E est fini, il existe au moins un élément ei ∈ E tel que l’ensemble Tei

soit infini. On pose alors Ui+1 = Tei
et ni+1 = min(Ui+1). La suite n0, n1, . . .

obtenue est illustrée en figure 1.6. Par construction, quels que soient les entiers

e0

e0

e0

e1 e2

e1

n0 n1 n2 n3

Fig. 1.5 – Suite d’indices.

i ≥ 0 et j > 0, ϕ(ani
ani+1 . . . ani+j−1) = ei. Comme l’ensemble E est fini, il

existe au moins un élément e ∈ E tel que e = ei pour une infinité d’entiers
i. Ces entiers définissent une sous-suite ni0 , ni1 , . . . qui donne la factorisation
recherchée yj = anij

anij
+1 . . . anij+1−1 . 2

Il existe de nombreuses versions de ce théorème dont la plupart sont large-
ment détaillées dans [32]. Dans la suite, ce théorème sera largement utilisé et les
énoncés les plus appropriés seront reprécisés. La version suivante est l’adaptation
du théorème 2 aux mots sur les ordres linéaires dispersés.

Théorème 3 Soit ϕ : A� → E une application de l’ensemble des mots sur A
indexés par un ordre linéaire dispersé dans un ensemble fini E. Tout mot de A�

possédant une ω-factorisation admet une superfactorisation Ramseyenne pour
ϕ.

Preuve. Soit x ∈ A� admettant une ω-factorisation x =
∏
i∈ω

xi. On reprend la

preuve du théorème 2 avec

T(i,e) = {n ∈ Ui | ϕ(xni
xni+1 . . . xn−1) = e}.

Avec les mêmes notations, la superfactorisation obtenue est x =
∏

j∈ω

yi avec

yj = xnij
xnij

+1 . . . xnij+1−1 . 2
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1.7 Définitions algébriques

Nous rappelons dans ce paragraphe des définitions élémentaires d’algèbre
universelle notamment celles d’opération, de type algébrique, de morphisme et
de congruence.

Une opération d’arité finie n sur un ensemble E est une application de
En dans E. Une opération binaire f sur E est associative si quels que soient
e1, e2, e3 ∈ E, f(e1, f(e2, e3)) = f(f(e1, e2), e3). Dans la suite, nous considérerons
des opérations d’arité 1 ayant pour argument une suite indexée par un ordre
linéaire. Une telle opération f sur un ensemble E est une application qui associe
un élément de E à toute suite d’éléments de E dont la longueur est un ordre
linéaire.

Un type algébrique C est une classe d’ensembles munis de relations et d’opéra-
tions d’arités définies. Une algèbre de type C est un élément de C. Soient A et
A′ deux algèbres de même type C. Un morphisme ϕ : A → A′ d’éléments de
type C est une application qui préserve les relations et les opérations. Si A et
A′ sont munis de relations, respectivement notés R et R′, quels que soient les
éléments a1 et a2 de A, a1Ra2 si et seulement si ϕ(a1)R

′ϕ(a2). Si les ensembles
A et A′ sont équipés d’opérations f et f ′ d’arité finie n, ϕ est un morphisme si
quels que soient les éléments a1, a2,..., an de A,

ϕ(f(a1, a2, . . . , an)) = f ′(ϕ(a1), ϕ(a2), . . . , ϕ(an)).

Par exemple pour une opération binaire noté multiplicativement, ϕ(e1 ∗ e2) =
ϕ(e1)∗′ϕ(e2). Dans la cas où les ensembles A et A′ sont équipés d’opérations f et
f ′ d’arité 1 et prennant une suite indexée par des ordres linéaires en argument,
un morphisme ϕ doit vérifier pour tout ordre linéaire J et toute suite (ej)j∈J

d’éléments de A,

ϕ(f((ej)j∈J )) = f ′((ϕ(ej))j∈J ).

Dans la suite, nous repréciserons la définition de morphisme dans les structures
algébriques que nous utiliserons. Les morphismes seront notés par les lettres
grecques ϕ, ψ, ... Un isomorphisme est un morphisme bijectif. Soient A et A′

deux éléments d’une algèbre de type C. S’il existe un isomorphisme de A dans
A′, A et A′ sont isomorphes. La relation “être isomorphe à” est une relation
d’équivalence. Soit ϕ : A → A′ un morphisme d’algèbre de type C. Alors ϕ
reconnâıt un sous-ensemble X de A si ϕ−1(ϕ(X)) = X . On dit que A′ reconnâıt
X ⊆ A s’il existe un morphisme ϕ : A → A′ qui reconnâıt X et X est dit
reconnaissable s’il est reconnu par une algèbre finie. L’algèbre A′ est une sous-
algèbre de A s’il existe un morphisme injectif de A′ dans A. A′ est quotient de
A s’il existe un morphisme surjectif de A sur A′. On dit que A divise A′ et on
note A ≺ A′ si A est quotient d’une sous-algèbre de A′. La relation de division
est transitive et deux algèbres se divisant mutuellement sont isomorphes.

Une congruence d’algèbre de type C est une relation d’équivalence qui est
stable par les opérations. Soit A une algèbre de type donné. Une relation ∼ sur
A est une congruence si quelle que soit l’opération f sur A d’arité finie n et
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quels que soient les éléments a1,..., an,a′1,..., a
′
n de A,

∀1 ≤ i ≤ n, ai ∼ a′i =⇒ f(a1, . . . , an) ∼ f(a′n, . . . , a
′
n).

Dans le cas où A est équipé d’une opération f prenant en argument une suite
indexée par des ordres linéaires, une congruence doit satisfaire pour toutes les
suites (ej)j∈J et (e′j)j∈J d’éléments de A indexées par un ordre linéaire J ,

∀j ∈ J, ej ∼ e′j =⇒ f((ej)j∈J ) ∼ f((e′j)j∈J ).

L’ensemble des classes d’équivalence noté E/ ∼ est une algèbre de type C.
L’application qui associe à tout élément de E sa classe d’équivalence est un
morphisme surjectif de E sur E/∼ donc E/∼ est appelé quotient de E par ∼.
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Chapitre 2

Automates et expressions

rationnelles

La théorie des automates commença en 1956 lorsque Kleene établit l’équiva-
lence entre expressions rationnelles et automates pour les ensembles de mots
finis [21]. Depuis lors, ce célèbre théorème de Kleene a été généralisé aux mots
infinis [11, 25], bi-infinis [19, 26], aux mots indexés par des ordinaux [13], et enfin
aux mots sur les ordres linéaires dispersés [8]. Dans ce chapitre, nous redonnons,
pour chaque classe d’ordres linéaires dispersés, les opérateurs rationnels et les
automates définissant la classe de langages rationnels correspondante.

Büchi et Muller furent les premiers à définir des automates acceptant des
mots de longueur ω. Büchi généralisa ensuite les automates pour les mots sur
les ordinaux. Ces derniers possèdent non seulement les transitions classiques des
automates sur les mots finis c’est-à-dire de la forme p

a
−→q où p et q sont des

états et a une lettre de l’alphabet, mais également des transitions de la forme
P → p où p est un état et P un ensemble d’états. Entre deux états successifs
d’un chemin, il existe une transition étiquetée par la lettre correspondante. Au
niveau des ordinaux limites, un chemin possède une transition P → p aux
points où l’ensemble limite d’états est P . Un chemin possède toujours une fin,
même lorsque son étiquette est de longueur limite. Ces automates acceptent les
langages définis par les expressions rationnelles construites avec l’union finie,
l’étoile, le ω-produit et l’itération sur les ordinaux dénombrables dénotée \. Ces
automates sur les ordinaux dénombrables sont déterminisables ce qui montre
que cette classe est fermée par complémentation et qu’elle forme une algèbre de
Boole.

Plus récemment, cette théorie a été généralisée de façon naturelle aux mots
sur les ordres linéaires dénombrables dispersés par Bruyère et Carton. De façon
symétrique, ces automates possèdent des transitions limites à gauche de la forme
P → p et des transitions limites à droite de la forme p→ P où p est un état et
P un ensemble d’état. La définition de chemin, basée sur la notion de coupures,
généralise celle des chemins de longueurs finies et ordinales. Ils se construisent
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en insérant un état entre deux lettres consécutives de l’étiquette. Autrement dit,
pour tout mot x indexé par un ordre linéaire I , un chemin d’étiquette x est une
suite d’états indexés par l’ordre Î des coupures de I . Lorsqu’un état p n’a pas
de prédécesseur (respectivement pas de successeur) il doit exister une transition
transition limite à gauche (respectivement à droite) menant de l’ensemble cofinal
à gauche vers p (respectivement de p vers l’ensemble cofinal à droite). Aux
opérateurs rationnels des mots sur les ordinaux dénombrables, il faut ajouter les
opérateurs inverses : le −ω-produit et l’itération ordinale dénombrable inverse
−\ ainsi qu’une sorte d’itérateur sur tous les ordres linéaires dispersés noté �.
On retrouve un théorème de Kleene pour les ensembles de mots sur des ordres
linéaires dispersés.

Lorsqu’on restreint l’ensemble des opérations rationnelles utilisées dans les
expressions, on obtient toute une hiérarchie de classes d’ensembles rationnels. En
imposant des conditions sur les transitions limites des automates, on retrouve
un théorème de Kleene pour chacune des classes. Par exemple, la classe des
langages rationnels de rangs finis est définie par les expressions rationnelles
utilisant l’union finie, le produit fini, l’étoile, le ω-produit et le −ω-produit.
Ces langages sont exactement ceux acceptés par des automates sur les ordres
linéaires dont les transitions limites de la forme p → P ou P → p vérifient
p /∈ P .

Ce chapitre rappelle les définitions d’ensembles rationnels de mots finis, in-
finis, bi-infinis, mots sur les ordinaux et mots sur les ordres linéaires dispersés.
Pour chaque classe d’ordre, les expressions rationnelles et les automates sont
redéfinis.

2.1 Mots finis

Nous définissons dans cette partie la notion de langage rationnel de mots
finis sur un alphabet A. Ces ensembles sont définis de façon équivalente par des
expressions rationnelles ou par des automates. Pour les exemples, on prendra
l’alphabet A = {a, b}.

2.1.1 Expressions rationnelles

Tout ensemble rationnel peut être décrit par une expression rationnelle
formée des lettres de l’alphabet et de symboles représentant les opérateurs.
Pour deux ensembles X et Y ⊆ A∗, on définit les opérations suivantes :

l’union X + Y = {z | z ∈ X ou z ∈ Y }
le produit X · Y = {xy | x ∈ X et y ∈ Y }

l’itération X∗ = {
n

Π
i=1

xi | n ∈ N et pour tout 1 ≤ i ≤ n , xi ∈ X}

Définition 1 La classe Rat(A∗) des langages rationnels de A∗ est la plus petite
famille contenant l’ensemble P(A) des parties de A et fermée par union finie,
produit fini et itération finie.
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Exemple 7 L’expression rationnelleA∗aA∗ représente l’ensemble des mots finis
sur l’alphabet A contenant la lettre a.

Exemple 8 L’ensemble X ∈ Rat(A∗) des mots possédant un nombre pair
d’occurrences de la lettre a est représenté par l’expression (ab∗a + b)∗ et son
complémentaire A∗ \X par l’expression b∗a(ab∗a+ b)∗.

Notons que la classe Rat(A∗) des langages rationnels est strictement incluse
dans celle des langages de A∗. Par exemple, l’ensemble des mots contenant
exactement autant de a que de b n’est pas rationnel.

2.1.2 Automates

Nous définissons ici les automates sur les mots finis qui permettent, comme
les expressions rationnelles, de décrire de façon finie les ensembles de mots.

Définition 2 Un automate est un quintuplet (Q,A,E, I, F ) où
– Q est un ensemble fini d’états,
– A est un alphabet fini,
– E ⊆ (Q×A×Q) est un ensemble de transitions,
– I ⊆ Q est un ensemble d’états initiaux,
– F ⊆ Q est un ensemble d’états finaux.

Un automate est représenté par un diagramme où les états sont représentés par
des cercles et les transitions par des flèches. Les états initiaux sont marqués par
une flèche entrante et les états finaux par une flèche sortante.

Exemple 9 L’automate A = (Q = {0, 1}, A = {a, b} , E = {(0, a, 0), (0, a, 1),
(1, a, 1), (1, b, 1), (1, a, 0)}, I = {0}, F = {0}) est représenté par le diagramme
suivant :

0 1

a

a

a
a, b

Un automate A = (Q,A,E, I, F ) possède un chemin menant de l’état p ∈ Q à
l’état q ∈ Q s’il existe un entier n et une suite d’états (qi)0≤i≤n tels que q0 = p,
qn = q et pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1, il existe ai ∈ A tel que (qi, ai, qi+1) ∈ E. Le
mot u = a0a1 . . . an−1 est l’étiquette de ce chemin et n sa longueur. L’ensemble
{q0, q1, . . . , qn} est le contenu du chemin.

Un chemin est dit acceptant s’il mène d’un état initial à un état final. Un
mot est accepté par un automate s’il est l’étiquette d’un chemin acceptant.

Exemple 10 L’automate de l’exemple 9 accepte exactement les mots com-
mençant et finissant par la lettre a ainsi que le mot vide ε.
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Les notions d’automates et d’expressions rationnelles sont équivalentes.

Théorème 4 (Kleene, [21]) Un ensemble de mots finis est rationnel si et seule-
ment s’il est accepté par un automate.

Exemple 11 L’automate de la figure 2.1 accepte le langage rationnel (ab∗a+b)∗

des mots contenant un nombre pair de a.

0 1

b b

a

a

Fig. 2.1 – Automate acceptant le langage (ab∗a+ b)∗

On note p
a

−→
A

q ou p
a

−→q la transition (p, a, q) de l’automate A et p
u

=⇒
A

q ou

p
u

=⇒ q l’existence d’un chemin menant de p à q et d’étiquette u dans A.

Un automate A = (Q,A,E, I, F ) est dit déterministe si quels que soient q ∈ Q
et a ∈ A, il existe au plus un état p ∈ Q tel que (q, a, p) ∈ E et si l’ensemble
I des états initiaux est réduit à un singleton. Il est complet si quels que soient
q ∈ Q et a ∈ A, il existe au moins un état p ∈ Q tel que (q, a, p) ∈ E. Un
automate est co-déterministe si quels que soient p ∈ Q et a ∈ A, il existe au
plus un état q ∈ Q tel que (q, a, p) ∈ E. Il est non-ambigu si pour tous les états
p, q ∈ Q et tout mot x ∈ A∗, il existe au plus un chemin menant de p à q
d’étiquette x.

Exemple 12 L’automate de l’exemple 9 n’est pas déterministe puisqu’en par-
tant de l’état 0 et en lisant la lettre a les transitions vers les états 0 et 1 sont
autorisées. Il n’est pas complet non plus car il n’existe aucune transition partant
de l’état 0 et d’étiquette b.

Théorème 5 Tout ensemble rationnel de mots finis est accepté par un automate
déterministe et complet.

Exemple 13 L’automate de la figure 2.2 est déterministe, complet et accepte
le même langage que l’automate de l’exemple 9.

Soit X un sous-ensemble rationnel de A∗ et soit A un automate complet et
déterministe acceptant X . Il suffit d’échanger les états finaux pour obtenir un
automate acceptant le complémentaire A∗ \X .

Exemple 14 L’automate de la figure 2.3 accepte le complémentaireA∗\(aA∗a+
ε) = bA∗ +A∗b du langage accepté par l’automate de l’exemple 9.

Proposition 6 La classe des ensembles rationnels de mots finis est fermée par
union finie, intersection, produit fini, étoile et complémentation dans A∗.
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0

1 2

3

a

b

a, b

a

b

b

a

Fig. 2.2 – Un automate déterministe et complet acceptant aA∗a+ ε.

0

1 2

3

a

b

a, b

a

b

b

a

Fig. 2.3 – Un automate acceptant A∗ \ (aA∗a+ ε).

Les automates étudiés dans la suite pourront toujours être complétés en ajou-
tant un état “puits” où convergent toutes les transitions ajoutées. C’est le
cas de l’état 3 de l’automate de la Figure 2.2. Lorsque les automates sont
équivalents à des automates déterministes, la fermeture par complémentation
de la classe de langages correspondante s’obtiendra donc par la méthode dite de
déterminisation. D’autre part, notons qu’une forme canonique existe pour les
automates sur les mots finis. Parmi tous les automates déterministes et complets
acceptant un ensemble rationnel donné, il en existe un unique, dit minimal qui
possède strictement moins d’états que les autres.

2.2 Mots de longueur ω

Les ensembles rationnels de mots de longueur ω ont été principalement
étudiés par Büchi [12], Muller [25] et McNaughton [23]. Différents types d’auto-
mates ont été définis, largement détaillés dans [32]. Nous rappelons rapidement
ceux de Büchi et de Muller par souci historique.

2.2.1 Expressions rationnelles

L’opérateur ω est ajouté à l’ensemble des opérateurs rationnels définis pour
les mots finis. Le ω-produit d’un sous-ensemble X de A∗ est défini par

Xω = { Π
i∈ω

xi | xi ∈ X \ {ε}}

Définition 3 Un sous-ensemble de Aω est ω-rationnel si et seulement s’il est
une union finie d’ensembles de la forme XY ω où X et Y sont des sous-ensembles
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rationnel de A∗ et de A+.

On note Rat(Aω) la classe des ensembles ω-rationnels.

Exemple 15 L’ensemble X ∈ Rat(Aω) des mots de longueur ω possédant un
nombre fini d’occurrences de la lettre b est représenté par l’expression A∗aω et
son complémentaire Aω \X par l’expression (A∗b)ω.

2.2.2 Automates

Nous redonnons dans ce paragraphe les deux types d’automates acceptant
des mots de longueur ω introduits indépendamment par Büchi [12] et Muller [25].
Tous deux sont définis à partir d’automates sur les mots finis et se distinguent
par leurs conditions d’acceptation d’un chemin. Soit A un automate sur les mots
finis. Un chemin de longueur ω est une suite d’états (qi)i∈ω telle que pour tout
i ∈ ω, il existe une lettre ai ∈ A telle que (qi, ai, qi+1) ∈ E. Le mot u = a0a1 . . .
est l’étiquette de ce chemin. On dit qu’il passe infiniment souvent par un état p
si pour tout i ∈ ω, il existe j > i tel que qj = p.

Automates de Büchi :

Un automate de Büchi est un automate (Q,A,E ⊆ Q×A×Q, I ⊆ Q,F ⊆ Q)
acceptant les étiquettes des chemins passant infiniment souvent par au moins
un état de F .

Exemple 16 L’automate de Büchi de la figure 2.4 accepte exactement l’en-
semble des mots possédant un nombre fini d’occurrences de la lettre b. Il est
complet.

0 1 2

a, b a a, b

a b

Fig. 2.4 – Automate de Büchi acceptant A∗aω

Automates de Muller :

Un automate de Muller est un automate (Q,A,E, I, F ) avec E ⊆ Q×A×Q,
I ⊆ Q et où l’ensemble d’états finaux F ⊆ P(Q) est remplacé par un sous-
ensemble des parties de Q. Un chemin est acceptant si l’ensemble des états par
lequel il passe infiniment souvent appartient à F .

Exemple 17 L’automate de Muller de la figure 2.5 ayant pour ensemble final
F = {{1}} accepte les mots de Aω possédant un nombre fini d’occurrences de
la lettre b.
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0 1

b a

a

b

Fig. 2.5 – Automate de Muller acceptant A∗aω

McNaughton a montré que ces deux définitions sont équivalentes et que les
notions d’automates et d’expressions rationnelles restent équivalentes pour les
mots de Aω.

Théorème 7 (McNaughton, [23]) Un sous-ensemble de Aω est ω-rationnel si
et seulement s’il est accepté par un automate (de Büchi ou de Muller).

Si les deux définitions d’automates sont équivalentes, ils ne possèdent pas les
même propriétés. En particulier les automates de Muller sont déterminisables
ce qui n’est pas le cas des automates de Büchi.

Proposition 8 (McNaughton, [23]) Tout sous-ensemble rationnel de Aω est
accepté par un automate de Muller déterministe.

La fermeture par complémentation s’obtient alors de la méthode de déterminisation.

Proposition 9 La classe des ensembles ω-rationnels forme une algèbre de Boole.

2.3 Mots bi-infinis

Dans ce paragraphe nous rappelons brièvement la notion de rationnalité pour
les ensembles de mots de longueur ζ et renvoyons le lecteur à [32] pour plus de
détails.

2.3.1 Expressions rationnelles

L’opérateur −ω est le symétrique de l’opérateur ω et correspond au produit
infini à gauche. Le −ω-produit d’un sous-ensemble X de A∗ est défini par

X−ω = { Π
i∈−ω

xi | xi ∈ X \ {ε}}

Définition 4 Un sous-ensemble de Aζ est ζ-rationnel si et seulement s’il est une
union finie d’ensembles de la forme X−ωY Zω où X , Y et Z sont respectivement
des sous-ensembles rationnel de A+, A∗ et A+.

On note Rat(Aζ) la classe des ensembles ζ-rationnels.

Exemple 18 L’ensemble X ∈ Rat(Aζ) des mots de longueur ζ sur l’alphabet
A = {a, b} possédant un nombre fini d’occurrences de la lettre b est représenté
par l’expression a−ωA∗aω et son complémentaire Aω \X par l’expression
A−ω(A∗b)ω + (A∗b)−ωAω.
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2.3.2 Automates

Soit A = (Q,A,E, I, F ) un automate fini. Un chemin de longueur ζ et
d’étiquette u = . . . a−1a0a1 . . . est une suite bi-infinie d’états (qi)i∈ζ telle que
pour tout i ∈ ζ, la transition (qi, ai, qi+1) appartienne à E. Un chemin est
acceptant si qi ∈ I pour une infinité de i négatifs et qi ∈ F pour une infinité de
i positifs.

Exemple 19 L’automate de la Figure 2.6 accepte l’ensemble des mots de lon-
gueur ζ possédant un nombre fini d’occurrences de la lettre b.

0 1 2

a a, b a

a a

Fig. 2.6 – Automate acceptant le langage a−ωA∗a−ω

Théorème 10 Un sous-ensemble de Aζ est ζ-rationnel si et seulement s’il est
accepté par un automate.

Dans le cas des mots finis et des mots de longueur ω, la propriété de déterminisme
est suffisante pour garantir que chaque mot est l’étiquette d’au plus un chemin
acceptant. Ce n’est par le cas pour les automates sur les mots bi-infinis pour les-
quels la notion de non-ambigüıté est appropriée. Un automate est ζ-non-ambigu
si tout mot est étiquette d’au plus un chemin acceptant. Le théorème 8 a été
reformulé pour les mots bi-infinis par Carton et Michel :

Proposition 11 [15] Tout ensemble ζ-rationnel est accepté par un automate
ζ-non-ambigu.

2.4 Mots sur les ordinaux

Pour un exposé plus détaillé sur la théorie des langages de mots de longueur
plus petite que ω1, on renvoie à [14, 45, 4, 7].

2.4.1 Expressions rationnelles

Les expressions rationnelles pour les mots transfinis ont été introduites par
Wojciechowski [45]. Elles étendent les expressions rationnelles pour les mots fi-
nis avec de nouveaux opérateurs. Dans [45], l’itération ordinale est dénotée par
le symbole ]. L’ensemble X] est défini comme les concaténations de suites de
longueur ordinale de mots de X . Dans la suite comme dans [7], on s’intéresse
uniquement aux mots indexés par des ordinaux dénombrables. C’est pourquoi
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on note différemmentX\ l’itération restreinte aux ordinaux dénombrables. L’en-
semble de tous les mots indexés par un ordinal dénombrable est donc noté A\.
On rappelle ici ces expressions régulières dans un souci de clarté. Pour deux en-
sembles X et Y de mots sur les ordinaux dénombrables, on définit les opérations
suivantes :

l’union X + Y = {z | z ∈ X ou z ∈ Y }
le produit X · Y = {xy | x ∈ X et y ∈ Y }

l’étoile X∗ = {
n

Π
i=1

xi | n ∈ N et xi ∈ X}

ω-produit Xω = { Π
i∈ω

xi | xi ∈ X \ {ε}}

l’itération ordinale X\ = { Π
γ<α

xγ | α < ω1 et xγ ∈ X}

Définition 5 La classe Rat(A\) des langages rationnels de A\ est la plus petite
famille contenant l’ensemble P(A) des parties de A et fermée par union finie,
produit fini, itération finie, ω-produit et itération ordinale dénombrable.

Exemple 20 L’expression rationnelle A\aA\ représente l’ensemble des mots
indexés par un ordinal dénombrable contenant la lettre a.

Exemple 21 L’ensemble (A\)ω contient l’ensemble des mots de longueur limite
à droite et son complémentaire A\A l’ensemble des mots dont la longueur est
un ordinal successeur.

2.4.2 Automates

Dans le cas des automates sur les mots finis, les transitions de la forme
p

a
−→q où p et q sont des états, sont insuffisantes pour construire des chemins de

longueur supérieur à ω. Büchi [13] a été le premier à généraliser l’ensemble de
transitions et à définir ainsi des automates pour les mots transfinis. Il définit des
transitions de la forme P

a
−→q où P est un ensemble d’états et q un état. Nous

utiliserons ici une définition des automates dont les transitions limites seront de
la forme P → p i.e. non étiquetées. Les deux définitions sont équivalentes [2, 4]
pour les mots sur des ordinaux dénombrables.

Définition 6 Un automate sur les ordinaux dénombrables est un quintuplet
(Q,A,E, I, F ) où Q est un ensemble fini d’états, A est un alphabet fini, E ⊆
(Q×A×Q) ∪ P(Q)×Q est l’ensemble des transitions et I ⊆ Q et F ⊆ Q sont
respectivement des ensembles d’états initiaux et finaux.

Les transitions appartenant à Q× A ×Q sont appelées transitions successeurs
et celle de P(Q) ×Q transitions limites.

Exemple 22 L’automate représenté en figure 2.7 possède quatre transitions

successeurs 0
a

−→0, 0
b

−→1, 1
a

−→1, 1
b

−→1 et deux transitions limites {0} → 1 et
{1} → 1.
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0 1

a

b

a, b
{0} → 1

{1} → 1

Fig. 2.7 – Automate acceptant (aω + a∗b)A\

Les transitions limites sont définies à partir de la notion de cofinalité qui générali-
se celle de répétition infinie utilisée pour les automates acceptant les mots de
longueur ω. Les états atteints en un point limite γ d’un chemin dépendent des
états apparaissant cofinalement avec γ.

Définition 7 Soit α un ordinal et soit c = (qβ)β<α une suite d’états de longueur
α. L’ensemble cofinal de c en un ordinal γ < α est défini par

cofγ(c) = {q | ∀β < γ , ∃β′, β < β′ < γ et qβ′ = q}.

Un état q appartient à cofγ(c) si pour tout ordinal β < γ, il existe un ordinal
β < β′ < γ tel que qβ′ = q. Notons que si γ est un ordinal successeur, cofγ(c) = ∅
pour toute suite d’états c de longueur α. Cette définition, analogue à celle de
valeur d’adhérence d’un ensemble, est illustrée à travers l’exemple suivant.

Exemple 23 La suite (qωp)ωq a pour ensemble cofinal {q} aux positions ωk
pour tout entier positif k et {q, p} à la position ω2.

q q q q q . . . p

ω

q q q q q . . . p

ω2

q q q q . . . p

ω3

. . . q

ω2

Fig. 2.8 – Suite (qωp)ωq.

Un chemin d’ensemble cofinal P en un point limite γ doit utiliser une transition
limite de la forme P → q.

Définition 8 Soit A un automate et soit x = (aγ)γ<α un mot indexé par un
ordinal α. Un chemin d’étiquette x dans A est une suite d’états c = (qβ)β<α+1

de longueur α+ 1 telle que

– pour tout β < α, qβ
aβ
−→qβ+1 est une transition successeur de A,

– pour tout ordinal limite β, cofβ(c) → qβ est une transition limite de A.

Exemple 24 Reprenons l’automate de l’exemple 22. Le mot aω est l’étiquette
du chemin 0ω1 : la suite 0ω ayant pour ensemble cofinal {0} en ω et le chemin
utilise la transition limite {0} → 1. De même, le mot bω est l’étiquette du chemin
01ω1 qui termine par la transition limite {1} → 1. Les transitions limites peuvent
aussi s’imbriquer comme dans le cas du mot (aω)ω qui est l’étiquette du chemin
0ω(1ω)ω1 de longueur ω2 + 1.
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Remarquons que la longueur d’un chemin est toujours un ordinal successeur.
Un chemin possède donc un premier et un dernier état. Un chemin est acceptant
s’il mène d’un état initial à un état final. Un mot est accepté par l’automate s’il
est l’étiquette d’un chemin acceptant. Le théorème de Kleene se généralise aux
mots sur les ordinaux.

Théorème 12 (Wojciechowski, [45]) Un ensemble de mots indexés par des or-
dinaux dénombrables est rationnel si et seulement s’il est accepté par un auto-
mate.

0 1

b

a

{1} → 1

{1} → 0

{0, 1} → 0

Fig. 2.9 – Automate acceptant (a(b\)ω)\

Un automate sur les ordinaux est déterministe s’il possède un unique état initial,
si pour tout état p et toute étiquette a il existe au plus un état q tel que p

a
−→q

soit une transition successeur et si pour tout ensemble d’états P , il existe au plus
un état q tel que P → q soit une transition limite. L’automate de la figure 2.7 est
déterministe alors que celui de la Figure 2.9 possédant les transitions {1} → 1
et {1} → 0 ne l’est pas.

Théorème 13 (Büchi, [13]) Tout sous-ensemble rationnel de A\ est accepté
par un automate déterministe.

Büchi avait déjà montré ce résultat mais de nouveaux algorithmes de déterminisa-
tion ont été donnés par Bedon et Carton [7, 4]. La méthode de déterminisation
prouve ainsi que la classe des ensembles rationnels de mots indexés par des
ordinaux dénombrables est fermée par complémentation.

Corollaire 14 La classe des ensembles rationnels de A\ forme une algèbre de
Boole.

2.4.3 Ordinaux de rang fini

Büchi avait surtout introduit les automates sur les ordinaux pour prouver
des résultats de décidabilité de calcul séquentiel. Choueka [18] les a plus étudiés
d’un point de vue de la théorie des automates dans le cas des mots indexés par
des ordinaux de rang fini. Rappelons que pour tout entier n, un mot indexé
par un ordinal est de rang au plus n si les imbrications de ω sont de profon-
deur inférieure ou égale à n. Les opérations rationnelles correspondantes sont
donc l’union, le produit fini et le ω-produit. Les ensembles rationnels de rang
fini n sont acceptés par des automates définis par Choueka structurés en n+ 1
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niveaux. Soit Q un ensemble d’états. On note [Q]0 = Q et pour tout n ∈ N,

[Q]n+1 = P([Q]n) l’ensemble des parties de [Q]n. En notant [Q]n0 =
n⋃

i=0

[Q]n,

l’ensemble des transitions des automates de Choueka est un sous ensemble de
[Q]n0 ×A×Q. L’utilisation d’une transition limite en un ordinal limite ne dépend
plus de l’ensemble cofinal d’états comme dans les automates précédents mais
de l’ensemble des états apparaissant infiniment souvent. On renvoie à [4] pour
une description plus détaillée de ces automates qui nous ont paru moins perti-
nents. En particulier, ils ne semblent pas se généralisent aux ordinaux de rang
supérieur. Par contre, on retrouve facilement les ensembles rationnels de rang
fini en utilisant les automates précédents sur les ordinaux. Il sera montré bien
plus tard qu’un ensemble rationnel de mots sur des ordinaux de rang fini est
rationnel si et seulement s’il est accepté par un automate sur les ordinaux dont
les transitions limites de la forme P → q vérifient q 6∈ P [44, 45, 9].

2.5 Mots sur les ordres linéaires

Bruyère et Carton [8] ont introduit des expressions rationnelles et des auto-
mates pour les mots sur les ordres linéaires dénombrables. Il ont généralisé le
théorème de Kleene aux ensembles de mots sur les ordres linéaires dénombrables
et dispersés. Plus précisément, ils ont défini toute une hiérarchie d’ensembles ra-
tionnels [9]. Pour chaque sous-ensemble d’opérateurs rationnels, ils considèrent
la classe d’ensembles rationnels correspondant et définissent les transitions des
automates acceptant les mêmes langages.

2.5.1 Expressions rationnelles

Les opérations rationnelles utilisées pour les expressions de mots sur les
ordres linéaires contiennent bien sûr celles définies pour les mots sur les or-
dinaux. Trois nouveaux opérateurs sont également nécessaires : le −ω-produit,
l’itération ordinale inverse notée −\ ainsi qu’un dernier opérateur binaire qui est
l’équivalent d’une itération sur tous les ordres linéaires dispersés noté �. Pour
tous les ensemblesX et Y de mots indexés par des ordres linéaires dénombrables,
on définit les opérations

X + Y = {z | z ∈ X ou z ∈ Y }

X · Y = {xy | x ∈ X et y ∈ Y } X∗ = {
n

Π
i=1

xi | n ∈ N et xi ∈ X}

Xω = { Π
i∈ω

xi | xi ∈ X \ {ε}} X−ω = { Π
i∈−ω

xi | xi ∈ X \ {ε}}

X\ = { Π
i∈I

xi | I ∈ O et xi ∈ X} X−\ = { Π
i∈−I

xi | I ∈ O et xi ∈ X}

X � Y = { Π
i∈I∪Î∗

zi | I ∈ S \ {0} et zi ∈ X si i ∈ I et zi ∈ Y si i ∈ Î∗}

Rappelons la notation Î∗ = Î \{(∅, I), (I, ∅)}. Un mot x appartient à X �Y si et
seulement s’il existe un ordre linéaire dénombrable dispersé non vide I tel que
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x soit le produit d’une suite de mots de longueur I ∪ Î∗où chaque mot indexé
par un élément de I appartient à X et chaque mot indexé par un élément de Î∗

appartient à Y . Notons que si le mot vide ε n’appartient pas à X , il n’appartient

X

. . . • • • • • . . . I ∪ Î∗

Y

Fig. 2.10 – Opération X � Y

pas non plus à l’ensemble X � Y . On notera X� l’expression (X � ε) + ε.

X� = { Π
i∈I

xi | I ∈ S et xi ∈ X}

Ainsi l’expression A� représente l’ensemble des mots indexés par des ordres
linéaires dénombrables et dispersés.

Définition 9 La classe Rat(A�) des ensembles rationnels de mots sur les ordres
linéaires dispersés est la plus petite famille contenant l’ensemble P(A) des par-
ties de A et fermées par les opérateurs +, ·, ∗, ω, −ω, \, −\ et l’opérateur binaire
�.

Chaque expression rationnelle denote un ensemble de mots défini de façon in-
ductive par les opérateurs rationnels. Un ensemble de mots est rationnel s’il
peut être défini par une expression rationnelle. Comme précédemment, les ac-
colades et le point du produit de concaténation finie sont omis. Par exemple,
l’expression ({a}+ {a}{b}ω)\ s’écrit (a+ abω)\. La classe Rat(A�) contient par
définition les classes Rat(A∗) et Rat(A\).

Exemple 25 L’expression A�aA� représente l’ensemble des mots possédant au
moins une occurence de la lettre a.

Exemple 26 L’expression (A�)ωA� représente l’ensemble des mots deA� possé-
dant un facteur de longueur limite à droite et symétriquement A�(A�)−ω les
mots possédant un facteur de longueur limite à gauche. Ainsi (A�)ωA�+A�(A�)−ω

contient les mots de longueur non finie, i.e. c’est le complément de A∗ dans A�.

2.5.2 Automates sur les ordres linéaires

Les automates sur les ordres linéaires généralisent ceux définis pour les mots
finis et les mots sur les ordinaux. Dans le paragraphe précédent, on a vu que les
automates sur les ordinaux sont des automates sur les mots finis possédant des
transitions limites de la forme P → q où P est un ensemble d’états et q un état.
Dans le cas des ordres linéaires, on introduit de façon symétrique un ensemble
de transitions limites de la forme q → P où P est un ensemble d’états et q un
état.
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Définition 10 Un automate A sur les ordres linéaires est un quintuplet A =
(Q,A,E, I, F ) où Q est un ensemble fini d’états, A un alphabet fini, E ⊆ (Q×
A × Q) ∪ (P(Q) × Q) ∪ (Q × P(Q)) est l’ensemble des transitions et I ⊆ Q et
F ⊆ Q sont respectivement les ensembles initiaux et finaux d’états.

Les transitions appartenant à P(Q) × Q de la forme P → q sont appelées
transitions limites à gauche et celles de Q×P(Q) de la forme q → P transitions
limites à droite.

Exemple 27 : L’automate A = (Q,A,E, I, F ) représenté en figure 2.11 possède
une transition limite à droite 0 → {1} et une transition limite à gauche {2} → 3.

0 1 2 3

a

b

b

{2} → 3

0 → {1}

Fig. 2.11 – Automate acceptant le langage a−ωbω

Intuitivement, un chemin de longueur limite à gauche (en lisant les étiquettes
de la droite vers la gauche) peut être précédé d’une transition limite à droite.
Ainsi, un chemin de cet automate menant de l’état 0 à l’état 1 est d’étiquette
a−ω. Les transitions limites à gauche sont utilisées comme pour les automates
sur les ordinaux et donc cet automate accepte le mot a−ωbω.

Considérons un chemin de longueur finie q0
a1
−→q1

a2
−→ . . .

an
−→qn d’étiquette x =

a1 . . . an. Remarquons qu’un état est inséré entre deux lettres consécutives de
x. En d’autres termes, à chaque factorisation x = (a1 . . . ak) · (ak+1 . . . an) de x
est associé un état qk. Cette définition de chemin est généralisée dans le cas des
automates sur les ordres linéaires de la façon suivante : soit x un mot indexé par
un ordre linéaire dispersé I . A chaque factorisation x = y · z de x est associée
une coupure de I . Ainsi, un chemin d’étiquette x est un mot sur Q de longueur
Î . Il faut distinguer ici les notions de cofinalité à droite et à gauche pour définir
précisément les chemins.

Définition 11 Soit I un ordre linéaire dispersé et soit γ = (qc)c∈Î une suite

d’état de longueur Î . Les ensembles cofinaux à gauche et à droite de γ en une
coupure c ∈ Î notés respectivement cofc−(γ) et cofc+(γ) sont définis par

cofc−(γ) = {q ∈ Q | ∀c′ < c, ∃c′′, c′ < c′′ < c tel que q = qc′′}

cofc+(γ) = {q ∈ Q | ∀c′, c < c′, ∃c′′, c < c′′ < c′ tel que q = qc′′}

Exemple 28 Reprenons l’automate de la figure 2.11. La suite des états γ =
01−ω2ω3 de longueur ζ̂ a pour ensembles cofinaux cof (∅,ζ)+(γ) = {1} et cof(ζ,∅)−(γ) =
{2}.
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Comme dans les automates sur les ordinaux, les transitions limites utilisées dans
un chemin doivent correspondre aux ensembles cofinaux.

Définition 12 Soient A = (Q,A,E, I, F ) un automate, J un ordre linéaire
dispersé et soit x = (aj)j∈J un mot de longueur J surA. Un chemin γ d’étiquette

x dans A est un mot γ = (qc)c∈Ĵ sur Q de longueur Ĵ tel que pour toute coupure

(K,L) de Ĵ , on a les deux conditions suivantes :

s’il existe l ∈ L tel que (K∪{l}, L\{l}) ∈ Ĵ alors q(K,L)
al
−→q(K∪{l},L\{l}) ∈ E

sinon q(K,L) → cof(K,L)+(γ) ∈ E ;

s’il existe k ∈ K tel que (K\{k}, L∪{k}) ∈ Ĵ alors q(K\{k},L∪{k})
ak
−→q(K,L) ∈

E sinon cof(K,L)−(γ) → q(K,L) ∈ E.

Si une coupure possède un prédécesseur ou un successeur alors les transitions
successeurs sont utilisées, sinon le chemin se construit sur les transitions limites
à droite ou à gauche.

Exemple 29 Le chemin 01−ω2ω3 de l’automate de la figure 2.11 d’étiquette
a−ωbω utilise la transition limite à droite 0 → {1} à la coupure (∅, ζ) et la
transition limite à gauche {2} → 3 au point (ζ, ∅). Il est représenté par le
diagramme suivant où les coupures sont symbolisées par un trait vertical.

0

0 → {1}

. . .

. . .

a a a b b b b
. . .

. . .

{2} → 3

31 1 1 2 2 2

Fig. 2.12 – Chemin d’étiquette a−ωbω.

Quel que soit l’ordre linéaire J ∈ S, l’ordre Ĵ possède toujours un plus petit
élément (∅, J) et un plus grand élément (∅, J). Un chemin possède donc un
premier état et un dernier état. De même que pour les ordinaux, un chemin est
acceptant lorsqu’il mène d’un état initial à un état final et un mot est accepté
par l’automate s’il est l’étiquette d’un chemin acceptant. On notera p

x
=⇒ q

l’existence d’un chemin menant de l’état p à q et d’étiquette x. Le contenu d’un
chemin γ = (qc)c∈Ĵ est l’ensemble {qc | c ∈ Ĵ} des états apparaissant dans le

chemin et on notera p
x

=⇒
P

q l’existence d’un chemin menant de p à q, d’étiquette

x et de contenu P .

Exemple 30 Le seul chemin acceptant de l’automate de la figure 2.13 est le
chemin γ = (01−ω)ω2 d’étiquette x = (a−ωb)ω. La longueur de x est |x| =∑
ω

−ω. A chaque coupure de la forme ((−ω) ∗ n,
∑
ω

−ω) où n est un entier

positif, ce chemin a pour ensemble cofinal à droite {1} et utilise la transition
0 → {1}. Au niveau de la coupure maximale (|x|, ∅), l’ensemble cofinal à gauche
est {0, 1} et la transition {0, 1} → 2 termine le chemin.

Bruyère et Carton ont généralisé le théorème de Kleene pour les langages de
A�.
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0 1 2

a

b

0 → {1}

{0, 1} → 2

Fig. 2.13 – Automate acceptant le mot (a−ωb)ω.

0

0 → {1}

. . .

. . .

a a a b

1 1 1 0

0 → {1}

. . .

a a a b. . .

1 1 1 0

. . .

. . .

{0, 1} → 2

2

Fig. 2.14 – Chemin d’étiquette (a−ωb)ω.

Théorème 15 [8] Un ensemble de mots indexés par des ordres linéaires dénom-
brables et dispersés est rationnel si et seulement s’il est accepté par un automate.

La preuve de ce théorème donne la construction d’un automate correspondant
à chaque expression rationnelle. La classe des langages rationnels de A� est
donc fermée par toutes les opérations rationnelles. Par contre, la fermeture par
complémentation dans A� restait un problème ouvert dans [8]. Si les automates
sur les ordres linéaires généralisent bien ceux sur les ordinaux, ils ne sont par
contre pas toujours équivalents à des automates déterministes. Le principal objet
de cette thèse est de montrer que cette classe des langages rationnels sur des
ordres linéaires dispersés est fermée par complémentation. L’équivalence entre
automates et expressions rationnelles est illustrée à travers quelques exemples.

Exemple 31 Considérons un chemin de l’automate de la figure 2.15 partant
de l’état initial 1. S’il emprunte la transition limite 1 → {0}, il revient à l’état
1 en lisant A−ω. Sinon il peut emprunter les transitions successeurs, passer par
l’état 2 et revenir à l’état 1 avec la transition limite {2} → 1 en lisant Aω . En
concaténant ces chemins un nombre fini de fois, l’automate accepte le langage
(Aω +A−ω)∗.

Exemple 32 Concernant, l’exemple de la Figure 2.17, remarquons l’égalité
A� \ A�A = (A�)ω . En effet, un mot de longueur limite à droite ne possède
pas de dernière lettre et réciproquement, en utilisant le théorème 1, on peut
montrer par induction sur le rang que tout mot sans dernière lettre admet une
ω-factorisation.
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0 1 2

a, b

a, b a, b

a, b

1 → {0}

{2} → 1

Fig. 2.15 – (Aω +A−ω)∗.

0

a, b

{0} → 0

0 → {0}

Fig. 2.16 – Tous les mots A�.

0 1

a, b
{0} → 0

0 → {0}

{0} → 1
Fig. 2.17 – A� \A�A = (A�)ω.

0 1

a

b

{0, 1} → 0, 1

0, 1 → {0, 1}

Fig. 2.18 – Mots sans facteur aa ou bb.

0 1

a, b a, b
0 → {1}

{0} → 1

1 → {1}

{1} → 1

Fig. 2.19 – Mots non finis : A� −A∗ = A�(A�)−ω + (A�)ωA�.
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Exemple 33 Considérons un chemin de l’automate de la figure 2.19 partant
de l’état initial 0. Pour atteindre l’état final 1, ce chemin doit nécessairement
emprunter une des deux transitions limites 0 → {1} ou {0} → 1. Cet automate
accepte donc le langage A∗(A�)−ωA� + AωA� correspondant à l’ensemble des
mots non finis A�(A�)−ωA�+A�(A�)ωA� s’écrivant aussi A�(A�)−ω +(A�)ωA�.

Exemple 34 Considérons l’automate de de la figure 2.20 avec les seules transi-
tions limites 0 → {2} et {2} → 1. Avec ces transitions, l’automate accepte le lan-
gage aζ(baζ)∗. Les deux autres transitions limites 0 → {0, 1, 2} et {0, 1, 2} → 1
permettent d’accepter tous les mots surA� composés d’occurrence de aζ séparées
par un b, c’est-à-dire le langage aζ � b.

0 1

2

b

a
0 → {2}

0 → {0, 1, 2}

{2} → 1

{0, 1, 2} → 1

Fig. 2.20 – aζ � b.

2.5.3 Hiérarchie de langages rationnels

Dans [9], toute une hiérarchie de langages rationnels de mots sur les ordres
linéaires a été établie. Elle met en relation les classes d’ordres linéaires, les
opérateurs rationnels et des conditions sur les transitions des automates. On
a déjà considéré la classe des ensembles rationnels sur les ordinaux et sur les
ordinaux de rang finis. Dans chaque cas, les langages rationnels sont décrits par
un sous-ensemble d’opérateurs rationnels et par des automates avec restriction
sur les transitions (par exemple, que des transitions limites à gauche pour les
ordinaux). Sans détailler toute la hiérarchie, on retiendra en particulier que la
classe des ensembles rationnels de rangs finis sont décrits par les opérateurs
rationnels +, ·, ∗, ω et −ω et sont acceptés par des automates sur les ordres
linéaires dont les transitions limites de la forme P → q ou q → P avec q /∈ P .
On notera également que l’opérateur � n’a pas le même pouvoir d’expression
lorsqu’il est utilisé en opérateur binaire ou en opérateur unaire : lorsqu’on se
restreint au � unaire, la classe de langages obtenus est une sous-classe stricte
des langages rationnels. Le lecteur est renvoyé à [9, 44] pour plus de détails.
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Chapitre 3

Complémentation des

langages de rang fini

Une des principales propriétés des ensembles rationnels est la clôture par
complémentation. Cela signifie que pour tout automate A, il existe un autre
automate B acceptant exactement toutes les structures qui ne sont pas ac-
ceptées par A. Cette propriété de clôture est vérifiée pour presque toutes les
structures : mots finis et infinis, arbres finis et infinis et même pour les mots
indexés par les ordinaux. La méthode de déterminisation n’étant pas facile à
étendre aux mots infinis, Büchi [12] a utilisé une autre méthode basée sur une
congruence sur les mots infinis et sur le théorème de Ramsey. McNaughton a
étendu la méthode de déterminisation aux mots infinis [23] prouvant que tout
automate de Büchi est équivalent à un automate de Muller déterministe. Cette
méthode est réutilisée pour les mots infinis [2] et pour les mots sur les ordinaux
de rang fini par Büchi [13] mais elle devient alors très complexe. Dans [9], la
question de la complémentation des ensembles rationnels de mots indexés par
des ordres linéaires dénombrables et dispersés était laissée ouverte. Dans ce cha-
pitre, on prouve le résultat pour les mots sur les ordres linéaires dénombrables
et dispersés de rang fini [16, 17]. Cette classe généralise celle des mots sur les
ordinaux de rang fini acceptés par les automates de Choueka. Dans ce cas,
les ensembles rationnels sont définis par des expressions rationnelles utilisant
uniquement l’union finie, le produit de concaténation fini, le ω-produit et le
−ω-produit. Ils sont acceptés par des automates sur les ordres linéaires dont les
transitions limites possèdent certaines restrictions. Nous prouvons tout d’abord
que tout automate sur les ordres linéaires n’est pas nécessairement équivalent
à un automate déterministe. La méthode de déterminisation ne peut donc pas
être appliquée. Nous étendons ensuite la preuve de Büchi [12] en utilisant en
plus une induction sur le rang pour prouver que les ensembles de mots indexés
par des ordres linéaires dispersés de rang fini sont fermés par complémentation.
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3.1 Déterminisme

La méthode classique pour obtenir un automate acceptant le complément
d’un ensemble de mots finis accepté par un automate A se fait par déterminisa-
tion. Une fois obtenu l’automate déterministe et complet, il suffit d’échanger
les états terminaux et non terminaux pour obtenir un automate acceptant le
complément. Dans notre cas, cette méthode ne peut pas être appliquée.

Définition 13 Un automate sur les ordres linéaires A = (Q,A,E, I, F ) est
déterministe s’il possède un unique état initial et si pour tout état q ∈ Q et tout
mot u ∈ A�, il existe au plus un chemin partant de q et d’étiquette u.

Il s’avère que les automates sur les ordres linéaires ne sont pas toujours
déterminisables même dans le cas des rangs finis. Considérons par exemple le
langage (a−ω)−ω qui est accepté par l’automate de la Figure 3.1

0 1 2

a

a

1 → {2}

0 → {1, 2}

Fig. 3.1 – Automate acceptant le langage (a−ω)−ω

Intuitivement, on sent que cet automate ne peut pas être déterminisé puisque
lorsqu’on a lu le mot a−ω, la lecture d’un nouveau a ne change pas le mot
accepté.

Proposition 16 Il n’existe pas d’automate déterministe acceptant le langage
(a−ω)−ω.

Preuve. Par l’absurde, supposons l’existence d’un automate déterministe A
acceptant (a−ω)−ω. On dispose d’un chemin γ d’étiquette (a−ω)−ω que l’on
représente de la façon suivante :

γ : q . . . . . . . . . q−1,−2
a

−→q−1,−1
a

−→q−1,0 . . . q0,−2
a

−→q0,−1
a

−→q0,0

Si on supprime la dernière transition q0,−1
a

−→q0,0 de γ, on obtient un nou-
veau chemin également d’étiquette (a−ω)−ω et menant à l’état q0,−1. Comme
l’automate est déterministe, les deux chemins sont égaux et q0,−1 = q0,0. De
même, pour tout entier m négatif, on obtient q0,m = q0,0. Si on supprime toute
la dernière partie de γ d’étiquette a−ω le chemin obtenu mène à l’état q−1,0 et
est toujours étiqueté (a−ω)−ω donc q−1,0 = q0,0. Par récurrence, on obtient ainsi
que tous les états du chemin γ sont égaux à q0,0 excepté peut-être le premier
état q. L’automate A possède donc la transition limite q0,0−→{q0,0} ce qui si-
gnifie qu’il accepte aussi l’ensemble a−#. 2
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Afin de contourner cette difficulté, on utilise des méthodes différentes pour
montrer la clôture par complémentation. La première, basée sur des classes
d’équivalence, permet de résoudre le cas des rangs finis.

3.2 Complément des ensembles de rang fini

Dans le cas des mots finis, Büchi a donné une preuve différente de la clôture
des ensembles rationnels par complémentation. Celle-ci n’utilise pas la propriété
de déterminisabilité. Elle est basée sur une relation d’équivalence définie pour
tout automate A = (Q,A,E, I, F ) sur les mots finis par :

u ∼ v si et seulement si ∀p ∈ Q, ∀q ∈ Q, p
u

=⇒ q ⇐⇒ p
v

=⇒ q

Notons que si un mot u est l’étiquette d’un chemin acceptant de A, il en est alors
de même pour tout mot équivalent à u. Donc une classe d’équivalence est soit
contenue dans le langage L accepté par A soit disjointe de L. Comme chaque
classe d’équivalence est rationnelle, il prouve ainsi que le complément de L est
rationnel en tant qu’union finie de classes d’équivalence. Nous généralisons cette
preuve au cas des automates sur les ordres linéaires dispersés de rang fini.

Soit A = (Q,A,E, I, F ) un automate sur les ordres linéaires acceptant le
langage L. Rappelons qu’un chemin menant de l’état p à l’état q d’étiquette et
de contenu P est noté p

u
=⇒

P
q. Comme les contenus des chemins sont nécessaires

pour les transitions limites, on définit la relation d’équivalence ∼ par :

u ∼ v si et seulement si ∀p ∈ Q, ∀q ∈ Q, ∀P ⊆ Q, p
u

=⇒
P
q ⇐⇒ p

v
=⇒

P
q.

Remarquons tout d’abord que cette relation d’équivalence possède un nombre
fini de classes. La classe d’un mot u dépend de l’existence d’un chemin d’étiquette
u menant de p à q et de contenu P pour chaque triplet (p, q, P ). Comme il y a

n22n triplets de ce type, la relation ∼ possède au plus 2n22n

classes d’équivalence.
On note C l’ensemble de toutes les classes d’équivalence de ∼. Pour toute classe
C ∈ C et tout entier r, l’ensemble C ∩ AWr est appelé classe d’équivalence de
rang r même si cet ensemble contient des mots de rang au plus r. Pour tout en-
tier r, on note aussi Cr = {C ∩AWr |C ∈ C} l’ensemble des classes d’équivalence
de rang r. Le cardinal de Cr est inférieur ou égal à celui de C. Comme dans le
cas des mots finis, chaque classe est soit incluse dans L soit disjointe de L. On
a donc les deux égalités suivantes :

L =
⋃

C∈C,C∩L6=∅

C et L̄ = A� \ L =
⋃

C∈C,C∩L=∅

C

Les mêmes égalités se retrouvent pour les mots de rang inférieur ou égal à r.

L ∩ AWr =
⋃

C∈Cr,C∩L6=∅

C et AWr \ L =
⋃

C∈Cr,C∩L=∅

C.
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Pour tout entier r, la famille Cr contient un nombre fini de classes. Pour montrer
que AWr \ L est rationnel, il suffit de prouver que chaque classe C ∈ Cr est
rationnelle. On montrera ce résultat par induction sur r en s’appuyant sur le
théorème de Ramsey. Dans le cas où r = 0, le résultat est facile à obtenir. Il
suffit de construire un automate sur les mots finis qui mémorise le contenu des
chemins dans ses états. L’étape d’induction est basée sur l’idée suivante. Notons
Cr = {C1, ..., Cm} l’ensemble des classes de rang r. On définit des expressions
rationnelles utilisant les Ci pour lettres. Une expression élémentaire est une
expression de la forme Ci, C

ω
i ou C−ω

i où Ci est une classe de Cr. On note B
l’ensemble des expressions élémentaires. Considérons l’ensemble B∗ de toutes
les expressions obtenues par concaténation finie des expressions élémentaires.

Par exemple supposons qu’il existe deux classes de rang r, Cr = {C1, C2}.
L’ensemble des expressions élémentaires est B = {C1, C

ω
1 , C

−ω
1 , C2, C

ω
2 , C

−ω
2 } et

un exemple typique d’élément de B∗ serait Cω
2 C1C

−ω
2 C1C

−ω
2 . Chaque élément

de B∗ est une expression rationnelle sur les Ci représentant un ensemble de mots
de rang au plus r+1. Par un léger abus de langage, on dira qu’un mot appartient
à une expression R de B∗ lorsqu’il appartient à l’ensemble représenté par R. Les
deux lemmes suivants seront nécessaires dans la preuve de la proposition 19. Le
lemme 17 montre tout d’abord que tout mot de rang inférieur ou égal à r + 1
appartient au moins à une expression de B∗.

Lemme 17 AWr+1 =
⋃

R∈B∗

R.

Preuve. Soit x ∈ AWr+1 . Comme la longueur J de x appartient à la classeWr+1,

c’est une somme finie d’ordres linéaires appartenant à Ur+1 : J =
n∑

i=1

Ki où ∀1 ≤

i ≤ n , Ki ∈ Ur+1. Soit x =
n∏

i=1

xi la factorisation associée c’est-à-dire que pour

tout 1 ≤ i ≤ n on a |xi| = Ki.
Il suffit de montrer que chaque xi appartient à une expression Ri de B∗

puisque x appartient alors à l’expression R1 . . . Rn qui est dans B∗.
On prouve que tout facteur xi de x appartient à une expression de B∗ :
– Cas 1 : Le rang de xi est inférieur ou égal à r, |xi| ∈ Wr. Dans ce cas xi

appartient à une classe d’équivalence C de rang r et C ∈ B∗.
– Cas 2 : xi est un ω-produit de mots de rang r :

L’ordre Ki peut être décomposé Ki =
∑
j∈ω

Ki,j où Ki,j ∈ Wr pour tout

j ∈ ω. Donc xi =
∏

j∈ω

xi,j avec xi,j ∈ AWr . Comme le nombre de classes

d’équivalence de Cr est fini, il existe d’après le théorème 3, une factori-
sation extraite ramseyenne xi =

∏
j≥0

x′i,j où tous les x′i,j d’indice j ≥ 1

appartiennent à une même classe d’équivalence C de Cr. En notant C ′ la
classe d’équivalence de xi,0, on a xi ∈ C ′Cω et C ′Cω ∈ B∗.

– Cas 3 : xi est un −ω-produit de mots de rang r :
De façon symétrique, on montre que xi appartient à une expression de la
forme C−ωC ′ où C,C ′ ∈ Cr.
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2

Dans le lemme 18, on montre que deux mots appartenant à la même expres-
sion R de B∗ sont ∼-équivalents. Cela signifie que tout ensemble représenté par
une expression R de B∗ est inclus dans une seule ∼-classe.

Lemme 18 Si deux mots x et y de rangs inférieurs ou égaux à r + 1 appar-
tiennent à une même expression R de B∗, alors ils satisfont x ∼ y.

Preuve. Soit R une expression de B∗. Soient x et y deux mots satisfaisant
x ∈ R et y ∈ R. On montre d’abord que x ∼ y lorsque R est une expression
élémentaire de B.

– Cas 1 : R = C pour une certaine classe C de Cr.
Comme x et y appartiennent à C, on obtient x ∼ y.

– Cas 2 : R = Cω pour une certaine classe C de Cr .
Soient x =

∏
i∈ω

xi et y =
∏
i∈ω

yi les factorisations satisfaisant pour tout

i ∈ ω, xi, yi ∈ C.
Soit γ : p

x
=⇒

P
q un chemin de A d’étiquette x. Le chemin γ peut être

décomposé selon la factorisation de x en un chemin

p = p0
x0=⇒
P0

p1
x1=⇒
P1

p2 ... q

avec P1 ∪ P2 ∪ . . . = P et finissant par une transition limite P ′ −→ q.

Pour tout i ∈ ω, on a xi ∼ yi donc pi
yi

=⇒
Pi

pi+1. Finalement p
y

=⇒
P
q est un

chemin de A ce qui montre que x ∼ y.
– Cas 3 : R = C−ω pour une certaine classe C de Cr . De façon symétrique

au cas précédent, on obtient x ∼ y.
Supposons à présent que R est un produit fini d’expressions élémentaires de B :

R =
n∏

i≥o

Ri.

Il existe deux factorisations x =
n∏

i=1

xi et y =
n∏

i=1

yi telles que pour tout

1 ≤ i ≤ n , xi ∈ Ri et yi ∈ Ri.
Supposons l’existence d’un chemin p

x
=⇒

P
q dans A. Décomposons ce chemin

selon la factorisation précédente de x :

p = q0
x1=⇒
P1

q1
x2=⇒
P2

q2 ...
xn=⇒
Pn

qn = q

Comme les Ri sont des expressions élémentaires, on a xi ∼ yi pour tout 1 ≤ i ≤

n. Donc qi−1
yi

=⇒
Pi

qi pour tout 1 ≤ i ≤ n et il s’ensuit que p
y

=⇒
P
q.

On peut conclure que x ∼ y. 2

D’après les lemmes 17 et 18, on sait que chaque classe C de Cr+1 satisfait

C =
⋃

R∈B∗,C∩R6=∅

R
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Cependant, ce n’est pas une expression rationnelle puisque il y a une infinité
d’expressions R incluses dans C. Dans la proposition suivante, on montre que
l’ensemble des expressions rationnelles incluses dans une quelconque classe C
peut être décrit par une expression rationnelle sur les expressions élémentaires.

Proposition 19 Chaque classe d’équivalence de Cr est rationnelle.

Preuve. La preuve se fait par induction sur le rang r.
– r = 0 :

Considérons les classes de mots finis. Etant donnés p ∈ Q, q ∈ Q et P ⊆ Q,
on note Lp,q,P l’ensemble des étiquettes des chemins de A de longueur finie
menant de p à q et de contenu P . On peut facilement montrer que Lp,q,P

est rationnel en construisant un automate sur les mots finis mémorisant
les contenus des chemins. Donc toute ∼-classe de mots finis est rationnelle
en tant que combinaison booléenne des ensembles Lp,q,P .

– r > 0 :
Soit Cr = {C1, C2, ..., Cm} l’ensemble des classes d’équivalence des mots
de rang inférieur ou égal à r. Par hypothèse d’induction, toute classe de
rang r est rationnelle :

∀C ∈ Cr, C ∈ Rat(AWr )

Soit B = {C1, C
ω
1 , C

−ω
1 , ..., Cm, C

ω
m, C

−ω
m }. A partir de A, on construit un

automate B qui relie chaque expression R de B∗ avec les mots de AWr+1

appartenant à R. Ensuite les classes de Cr+1 seront définies comme des
ensembles rationnels d’éléments de B∗.
Soit B = (Q×P(Q), B,E

′

, I
′

, F
′

) l’automate défini par :

E′ = {(p, S)
R
−→(p′, S ∪ T ) | ∃x ∈ R tel que p

x
=⇒

T
p′ in A}

avec I ′ = {(p, ∅) | p ∈ Q} et F ′ = Q×P(Q)

Remarquons tout d’abord que l’étiquette d’un chemin de B est un élément
de B∗. Donc c’est une expression représentant un ensemble de mots de
AWr+1 . Soit L(p,∅),(q,P ) l’ensemble des étiquettes des chemins menant de

l’état (p, ∅) à l’état (q, P ) dans B et soit Lr+1
p,q,P l’ensemble des étiquettes

des chemins de A menant de p à q, de contenu P et de rang inférieur
ou égal à r + 1. On va montrer qu’un mot x de AWr appartient à Lr+1

p,q,P

si et seulement si x appartient à une expression R de L(p,∅),(q,P ). Donc

l’ensemble Lr+1
p,q,P est défini comme l’ensemble des mots appartenant à une

étiquette de L(p,∅),(q,P ). Le résultat en découle puisque une classe C de
Cr+1 est définie comme combinaison booléenne des ensembles rationnels
L(p,∅),(q,P ) de mots finis.
On montre à présent que pour tous p ∈ Q, q ∈ Q, P ⊆ Q et R ∈ B∗,

(p, ∅)
R

=⇒(q, P ) dans B si et seulement s’il existe un mot x dans R tel que

p
x

=⇒
P
q dans A.
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Soit x un mot de rang inférieur ou égal à r + 1. D’après le lemme 17, il
existe R ∈ B∗ telle que x ∈ R. Par construction de B, l’existence d’un

chemin p
x

=⇒
P
q dans A implique que (p, ∅)

R
=⇒(q, P ) dans B.

Réciproquement, soitR ∈ B∗ et soit x ∈ R. Supposons que (p, ∅)
R

=⇒(q, P ).

Par construction de B, il existe y ∈ R tel que p
y

=⇒
P
q dans A. De plus,

d’après le lemme 18, on a x ∼ y donc p
x

=⇒
P
q dans A.

2

On est à présent capable de montrer que l’ensemble des langages rationnels
de rang fini est clos par complémentation.

Théorème 20 Soit L un langage rationnel de mots indexés par des ordres
linéaires et soit r un entier positif. Le complément AWr \ L de L dans l’en-
semble des mots de rang inférieur ou égal à r est rationnel.

Preuve. Soit A un automate sur les ordres linéaires acceptant un langage L et
soit r un rang fini. Soit Cr l’ensemble des classes d’équivalence de rang r selon
A. D’après la proposition 19, on sait que chaque classe Cr est rationnelle. De
plus, si on considère la définition de ∼, on voit que si un mot u est l’étiquette
d’un chemin acceptant de A, il en est de même pour tout mot équivalent à u.
Donc toute classe d’équivalence est soit incluse dans L soit disjointe de L. On
en déduit une expression rationnelle de AWr \ L comme union finie de classes
de Cr :

AWr \ L =
⋃

C∈Cr,C∩L=∅

C.

2

L’exemple suivant illustre la construction des expressions rationnelles des
classes d’équivalence :

Exemple 35 Soit A = (Q,A,E, I, F ) l’automate de la figure 3.2 acceptant le
langageL = (aζ)#. On cherche une expression rationnelle des classes d’équivalen-
ce de rang 1.

00 1

a 0 → {1}

{1} → 0

{0, 1} → 0

Fig. 3.2 – Automate sur les ordres linéaires acceptant le langage (aζ)#.

Soit C0 l’ensemble des classes d’équivalence des mots finis. L’automate a deux
classes d’équivalence : C0 = {a+, ε}. Définissons l’ensemble B = {a+, aω, a−ω, ε}.
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L’automate sur les mots finis correspondant B est donné à la figure 3.3.
Comme les états terminaux ne sont pas nécessaires ici, ils n’ont pas été marqués
sur la figure.

0, ∅

1, ∅ 1, {1} 0, {0, 1}

1, {0, 1}

a+

a+a−ω

aω

aω

a+

a−ωaω

Fig. 3.3 – Automaton B

On en déduit les ∼-classes de rang 1 suivantes : C1 = {C1, C2, C3, C4, C5, C6}.

C0 = ε, C1 = a+, C2 = (aζ)∗a−ω,
C3 = aω(aζ)∗, C4 = (aζ)+, C5 = aω(aζ)∗a−ω

et C6 = (a+ aω + a−ω)∗ · (aω · a+ a · a−ω) · (a+ aω + a−ω)∗

où la dernière classe contient les mots qui ne sont pas étiquette d’un chemin
de A. Considérons l’automate B ayant tous ses états terminaux. Comme c’est
un automate sur les mots finis, C7 est obtenu grâce à son complément.

Exceptées les classes C0 et C4 qui sont incluses dans L, toutes les autres
classes de C1 sont disjointes de L. On obtient les expressions rationnelles sui-
vantes de L et de son complément dans l’ensemble des mots de rang inférieur
ou égal à 1 :

L ∩ AW1 = C0 + C4

AW1 \ L = C1 + C2 + C3 + C5 + C6.
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Chapitre 4

Equivalence algébrique

Un semigroupe est un ensemble muni d’une opération interne binaire associa-
tive. Les semigroupes permettent de définir les ensembles rationnels de mots finis
de façon équivalente aux automates et expressions rationnelles. Un ensemble de
mots finis est rationnel si et seulement s’il est reconnaissable, c’est-à-dire s’il
existe un semigroupe fini S et un morphisme de semigroupe de A+ dans S le
reconnaissant. De plus, il est possible d’associer à chaque ensemble rationnel un
semigroupe minimal le reconnaissant : le semigroupe syntaxique. Cette approche
algébrique est très utile dans l’étude des ensembles rationnels. Non seulement
elle est utilisée pour montrer de nombreux résultats de décidabilité, mais sur-
tout l’étude des propriétés algébriques des semigroupes syntaxiques a permis de
classifier les ensembles rationnels. Les semigroupes n’autorisant pas de produit
infinis, ils ne sont pas adaptés à l’étude des langages rationnels de mots infinis.
Wilke [42], Perrin et Pin [31] ont alors introduit une structure algébrique dans
laquelle le ω-produit est autorisé : les ω-semigroupes. Un ensemble de mots de
longueur ω est rationnel si et seulement s’il est reconnu par un ω-semigroupe fini.
A tout ensemble rationnel de mots infinis, on peut ainsi associer un objet cano-
nique, l’ω-semigroupe syntaxique, et généraliser la classification des ensembles
rationnels. Cette approche a également été généralisée aux mots sur les ordinaux
par Bedon et Carton [3, 4, 7]. Un ω1-semigroupe S est un ensemble muni d’une
opération interne qui autorise les produits de toute suite d’éléments de S indexée
par un ordinal dénombrable. En montrant l’équivalence entre ω1-semigroupes
finis et automates sur les ordinaux, ils donnent en particulier un algorithme de
déterminisation des automates sur les ordinaux et une preuve de la fermeture
par complémentation des ensembles rationnels sur les ordinaux dénombrables.

Dans ce chapitre, cette approche algébrique est généralisée aux ensembles
de mots indexés par des ordres linéaires dispersés. On étend les semigroupes
et ω1-semigroupes aux �-semigroupes dont le produit est défini pour toute
suite indexée par un ordre linéaire dénombrable et dispersé. On montre que,
lorsqu’ils sont finis, ces �-semigroupes sont équivalents aux automates sur les
ordres linéaires dénombrables et dispersés. Par analogie avec le cas des mots
finis et des mots sur les ordinaux, on montre qu’un �-semigroupe canonique
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minimal peut être associé à chaque ensemble rationnel : le �-semigroupe syn-
taxique. On obtient alors qu’un ensemble sur les ordres linéaires dénombrables
dispersés est rationnel si et seulement si son �-semigroupe syntaxique est fini [36].
Cette caractérisation algébrique prouve la fermeture par complémentation mais
elle donne également la possibilité d’étendre les résultats de classification de
Schützenberger et d’Eilenberg à partir des propriétés du �-semigroupe syn-
taxique. Le fait que les ordres soient dispersés et dénombrables sont des hy-
pothèses nécessaires. Büchi a déjà montré que la classe des ensembles de mots
transfinis de longueur supérieure à ω1 (le plus petit ordinal non dénombrable)
acceptés par un automate n’est pas fermée par complémentation. On peut mon-
trer que l’ensemble des mots sur les ordres linéaires dispersés n’est pas ration-
nel en tant que sous-ensemble des mots sur les ordres linéaires alors que son
complément l’est. Notre preuve de la fermeture par complémentation est ef-
fective. Etant donné un automate A, elle construit un automate B acceptant
exactement les mots qui ne sont pas acceptés par A. Elle donne une autre preuve
de la décidabilité de l’équivalence entre ces automates.

Ce chapitre est divisé en trois parties. Dans la première, les ensembles ra-
tionnels de mots finis, infinis et ordinaux dénombrables sont redéfinis comme
les ensembles reconnaissables. La deuxième partie est consacrée à des définitions
algébriques avancées sur les semigroupes qui seront utilisées pour les preuves,
notamment les relations de Green. Enfin, la dernière partie généralise la notion
de reconnaissabilité aux mots sur les ordres linéaires. On définit tout d’abord la
structure algébrique des �-semigroupes. On montre que lorsque un �-semigroupe
S est fini, son produit est défini par un produit fini et par deux fonctions com-
patibles à droite et à gauche avec S. Ceci permet de décrire le produit d’arité
infinie de façon finie. On utilise ensuite une méthode classique pour prouver que
tout langage rationnel est reconnu par un �-semigroupe fini : les éléments du
�-semigroupe construit sont des matrices mémorisant les contenus des chemins.
Vient alors le résultat le plus difficile de cette thèse : pour construire un auto-
mate acceptant un ensemble reconnaissable donné, on utilise une induction sur
la D-classe en plus de l’induction sur le rang. De cette preuve d’équivalence,
on obtient la fermeture par complémentation. Enfin, on définit la congruence
syntaxique et on montre l’effectivité du �-semigroupe syntaxique associé à un
ensemble rationnel.

4.1 Reconnaissabilité

Ce paragraphe fait la synthèse des structures algébriques reconnaissant les
ensembles rationnels : semigroupes, ω-semigroupes, ωn-semigroupes et ω1-semigroupes
donnent respectivement une caractérisation algébrique des ensembles rationnels
de mots finis, infinis et ordinaux. Pour chaque classe, le semigroupe syntaxique
correspondant est redéfini.
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4.1.1 Semigroupes

Un semigroupe est un ensemble S muni d’une opération binaire associative.
L’opération est notée multiplicativement s · t ou souvent st et appelée pro-
duit. Par exemple pour tout alphabet A, l’ensemble A+ muni du produit de
concaténation est un semigroupe. Un élément 1 d’un semigroupe S est neutre
si pour tout élément s de S, s · 1 = 1 · s = s. Un monöıde est un couple (M, 1)
formé d’un semigroupeM et d’un neutre pour son opération noté 1. Par exemple
l’ensemble A∗ est un monöıde ayant pour neutre le mot vide. Le semigroupe S
auquel un élément neutre a été ajouté est noté S1. Un élément 0 de S est un
zéro si pour tout élément s de S, s · 0 = 0 · s = 0.

Exemple 36 On notera U1 le semigroupe U1 = {0, 1} possédant un zéro et un
neutre. Son produit correspond à l’opérateur booléen : 00 = 01 = 10 = 0 et
11 = 1.

Etant donnés deux semigroupes S et T , on rappelle qu’une application ϕ : S →
T est un morphisme de semigroupe si pour tout s, t ∈ S, ϕ(st) = ϕ(s)ϕ(t). Pour
les monöıdes, un morphisme ϕ : S → T doit aussi vérifier ϕ(1S) = 1T . Dans la
suite, on identifiera deux semigroupes isomorphes.

Lorsqu’ils sont finis, les semigroupes permettent de définir les ensembles ra-
tionnels de façon équivalente aux automates et expressions rationnelles. Rappe-
lons qu’un semigroupe S reconnâıt un langage X ⊆ A+ s’il existe un morphisme
de semigroupe ϕ : A+ → S et un ensemble P ⊆ S tels que X = ϕ−1(P ). Notons
que si ϕ est une application de A dans un semigroupe S, il existe un unique
morphisme ϕ : A+ → S qui prolonge ϕ (i.e. pour tout a ∈ A, ϕ(a) = ϕ(a)).

Exemple 37 L’ensemble X = A∗aA∗ des mots contenant la lettre a est re-
connu par le semigroupe U1. En effet, en définissant le morphisme ϕ : A+ → S
prolongeant l’application ϕ : A → S définie par ϕ(a) = 0 et ϕ(b) = 1, on obtient
X = ϕ−1({0}).

Les ensembles rationnels sont alors redéfinis comme ceux reconnus par un semi-
groupe fini.

Théorème 21 Un ensemble de mots finis est rationnel si et seulement s’il est
reconnaissable.

De même que pour tout ensemble rationnel X de mots finis il existe un auto-
mate minimal acceptant X , on peut également définir un semigroupe minimal
reconnaissant X .

Définition 14 Pour tout langageX de A+, la relation ∼X est définie pour tous
mots x, y de A+ par :

x ∼X y si et seulement si ∀u , v ∈ A∗ , uxv ∈ X ⇐⇒ uyv ∈ X

Lorsque X est rationnel, la relation ∼X est une congruence de semigroupe ap-
pelée congruence syntaxique deX . Le semigroupeA+/∼X des classes d’équivalence
de ∼X est appelé semigroupe syntaxique de X et noté S(X). C’est le plus petit
semigroupe reconnaissant X au sens de la division.
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Théorème 22 Un langage X de A+ est reconnu par un semigroupe S si et
seulement si S(X) divise S.

Les ensembles rationnels sont alors caractérisés par les propriétés de leurs se-
migroupes syntaxiques. Le théorème précédent montre en particulier qu’un en-
semble de mots finis est rationnel si et seulement si son semigroupe syntaxique
est fini.

Exemple 38 Le semigroupe syntaxique de l’ensemble X = (ab)+ est S(X) =
{s, e, t, f, 0} dont les éléments représentent respectivement les ∼X-classes (ab)∗a,
(ab)+, b(ab)∗, (ba)+ et A+aaA+ ∪ A+bbA+. Le produit est défini par ee =
e , ff = f , st = e , ts = f , es = s , te = t , ft = t et sf = s, les autres
produits valant tous 0. Le semigroupe S(X) est fini et reconnâıt X : Soit ϕ :
A+ → S(X) le morphisme défini sur A par ϕ(a) = s et ϕ(b) = t. Il vient
X = ϕ−1(e).

4.1.2 ω-semigroupes

Les semigroupes constituent un très bon outil pour l’étude des ensembles
de mots finis mais ils ne sont pas adaptés pour travailler sur les mots de lon-
gueur ω. Pécuchet [27, 28] fût le premier à étudier les ensembles reconnaissables
de mots infinis par les semigroupes. Cependant, les deux principales structures
algébriques adaptées, les ω-semigroupes et les algèbres de Wilke, ont été intro-
duites par Perrin et Pin [31] et par Wilke [42, 43]. Nous présentons ici rapidement
les ω-semigroupes et renvoyons à [32] pour une description plus détaillée de ces
deux structures équivalentes.

Définition 15 Un ω-semigroupe S est une algèbre à deux composantes S =
(S+, Sω) équipée des opérations suivantes :

– une opérations binaire définie sur S+ et notée multiplicativement,
– une application S+×Sω → Sω appelée produit mixte, qui à un couple (s, t)

associe un élément de Sω noté st,
– une application π : (S+)ω → Sω appelée ω-produit.

Ces opérations doivent vérifier les propriétés suivantes :
– S+ équipé de l’opération binaire est un semigroupe,
– quels que soient s, t ∈ S+ et u ∈ Sω, s(tu) = (st)u,
– pour toute suite strictement croissante d’entiers (ki)i∈ω et pour toute suite

(si)i∈ω d’éléments de S+,

π(s0s1 . . . sk1−1, sk1sk1+1 . . . sk2−1, . . .) = π(s0, s1, s2, . . .)

– pour tout s ∈ S+ et pour toute suite (si)i∈ω d’éléments de S+,

sπ(s0, s1, s2, . . .) = π(s, s0, s1, s2, . . .).

Ces propriétés généralisent l’associativité du produit de semigroupe et per-
mettent de simplifier par la suite la notation π(s0, s1, s2, . . .) par s0s1s2 . . ..
Intuitivement, un ω-semigroupe est une sorte de semigroupe qui autorise les
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produits infinis d’éléments de S+ mais où le produit à droite d’un élément de
Sω est interdit.

Exemple 39 Pour tout alphabet A, le couple (A+, Aω) est naturellement muni
d’une structure d’ω-semigroupe par le produit de concaténation.

Etant donnés S = (S+, Sω) et T = (T+, Tω) deux ω-semigroupes, un morphisme
d’ω-semigroupe est donc un couple ϕ = (ϕ+, ϕω) où ϕ+ : S+ → T+ est un
morphisme de semigroupe et ϕω : Sω → Tω est une application qui préserve le
ω-produit : pour toute suite (si)i∈ω d’éléments de S+,

ϕω(s0s1s2 . . .) = ϕ+(s0)ϕ+(s1)ϕ+(s2) . . .

Elle préserve également le produit mixte : pour tout s ∈ S+ et pour tout t ∈ Sω,

ϕ+(s)ϕω(t) = ϕω(st).

La notion de reconnaissabilité s’étend alors aux ensembles de mots infinis.

Exemple 40 Soit A = {a, b} et soit S = ({s, t}, {u, v}) l’ω-semigroupe défini
par les opérations ss = s, st = ts = tt = t, sω = u, tω = v, su = tu = u,
sv = tv = v. Soit ϕ : (A+, Aω) → S le morphisme d’ω-semigroupe défini sur A
par ϕ(a) = s et ϕ(b) = t. L’ ω-semigroupe S reconnâıt chacun des ensembles
ϕ−1(s) = a+, ϕ−1(t) = A∗bA∗, ϕ−1(u) = A∗aω, ϕ−1(v) = (A∗b)ω ainsi que
leurs unions.

Notons que les ω-semigroupes permettent également de reconnâıtre des en-
sembles de mots finis. On retrouve la triple équivalence entre expressions ra-
tionnelles, automates et ω-semigroupes finis pour les sous-ensembles de Aω .

Théorème 23 Un ensemble de mots de longueur ω est ω-rationnel si et seule-
ment s’il est reconnaissable.

La théorie des automates sur les mots de longueur ω ne donne pas l’existence
d’un automate minimal acceptant un ensemble ω-rationnel donné. L’approche
algébrique vient compléter cette théorie et permet de construire un objet ca-
nonique associé à chaque ensemble ω-rationnel. La définition de la congruence
syntaxique d’un sous-ensemble reconnaissable de Aω est due à Arnold [1].

Définition 16 Pour tout sous-ensemble X de Aω , la relation ∼X sur (A+, Aω)
est définie de la façon suivante :
pour tous mots x, y de A+, x ∼X y si et seulement si ∀u, v ∈ A∗, ∀w ∈ A+,

uxvwω ∈ X ⇐⇒ uyvwω ∈ X et u(xv)ω ∈ X ⇐⇒ u(yv)ω ∈ X

et pour tous mots x, y de Aω, x ∼X y si et seulement si ∀u ∈ A∗,

ux ∈ X ⇐⇒ uy ∈ X.
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LorsqueX est reconnaissable, la relation ∼X est une congruence d’ω-semigroupe
d’indice fini. L’ω-semigroupe syntaxique S(X) = (A+, Aω)/∼X est alors le plus
petit semigroupe reconnaissant X au sens de la division. Notons que les ω-
semigroupes ont été adaptés par Bedon [4] pour reconnâıtre des ensembles de
mots indexés par des ordinaux de rang fini. Etant donné un entier n, un ωn-
semigroupe est partagé en n+ 1 semigroupes S0, S1, . . ., Sn de sorte que pour
tout i < n, l’ω-produit d’éléments de Si soit un élément de Si+1. Les ensembles
reconnaissables correspondant sont les ensembles rationnels de rang inférieur
ou égal à n. A chaque ensemble reconnaissable est également associé un ωn-
semigroupe syntaxique. Nous renvoyons à [3] pour plus de détails.

4.1.3 ω1-semigroupes

Les semigroupes ont été généralisés par Bedon et Carton [4, 7] pour re-
connâıtre des ensembles de mots sur les ordinaux dénombrables. La structure
algébrique introduite autorise les produits de toute suite de longueur ordinale
dénombrable. Un ω1-semigroupe est un ensemble S équipé d’un produit qui as-
socie un élément de S à chaque suite d’éléments de S indexée par un ordinal
dénombrable.

Définition 17 Un ω1-semigroupe est un ensemble S muni d’une application
π : S\ → S satisfaisant les propriétés suivantes :

– Pour tout élément S ∈ S, π(s) = s,
– Pour tout mot x sur S et pour toute factorisation x =

∏
γ<α

xγ ,

π(x) = π(
∏

γ<α

π(xγ))

L’application π est appelée ω1-produit de l’ω1-semigroupe.

La première propriété, similaire à celle des ω-semigroupes, impose que le produit
d’un élément de S reste lui-même. La seconde condition est une généralisation
de la propriété d’associativité des semigroupes : lorsque qu’une suite x se fac-
torise x =

∏
γ<α

xγ , son produit π(x) peut se calculer soit directement sur x,

soit en appliquant d’abord π aux facteurs xγ puis en appliquant π à la suite
obtenue. Comme pour les semigroupes, on confond une suite d’éléments d’un
ω1-semigroupe et le produit de ces éléments.

L’ensembleA\ des mots sur l’alphabet A indexés par des ordinaux dénombrables
muni du produit de concaténation est un ω1-semigroupe.

Exemple 41 L’ensemble {0, 1} muni du produit défini pour tout x ∈ {0, 1}\

par π(x) = 0 si x possède un 0 et π(x) = 1 sinon est un ω1-semigroupe.

Exemple 42 L’ensemble {0, 1} muni du produit défini pour tout x ∈ {0, 1}\

par π(x) = 0 si x possède une longueur limite et π(x) = 1 sinon est un ω1-
semigroupe.
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Un ω1-semigroupe n’est pas une algèbre au sens habituel puisque son produit
n’est pas d’arité finie. La description de son produit n’est pas finie puisqu’il faut
donner le produit de toute suite de longueur ordinale dénombrable. Dans le cas
d’un ω1-semigroupe fini, on peut cependant définir le produit de façon finie à
l’aide des fonctions compatibles :

Définition 18 Soit S un semigroupe. Une fonction τ : S\ → S est compatible
à droite avec S si et seulement si quels que soient les éléments s et t de S et
quel que soit l’entier n, s(ts)τ = (st)τ et (sn)τ = sτ .

Le produit d’un ω1-semigroupe (S, π) fini se définit alors par un produit fini sur
S et une fonction compatible à droite avec S.

Théorème 24 Soit (S, π) un ω1-semigroupe fini. Le produit binaire défini par
st = π(st) induit de façon naturelle une structure de semigroupe sur S et la
fonction τ définie par sτ = π(sω) est compatible à droite avec ce semigroupe.

Réciproquement, soient S un semigroupe fini et τ une fonction compatible
à droite avec S. Le semigoupe S induit de façon unique une structure d’ω1-
semigroupe (S, π) telle que π(sω) = sτ .

Exemple 43 Le produit de l’ω1-semigroupe ({0, 1}, π) de l’exemple 41 est
défini par le produit fini 00 = 01 = 10 = 0, 11 = 1 et par la fonction com-
patible définie par 0τ = 0 et 1τ = 1.

Exemple 44 Le produit de l’ω1-semigroupe ({0, 1}, π) de l’exemple 42 est
défini par le produit fini 00 = 01 = 10 = 11 = 1 et par la fonction compa-
tible définie par 0τ = 0 et 1τ = 0.

Les notions de morphisme d’ω1-semigroupe, de reconnaissabilité, division,...,
proviennent directement de l’algèbre universelle même si le produit n’est pas
d’arité finie. Soient (S, π) et (T, π′) deux ω1-semigroupes. Un morphisme d’ω1-
semigroupe ϕ : S → T est donc une application telle que pour tout mot x ∈ S\

et pour toute factorisation x =
∏

γ<α

xγ , ϕ(x) = π′(
∏

γ<α

ϕ(xγ)).

Exemple 45 Reprenons l’ω1-semigroupe S = ({0, 1}, π) de l’exemple 43 et soit
ϕ : A\ → S le morphisme d’ω1-semigroupe étendant l’application définie sur A
par ϕ(a) = 0 et ϕ(b) = 1. Les ensembles ϕ−1(0) = A\aA\ des mots contenant
au moins une occurrence de la lettre a et son complément ϕ−1(1) = b\ sont
reconnaissables.

Exemple 46 Pour l’ω1-semigroupe S de l’exemple 44, on définit le morphisme
ϕ : A\ → S par ϕ(a) = 0 et ϕ(b) = 0. Il reconnâıt les ensembles ϕ−1(0) = (A\)ω

des mots de longueur limite et son complément ϕ−1(1) = A\A.

Bedon et Carton ont montré que lorsqu’ils sont finis, les ω1-semigroupes sont
équivalents aux automates de Büchi sur les ordinaux dénombrables.

Théorème 25 Un ensemble de mots indexés par des ordinaux dénombrables
est reconnu par un ω1-semigroupe fini si et seulement si il est rationnel.
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Deux preuves différentes de ce résultat sont présentées dans [4] et [7]. Etant
donné un ω1-semigroupe fini reconnaissant un ensemble X ⊆ A\, les deux
démonstrations construisent un automate déterministe reconnaissant X . Elles
utilisent des propriétés algébriques que nous détaillerons plus tard, notamment
le théorème de Ramsey qui sera également indispensable dans le cas des ordres
linéaires. La congruence syntaxique est généralisée aux ω1-semigroupes.

Définition 19 Soit (S, π) un ω1-semigroupe et soit X ⊆ S. Pour tous les
éléments x et y de S, on dit que x ∼X y si et seulement si pour tout entier
n et tous les éléments s0 . . . sn ∈ S1,

s0(. . . ((xs1)
ωs2)

ω . . . sn−1)
ωsn ∈ X ⇐⇒ s0(. . . ((ys1)

ωs2)
ω . . . sn−1)

ωsn ∈ X

Lorsque l’ensemble X est reconnaissable, il suffit de vérifier l’égalité précédente
pour un nombre fini d’entiers n. L’ω1-semigroupe S/∼X est alors effectif.

Théorème 26 Soit X un sous-ensemble reconnaissable de A\. La relation ∼X

est une congruence d’ω1-semigroupe d’indice fini. Le quotient A\/∼X , appelé ω1-
semigroupe syntaxique, reconnâıt X et divise tout ω1-semigroupe reconnaissant
X.

4.2 Définitions algébriques

On rappelle ici des définitions algébriques avancées sur les semigroupes dont
on aura besoin par la suite. Certaines propriétés classiques des semigroupes finis
sont tout d’abord détaillées avant de présenter les relations de Green, largement
utilisées dans l’étude algébrique des ensembles rationnels. Enfin, on présente
une version algébrique du théorème de Ramsey pour les mots infinis.

4.2.1 Idempotents

Un élément e d’un semigroupe S est un idempotent si ee = e et l’ensemble
des idempotents de S est noté E(S).

Si S est un semigroupe cyclique, engendré par un unique élément s, S =
{s, s2, s3, . . .} est l’ensemble des puissances de s. Si S est infini, il est isomorphe
au semigroupe des entiers strictement positifs muni de l’addition. Si S est fini,
il existe des entiers i et p > 0 tels que si+p = si. Les plus petits entiers i et p
vérifiant ces propriétés sont appelés respectivement l’indice et la période de s.
La structure du semigroupe S est représentée par le schéma de la figure 4.1.

Proposition 27 Dans un semigroupe fini, tout élément admet une puissance
idempotente.

Preuve. Soient i et p l’indice et la période d’un élément s. Pour tout k ≥ i,
sk = sk+p. En particulier, si k est un multiple de p, (sk)2 = s2k = sk+qp = sk.
2

La proposition 27 a deux conséquences importantes.
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. . .. . .•
s

•
s2

•
s3

•
si+p = si

•
si+1

•
si+p−1

•
si+2

Fig. 4.1 – Semigroupe engendré par s.

Corollaire 28 Tout semigroupe fini non vide possède un idempotent.

Proposition 29 Pour tout semigroupe fini S, il existe un entier π tel que pour
tout élément s ∈ S, sπ est idempotent.

Preuve. D’après la proposition 27, chaque élément s ∈ S admet une puissance
idempotente sns . Il suffit de définir π comme le plus petit multiple commun des
ns pour s ∈ S. 2

Le plus petit entier π vérifiant cette propriété est appelé l’exposant de S.

4.2.2 Relations de Green

Ce paragraphe est consacré aux relations de Green et à certains résultats
classiques sur les semigroupes. On redonne certaines preuves pour familiariser
le lecteur mais on renvoie à [33] pour plus de détails. Soit S un semigroupe. On
définit sur S les quatre relations de préordre suivantes :

s ≤R t ⇐⇒ ∃a ∈ S1, s = ta ⇐⇒ sS1 ⊆ tS1

s ≤L t ⇐⇒ ∃a ∈ S1, s = at ⇐⇒ S1s ⊆ S1t
s ≤J t ⇐⇒ ∃a, b ∈ S1, s = atb ⇐⇒ S1sS1 ⊆ S1tS1

s ≤H t ⇐⇒ s ≤R t et s ≤L t.

Les relations de Green sont les relations d’équivalence associées : pour tout
K∈ {R,L,J ,H}, s K t si et seulement si s ≤K t et t ≤K s.

s R t ⇐⇒ ∃a, b ∈ S1, s = ta et t = sb ⇐⇒ sS1 = tS1

s L t ⇐⇒ ∃a, b ∈ S1, s = at et t = bs ⇐⇒ S1s = S1t
s J t ⇐⇒ ∃a, b, c, d ∈ S1, s = atb et t = csd ⇐⇒ S1sS1 = S1tS1

s H t ⇐⇒ s R t et s L t

Pour tout K∈ {R,L,J ,H}, on note s <K t si et seulement si s ≤K t et non
t ≤K s.

Proposition 30 Les relations ≤R et R sont stables à gauche et les relations
≤L et L sont stables à droite.

Preuve. Supposons s ≤R t. On dispose de a ∈ S1 tel que s = ta. Pour tout
u ∈ S1, us = uta et donc us ≤R ut. 2

On note sRLt si il existe r ∈ S, tel que s R r et r L t.
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Proposition 31 Dans un semigroupe, les relations R et L commutent (RL =
LR).

Preuve. Soit S un semigroupe et soient s, t, r ∈ S. Supposons s R r et r L t.
Il existe a, b, c, d ∈ S1 tels que s = ra, r = sb, r = ct et t = dr. Considérons
u = dra = ds = ta. Il vient s L u car d’une part u = ds et d’autre part
s = ra = cta = cu. De plus, u R t car u = ta et t = dr = dsb = ub. D’où s L u
et u R t donc s LR t. 2

On pose D=RL=LR. Ainsi, D est une relation d’équivalence et c’est la plus
petite contenant R et L.

Proposition 32 Dans un semigroupe fini, D=J .

Preuve. Soit S un semigroupe fini et soient s, t ∈ S. Supposons s J t. Il existe
a, b, c, d ∈ S1 tels que t = asb et s = ctd. Il vient s = ctd = casbd = (ca)s(bd). On
peut itérer et obtenir pour tout entier n, (ca)ns(bd)n. D’après la proposition 29,
on dispose d’un entier π tel que (ca)π = e et (bd)π = f soient idempotents. En
multipliant à gauche par e, es = eesf = esf = s d’où es = s. On déduit que
s L as puisque s = (ca)πs = ((ca)π−1)c)as. De même, le raisonnement dual
donne s R sb. Comme R est stable à gauche, on obtient as R asb et s L as d’où
s D asb = t. Réciproquement, supposons s D t. On dispose de r ∈ S tel que
s R r et r L t. Il existe a, b, c, d ∈ S1 tel que s = ra, r = sb, t = cr et r = dt.
D’où s = ra = dta et t = cr = csb ce qui montre que s J t. 2

Les classes d’équivalence des relations R, L, J , H et D sont appelées R-
classes, L-classes, ... Pour tout élément s d’un semigroupe S, on note Rs la
R-classe de S contenant s, Ls la L-classe de s...

Proposition 33 Soient R une R-classe et L une L-classe. Alors R ∩ L 6= ∅ si
et seulement si R et L sont contenues dans une même D-classe.

Une D-classe est traditionnellement représentée par une “böıte d’oeufs” dans
laquelle chaque colonne est une L-classe, chaque ligne une R-classe et chaque
intersection de ligne et de colonne une H-classe. La présence d’un idempotent

R-classes

L-classes

Une H-classe

Fig. 4.2 – Représentation d’une D-classe.

dans une H-classe est signalée par une étoile.
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Définition 20 Une D-classe d’un semigroupe est dite régulière si elle contient
un idempotent.

Proposition 34 Si D est une D-classe régulière d’un semigroupe S, alors
chaque R-classe et chaque L-classe de D contient un idempotent.

Proposition 35 Soit D une D-classe d’un semigroupe S et soient s et t des
éléments de S. Si s R t et si s = tp et t = sq, les applications x→ xp et x→ xq
définissent des bijections inverses entre Ls et Lt et ces bijections préservent les
H-classes.

Preuve. Soit u ∈ Ls. Il existe a ∈ S1 tel que u = as. Donc uqp = asqp =
atp = as = u. De façon symétrique, si v ∈ Lt, il existe b ∈ S1 tel que v = bt
et donc vpq = btpq = bsq = bt = v. De plus, la proposition 30 montre que les
applications x → xp et x→ xq préservent les H-classes. 2

Proposition 36 Soit S un semigroupe fini et soient s, t ∈ S.
– Si s J t et s ≤R t, alors s R t.
– Si s J t et s ≤L t, alors s L t.

Preuve. Supposons s J t. On dispose de a, b ∈ S1 tels que t = asb. Si s ≤R t,
il existe c ∈ S1 tel que s = tc. Comme t = atcb, pour tout entier n, on a
t = ant(cb)n. D’après la proposition 29, on dispose d’un entier π tel que aπ = e
et (cb)π = f soient idempotents. Il vient t = etf = (etf)f = tf = tc(bc)π−1b =
s(bc)π−1b. D’où t ≤R s donc s R t.

Définition 21 Soit S un semigroupe. Un couple (s, e) ∈ S × S est lié à droite
si e ∈ E(S) et si se = s. Deux couples (s1, e1) et (s2, e2) liés à droite sont
conjugués à droite s’il existe a, b ∈ S1 tels que e1 = ab, e2 = ba, s1a = s2 (et
s2b = s1). Symétriquement, un couple (e, s) ∈ E(S) × S est lié à gauche si
es = s et deux couples liés à gauche (e1, s1) et (e2, s2) sont conjugués à gauche
s’il existe a, b ∈ S1 tels que e1 = ab, e2 = ba, bs1 = s2 (et as2 = s1).

Notons que si deux couples liés (s1, e1) et (s2, e2) sont conjugués à droite, alors
e1 D e2 et s1 R s2 (respectivement à gauche, s1 L s2).

Proposition 37 [27] Les relations de conjugaison à droite et à gauche sont des
relations d’équivalence.

Preuve. On montre que la relation de conjugaison à droite est une relation
d’équivalence. La réflexivité et la symétrie sont triviales par définition. Soient
(s1, e1), (s2, e2) et (s3, e3) des couples liés à droite. Supposons que (s1, e1) et
(s2, e2) sont conjugués à droite et que (s2, e2) et (s3, e3) aussi. Il existe des
éléments a, b, c, d ∈ S tels que

s1a = s2, s2b = s1, e1 = ab, e2 = ba, s2c = s3, s3d = s2, e2 = cd, e3 = dc.

Il vient (ac)(db) = a(cd)b = a(ba)b = e1 et symétriquement, (db)(ac) = e3. De
plus, s1(ac) = s2c = s3 et s3(db) = s1 ce qui prouve la transitivité. 2
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Proposition 38 [15] Soit S un semigroupe fini et soit D une D-classe de S.
Soient (s, e) et (t, f) deux couples liés à droite (respectivement liés à gauche)
tels que s, t, e, f ∈ D. Les couples sont conjugués si et seulement si s R t
(respectivement s L t).

Preuve. Nous avons déjà vu que lorsque deux couples sont conjugués à droite,
alors s1 R s2. Réciproquement, supposons que s1 R s2. Comme e1 ∈ D, D
est régulière et la R-classe de s1 et s2 contient un idempotent e. On montre
que les couples (s1, e1) et (e, e) sont conjugués à droite. Comme s1e1 = s1,
s1 ≤L e1 et d’après la proposition 36, s1 L e1. Donc s1 ∈ Re ∩ Le1 et il existe
a, b, c, d ∈ S1 tels que s1a = e, eb = s1, cs1 = e1 et de1 = s1. Soit u = cs1a. Il
vient s1u = s1cs1a = s1e1a = s1a = e et d’après la proposition 35, us1 = ueb =
cs1aeb = ceeb = ceb = cs1ab = cs1 = e1. De plus, es1 = eeb = eb = s1 ce qui
montre que les couples (s1, e1) et (e, e) sont conjugués à droite. De même, on
obtient que les couples (s2, e2) et (e, e) sont conjugués à droite, ce qui prouve
que (s1, e1) et (s2, e2) sont conjugués.

2

4.2.3 Factorisations ramseyennes

On donne ici une version algébrique du théorème de Ramsey utilisant les
semigroupes et sa preuve empruntée à [32].

Théorème 39 Soit S un semigroupe fini et soit ϕ : A+ → S un morphisme
de semigroupe. Pour tout mot x ∈ Aω, il existe un couple lié à droite (s, e) ∈
S ×E(S) et une factorisation x =

∏
i∈ω

xi telle que ϕ(x0) = s et pour tout i > 0,

ϕ(xi) = e.

Preuve. En utilisant le théorème 2, on dispose d’éléments r, t ∈ S tels que
x ∈ ϕ−1(r)ϕ−1(t)ω . D’après le théorème 27, l’élément t admet une puissance
idempotente notée e. En regroupant les facteurs successifs d’image t, on obtient
une factorisation x =

∏
i∈ω

xi telle que ϕ(x0) = r et ϕ(xi) = e pour tout i > 0. Le

couple lié est défini en posant s = re puisque se = ree = re = s. Finalement, la
factorisation recherchée est définie par y0 = x0x1 et pour tout i > 1, yi = xi+1.
2

De plus, notons que deux couples liés associés à des factorisations d’un même
mot sont conjugués.

Proposition 40 Soit S un semigroupe fini et soit ϕ : A+ → S un morphisme
de semigroupe. Si un mot x ∈ Aω admet deux factorisations ramseyennes pour
ϕ associées à deux couples liés, alors ces couples sont conjugués.

Le lecteur est renvoyé à [32] page 81 pour une preuve détaillée.
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4.3 Complémentation par l’approche algébrique

L’équivalence algébrique est ici généralisée aux mots sur les ordres linéaires
dispersés. Après avoir défini les �-semigroupes, on montre qu’un sous-ensemble
de A� est rationnel si et seulement son �-semigroupe syntaxique est fini.

4.3.1 �-semigroupes

Les semigroupes étant munis d’un produit fini, ils ne sont pas adaptés pour
reconnâıtre des mots sur les ordres linéaires. On généralise le produit à toute
suite indexée par un ordre linéaire dispersé.

Définition 22 Un �-semigroupe est un ensemble S muni d’un produit π :
S�

−→S qui associe un élément de S à chaque mot indexé par un ordre total et
dispersé et tel que

– pour tout élément s de S, π(s) = s ;
– pour tout mot x sur S ayant pour longueur un ordre total et dispersé et

pour toute factorisation x =
∏

j∈J

xj où J ∈ S,

π(x) = π(
∏

j∈J

π(xj)).

Cette dernière condition est une généralisation de l’associativité.

Par exemple, l’ensemble A� muni de la concaténation est un �-semigroupe.

Exemple 47 L’ensemble S = {0, 1} muni du produit π défini pour tout u ∈ S�

par π(u) = 0 si u possède la lettre 0 et π(u) = 1 sinon est un �-semigroupe.

Exemple 48 L’ensemble S = {0, 1} muni du produit π défini pour tout u ∈ S�

par π(u) = 1 si u ∈ 1# et π(u) = 0 sinon est un �-semigroupe.

Pour tous les éléments s et t d’un �-semigroupe (S, π), le produit fini π(st) est
simplement noté st.

Proposition 41 Une application ϕ : A → S d’un alphabet A dans un �-
semigroupe S peut être étendue de façon unique en un morphime de �-semigroupe
ϕ : A� → S.

Preuve. Soit (S, π) un semigroupe et soit ϕ : A → S une application. Pour
tout ordre linéaire J ∈ S et tout mot x = (aj)j∈J de longueur J , on pose
ϕ(x) = π((ϕ(aj))j∈J ). 2
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�-semigroupes finis

Un �-semigroupe (S, π) est dit fini si son support S est fini. Même quand S
est fini, la fonction π n’est pas facile à décrire puisqu’il faut donner le produit
de toute suite de longueur totale et dispersée. Il s’avère que la fonction π peut-
être décrite par une structure de semigroupe sur S avec en plus deux fonctions
(notées τ et −τ) de S dans S. Ceci donne une description finie de la fonction π.
Les fonctions τ et −τ sont l’équivalent des ω et −ω-produits. Cette description
finie est basée sur le lemme suivant qui découle directement du théorème de
Ramsey [35] et qui sera largement utilisé dans les preuves.

Lemme 42 Soit ϕ : A�
−→S un morphisme de A� dans un �-semigroupe fini

S. Pour tout mot de longueur limite à droite x ∈ (A�)ω et toute factorisation
x =

∏
i∈ω

xi, il existe un couple lié à droite (s, e) ∈ S ×E(S) et une factorisation

extraite x = Π
i∈ω

yi tels que ϕ(y0) = s et ϕ(yi) = e pour tout i > 0.

Preuve. Soit x ∈ (A�)ω et soit une factorisation x =
∏
i∈ω

xi. En appliquant le

théorème 3 à π : S+
−→S et au mot u = Π

i∈ω
ϕ(xi), on dispose d’un couple lié à

droite (s, e) ∈ S×E(S) et d’une superfactorisation u = Π
i∈ω

ui telles que π(u0) =

s et π(ui) = e pour tout i > 0. Notons pour tout i ≥ 0, yi = xi,1 . . . xi,mi
. Il

vient x = Π
i∈ω

yi, ϕ(y0) = ϕ(x0,1 . . . x0,mi
) = ϕ(x0,1) . . . ϕ(x0,m0) = π(u0) = s et

pour tout i > 0, ϕ(yi) = ϕ(xi,1 . . . xi,mi
) = π(ui) = e . 2

Une telle factorisation est appelée factorisation ramseyenne. De façon symétrique,
tout mot de longueur limite à gauche admet une factorisation ramseyenne as-
sociée à un couple lié à gauche.

Proposition 43 Soit (S, π) un �-semigroupe fini et soit ϕ : A� → S un mor-
phisme de �-semigroupe. Si un mot x ∈ A� admet deux factorisations ram-
seyennes pour ϕ associées à deux couples liés, alors ces couples sont conjugués.

Preuve. Soient x =
∏
i∈ω

xi et x =
∏
i∈ω

yi deux factorisations ramseyennes pour

ϕ associées respectivement aux couples liés (s, e) et (t, f). Quitte à prendre
des superfactorisations, on peut supposer que |x0| < |y0| < |x0x1| < |y0y1| <
|x0x1x2| < |y0y1y2| . . .. Ainsi pour tout i > 0, xi = ziz

′
i avec y0 = x0z1 et

yi = z′izi+1. Le mot u = ϕ(x0)ϕ(z1)ϕ(z′1)ϕ(z2)ϕ(z′2) . . . ∈ Sω admet les deux
factorisations u = ϕ(x0)

∏
i>0

(ϕ(zi)ϕ(z′i)) et u = (ϕ(x0)ϕ(z1))
∏
i>0

(ϕ(z′i)ϕ(zi+1))

ramseyennes pour π associées respectivement aux couples liés (s, e) et (t, f).
D’après le proposition 40, (s, e) et (t, f) sont conjuguées. 2

Nous introduisons à présent la définition de fonctions compatibles, qui per-
mettra de décrire le produit d’un �-semigroupe fini de façon finie.

Définition 23 Soit S un semigroupe. Une fonction τ : S−→S (respectivement
−τ : S−→S) est compatible à droite avec S (respectivement à gauche) si et seule-
ment si quels que soient s et t appartenant à S et quel que soit l’entier n, τ vérifie
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les propriétés suivantes : s(ts)τ = (st)τ et (sn)τ = sτ (respectivement (st)−τs =
(ts)−τ et (sn)−τ = s−τ ).

Lemme 44 Soient S un �-semigroupe fini, τ une fonction compatible à droite
avec S et soient (s, e) ∈ S×E(S) et (t, f) ∈ S×E(S) deux couples liés à droite.
Si les deux couples sont conjugués, alors seτ = tfτ . Symétriquement, si τ est
une fonction compatible à gauche avec S et si deux couples (e, s) ∈ E(S)×S et
(f, t) ∈ E(S)× sont conjugués à gauche alors e−τs = f−τ t.

Preuve. Soient (s, e) ∈ S ×E(S) et (t, f) ∈ S ×E(S) deux couples conjugués
à droite. On dispose de a, b ∈ S1 tels que e = ab, f = ba, sa = t et tb = s.
Comme τ est compatible à droite, on a

seτ = s(ab)τ = (sa)(ba)τ = tfτ

Le cas des couples conjugués à gauche est montré de façon symétrique. 2

Le produit d’un �-semigroupe fini S peut être décrit de façon finie par des
fonctions compatibles à droite et à gauche avec S.

Théorème 45 Soit (S, π) un �-semigroupe fini. Le produit binaire défini pour
tous les éléments s et t de S par s · t = π(st) induit de façon naturelle une
structure de semigroupe et les fonctions τ et −τ définies respectivement par
sτ = π(sω) et s−τ = π(s−ω) sont compatibles respectivement à droite et à
gauche avec S.

Réciproquement, soit S un semigroupe fini et soient τ et −τ des fonctions
compatibles respectivement à droite et à gauche avec S. Alors il existe une unique
façon de munir S d’une structure de �-semigroupe (S, π) de sorte que sτ = π(sω)
et s−τ = π(s−ω).

Preuve : Soit (S, π) un �-semigroupe fini. Pour tout éléments s1, s2 et s3 de
S, on a (s1 · s2) · s3 = π(π(s1s2)s3) = π(s1π(s2s3)) = s1 · (s2 · s3). De plus, pour
tout entier n, on a (s1s2)

τ = π((s1s2)
ω) = π(s1(s2s1)

ω) = π(s1π((s2s1)
ω)) =

s1 · (s2s1)τ donc τ est compatible à droite avec S. La preuve concernant −τ est
similaire.

Réciproquement, soit S un semigroupe fini et soient τ et −τ des fonctions
respectivement compatibles à droite et à gauche avec S. On montre qu’il existe
un unique produit π : S�

−→S tel que (S, π) soit un �-semigroupe, π(sω) = sτ

et π(s−ω) = s−τ pour tout élément s de S.

Définition de π :

Le produit d’un mot u = (si)i∈I sur S de longueur I ∈ S est défini par
induction sur α ∈ O pour tout I ∈Wα.

Soit I ∈ W0 et soit u ∈ SI . Il existe un entier m et des éléments s1, . . ., sm

de S tels que u = s1 . . . sm. On pose π(u) = s1 · s2 . . . sm.
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Soit I ∈ Wα où α ≥ 1 et soit u ∈ SI . On définit d’abord π(u) lorsque
I ∈ Uα =

⋃
β<α

Wβ∪(
⋃

β<α

Wβ)ω∪(
⋃

β<α

Wβ)−ω. Dans le cas où I ∈
⋃

β<α

Wβ , le pro-

duit π(u) est défini par hypothèse d’induction. Supposons que I ∈ (
⋃

β<α

Wβ)ω.

L’ordre I peut être décomposé en une somme J =
∑
j∈ω

Kj où pour tout j ∈ ω,

Kj ∈
⋃

β<α

Wβ . Soit u =
∏

j∈ω

uj la factorisation telle que pour tout j ∈ ω,

|uj | = Kj . D’après le théorème de Ramsey, on dispose d’ une superfactorisation
x = Π

j∈ω
vj et d’un couple lié à droite (s, e) ∈ S × E(S) tels que π(v0) = s et

π(vj) = e pour tout j > 0. On pose π(u) = seτ . De façon symétrique, lorsque
I ∈ (

⋃
β<α

Wβ)−ω , on pose π(u) = e−τs.

Finalement, on suppose que I ∈ Wα. On dispose d’un entier n et d’ordres

K1, . . . ,Kn appartenant à Uα tels que I =
n∏

j=1

Kj . Soit u =
n∏

j=1

uj la factorisa-

tion associée, c’est-à-dire que pour tout 1 ≤ j ≤ n, |uj | = Kj . On pose alors

π(u) =
n∏

j=1

π(uj).

On montre que le produit π est bien défini et est associatif sur S�. Par
induction sur α ∈ O, on montre que pour tout mot u sur S de longueur I ∈Wα,
π(u) est bien défini de façon unique et que pour tout ordre J ∈ Wα et pour
toute factorisation u =

∏
j∈J

uj on a bien π(u) = π(
∏

j∈J

π(uj)).

Soit u =
∏
i∈I

si.

Unicité de la définition et associativité de π sur SW0 :

Supposons que I ∈ W0. Le produit π(u) est bien défini par le produit fini ·
du semigroupe S et est associatif sur SW0 par associativité de ·.

Unicité de la définition de π sur SUα où α > 0 :

Soit α ∈ O. Supposons que I ∈ Uα.
L’ordre I peut être décomposé en une somme I =

∑
j∈J

Kj où J ∈ N∪{ω,−ω}

et où pour tout j ∈ J , Kj ∈
⋃

β<α

Wβ . On montre d’abord que le produit est bien

défini pour une décomposition donnée de J puis on montrera que la valeur du
produit ne dépend pas de la décomposition choisie.

Soit u =
∏

j∈J

ui la factorisation associée, i.e. pour tout j ∈ J , |uj | = Kj .

– J ∈ N : la valeur de π(u) est bien définie par hypothèse d’induction
puisque I ∈

⋃
β<α

Wβ .

– J = ω : Supposons qu’il existe deux superfactorisations ramseyennes de
u associées à deux couples liés à droite (s1, e1) et (s2, e2). D’après la
proposition 43, ces deux couples sont conjugués et d’après le lemme 44,
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s1e
τ
1 = s2e

τ
2 .

– J = −ω : De façon symétrique, on obtient e−τ
1 s1 = e−τ

2 s2.

Il reste à montrer que la valeur de π(u) ne dépend pas de la décomposition
J =

∑
i∈I

Ki choisie. Supposons qu’il existe une autre décomposition J =
∑
l∈L

K ′
l

avec L ∈ N ∪ {ω,−ω} et pour tout l ∈ L, K ′
l ∈

⋃
β<α

Wβ .

– Si I ∈ N ou si L ∈ N alors J est de rang strictement inférieur à α :
J ∈

⋃
β<α

Wβ et le résultat est obtenu par hypothèse d’induction.

– Si I = ω et L = −ω (ou symétriquement I = −ω et L = ω), le résultat
est également obtenu par hypothèse d’induction puisque le rang de J est
plus petit que α. En effet, soit u =

∏
i∈ω

ui =
∏

l∈−ω

vl les factorisations

associées, c’est-à-dire telle que pour tout i ∈ ω, |ui| = Ki et pour tout
l ∈ −ω, |vl| = K ′

l . Il suffit de remarquer l’existence d’un indice l0 ∈ −ω
tel que

∑
l<l0

K ′
l ⊆ K0. L’ordre J est alors une somme finie d’ordres de rang

strictement inférieur à α.
– Si I = ω et L = ω (ou symétriquement I = −ω et L = −ω), chacune

des factorisations admet une superfactorisation ramseyenne. En notant
(s1, e1) et (s2, e2) les couples liés correspondants, on peut montrer comme
précédemment que s1e

τ
1 = s2e

τ
2 .

Donc π est bien défini sur SUα . On montre qu’il est associatif sur ce domaine.

Associativité de π sur SUα :

Soit I ∈ Uα et u ∈ SI . Si I ∈
⋃

β<α

Wβ l’associativité est obtenue par hy-

pothèse d’induction. D’autre part, on peut supposer que u ∈ (
⋃

β<α

Wβ)ω puisque

le cas u ∈ (
⋃

β<α

Wβ)−ω peut être traité de façon symétrique. Par définition, on

dispose d’une ω-factorisation u =
∏
i∈ω

ui et d’un couple lié à droite (s, e) tels que

π(u0) = s et pour tout i > 0, π(ui) = e et π(u) = seτ = π(
∏
i∈ω

π(ui)). On note

pour tout i ∈ ω, |ui| = Ki. Soit J ∈ Uα et u =
∏

j∈J

vj une J-factorisation de u.

On note pour tout j ∈ J , |vj | = K ′
j . On veut montrer que π(u) = π(

∏
j∈J

π(vj)).

On montre d’abord ce résultat lorsque J ∈ N ∪ {ω,−ω}.

Soient C1 = {(
⋃

0≤i≤i0

Ki,
⋃

i0<i

Ki)| i0 ∈ ω} et C2 = {(
⋃

j∈J,

j≤j0

K ′
j ,

⋃
j∈J,

j0<j

K ′
j)| j0 ∈

J} les ensembles de coupures correspondants aux factorisations u =
∏
i∈ω

ui et

u =
∏
j∈J

vj . Soit C = C1 ∪ C2 muni de l’ordre sur Î et soit u =
∏

h∈H

wj la

factorisation associée. Notons que
∏
i∈ω

ui et
∏

j∈J

vj sont des superfactorisations
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de
∏

h∈H

wh. Donc pour tout i ∈ ω, on dispose d’un ordre Hi tel que ui =
∏

h∈Hi

wh

et pour tout j ∈ J on dispose d’un ordre H ′
j tel que vj =

∏
h∈H′

j

wh.

Quand J ∈ N ∪{ω,−ω}, on montre que π(
∏
i∈ω

π(ui)) = π(
∏

h∈H

π(wh)) et que

π(
∏

j∈J

π(vi)) = π(
∏

h∈H

π(wh)), ce qui prouve que π(u) = π(
∏

j∈J

π(vj)).

– J = {0, . . . ,m} ∈ N : Dans ce cas H = ω. Comme u =
∏

h∈H

wh avec

|wh| ∈
⋃

β<α

Wβ , par définition on dispose d’une superfactorisation ram-

seyenne associée à un couple lié à droite (s′, e′). Les couples (s, e) et
(s′, e′) sont conjugués et de même que précédemment, on peut montrer que
π(u) = s′e′

τ
. L’hypothèse d’associativité sur

⋃
β<α

Wβ permet de conclure

que π(u) = π(
∏

h∈H

π(wh)).

D’autre part, le même argument donne π(vm) = π(
∏

h∈Hm=ω

π(wm,h)) puis

par hypothèse d’induction on obtient π(
∏

j∈J

π(vi)) = π(
∏

h∈H

π(wh)).

– J = ω : Dans ce cas H = ω. Les deux ω-factorisations u =
∏

j∈ω

vj =
∏

h∈ω

wh

admettent des superfactorisations associées à des couples liés conjugués
avec (s, e). Le résultat est montré de la même façon que précédemment
pour l’unicité de la définition de π.

– J = −ω : Dans ce cas H = ζ. Comme |u0| ∈
⋃

β<α

Wβ , on peut utili-

ser l’hypothèse d’induction pour montrer que π(u0) = π(
∏

h∈H0=−ω

π(wh)).

De même que précédemment on obtient alors π(u) = π(
∏

h∈H

π(wh)). De

même, en utilisant le cas J ∈ N et l’hypothèse d’induction, on obtient
π(

∏
j∈J

π(vi)) = π(
∏

h∈H

π(wh)).

On a donc montré l’associativité sur Uα quand J ∈ N ∪ {ω,−ω}. En par-
ticulier on a le résultat quand J ∈ W0 et on va le montrer par induction sur
la classe de J . Soit J ∈ Uα. On peut supposer que u ∈ (

⋃
β<α

Wβ)ω. On dispose

d’une somme J =
∑
l∈ω

Kl avec pour tout l ∈ ω, Kl ∈
⋃

β<α

Wβ .

π(
∏

j∈J

π(vj)) = π(
∏
l∈ω

∏
k∈Kl

π(vl,k))

= π(
∏
l∈ω

π(
∏

k∈Kl

π(vl,k))) d’après le cas J = ω

= π(
∏
l∈ω

π(
∏

k∈Kl

vl,k)) par hypothèse d’associativité sur
⋃

β<α

Wβ

= π(
∏
l∈ω

(
∏

k∈Kl

vl,k)) d’après le cas J = ω

= π(u).
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Donc π est bien défini et associatif sur SUα .

Unicité de la définition de π sur SWα :

On suppose alors que I ∈Wα. Supposons qu’il existe deux entiers n et m et

deux décompositions I =
n∑

i=0

Ki =
m∑

j=0

K ′
j avec pour tout 0 ≤ i ≤ n, Ki ∈ Uα

et pour tout 0 ≤ j ≤ m, K ′
j ∈ Uα. De même que dans la preuve d’associati-

vité précédente, on considère la plus grande sous-factorisation commune et on
conclut l’égalité par associativité de π sur Uα.

Associativité de π sur SWα :

Soit I ∈ Wα et u ∈ SI . On dispose d’un entier n et d’une factorisation

u =
n∏

j=1

uj telle que pour tout 0 ≤ i ≤ n, |ui| ∈ Uα. Par définition, π(u) =

π(
n∏

i=1

π(ui)). Par induction pour tout 0 ≤ β ≤ α, on montre que pour tout

ordre J ∈Wβ et toute factorisation u =
∏

j∈J

vj , on a π(u) = π(
∏

j∈J

π(vj)).

Dans le cas où J ∈ N , la preuve est similaire au cas précédent. On peut
considérer la plus grande sous-factorisation commune et conclure par unicité de
la définition de π sur SWα .

Lorsque J ∈ Wα, on dispose d’un entier n et d’une somme J =
∑

0≤l≤n

Kl

avec pour tout 0 ≤ l ≤ n, Kl ∈ Uα.

π(
∏

j∈J

π(vj)) = π(
n∏

l=0

∏
k∈Kl

π(vl,k))

= π(
n∏

l=0

π(
∏

k∈Kl

π(vl,k))) d’après le cas J ∈ N

= π(
n∏

l=0

π(
∏

k∈Kl

vl,k)) par hypothèse d’associativité sur Uα

= π(
n∏

l=0

(
∏

k∈Kl

vl,k)) d’après le cas J ∈ N

= π(u).

Donc π est associatif sur SWα ce qui conclut la preuve. 2

Exemple 49 Reprenons l’exemple 47. Ce �-semigroupe S = {0, 1} fini est défini
par le produit fini 00 = 01 = 10 = 0 et 11 = 1 et par les fonctions compatibles
τ et −τ définies par 0τ = 0−τ = 0 et 1τ = 1−τ = 1.

Exemple 50 Le �-semigroupe S = {0, 1} de l’exemple 48 est défini par le
produit fini 00 = 01 = 10 = 0 et 11 = 1 et par les fonctions compatibles τ et
−τ définies par 0τ = 0−τ = 1−τ = 0 et 1τ = 1.
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Reconnaissabilité

On étend la notion de reconnaissabilité aux ensembles de mots indexés par
des ordres linéaires dispersés.

Définition 24 Soient S et T deux �-semigroupes. Le �-semigroupe T reconnâıt
un sous-ensembleX de S si et seulement s’il existe un morphisme de �-semigroupe
ϕ : S−→T et un sous-ensemble P ⊆ T tels que X = ϕ−1(P ). Un ensemble
X ⊆ A� est reconnaissable si et seulement s’il existe un �-semigroupe fini le
reconnaissant.

Exemple 51 Soit S = {0, 1} le �-semigroupe fini de l’exemple 49. Définissons
le morphisme de �-semigroupe ϕ : A�

−→S par ϕ(a) = 1 et ϕ(b) = 0. L’ensemble
a� est reconnaissable puisque a� = ϕ−1({1}).

Exemple 52 Soit S = {0, 1} le �-semigroupe fini de l’exemple 50 et soit ϕ :
A�

−→S par ϕ(a) = 1 pour tout a ∈ A. L’ensemble A# est reconnaissable :
A# = ϕ−1({1}).

Pour tout alphabet A, la classe des sous-ensembles de A� reconnaissables par
un �-semigroupe fini est noté Rec(A�). On sait qu’un ensemble de mots finis
(respectivement de mots sur les ordinaux) est rationnel si et seulement si il
est reconnu par un semigroupe fini (respectivement un ω1-semigroupe fini). On
généralise ce résultat au cas des mots sur les ordres linéaires dispersés.

Théorème 46 Un ensemble de mots indexés par des ordres linéaires dispersés
est rationnel si et seulement si il est reconnu par un �-semigroupe fini.

Les deux paragraphes suivants sont consacrés à la preuve de ce théorème.

4.3.2 Des automates vers les �-semigroupes

Etant donné un automate acceptant un ensembleX de mots finis, on construit
classiquement le semigroupe des matrices booléennes Q×Q, où Q est l’ensemble
des états. L’ensemble X est reconnu par le morphisme ϕ tel que pour tout mot
x, l’entrée (q, q′) de la matrice ϕ(x) est vraie si et seulement s’il existe un chemin
menant de q à q′ et d’étiquette x. Cette construction a été généralisée pour les
mots sur les ordinaux [4, 7] et s’adapte aussi à notre cas par symétrie.

Soit A = (Q,A,E, I, F ) un automate sur les ordres linéaires acceptant X ⊆
A�. L’existence des transitions limites impose de mémoriser les contenus des
chemins. Comme les automates ne sont pas déterminisables, il faut stocker tous
les contenus possibles. Soit T = P(Q) l’ensemble des parties de Q et soit K =
P(T ) l’ensemble des parties de T . L’ensemble K = P(P(Q)) est équipé du
produit fini et de l’union finie définis de la façon suivante pour tout k, k′ ∈ K,

kk′ = {P ∪ P ′ | P ∈ k, P ′ ∈ k′} et k + k′ = k ∪ k′.
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Soit S l’ensemble des matrices Q × Q dont les entrées sont des éléments de K
muni du produit fini défini pour tout m,m′ ∈ S par :

(m ·m′)q,q′ =
⋃

p∈Q

mq,p ·m′
p,q′ = {P ∪ P ′ | ∃p ∈ Q, P ∈ mq,p, P

′ ∈ m′
p,q′}

Le semigroupe S est fini et d’après le théorème 45, il suffit de définir des fonc-
tions compatibles à droite et à gauche avec S pour induire une structure de
�-semigroupe. Soient les fonctions τ et −τ définies par :

mτ
q,q′ = {P ∪ {q′} | ∃p ∈ Q, ∃P ′ ⊆ P , P ∈ mq,p, P

′ ∈ mπ
p,p et P ′

−→q′ ∈ E}

m−τ
q,q′ = {P ∪ {q} | ∃p ∈ Q, ∃P ′ ⊆ P , P ∈ mp,q′ , P ′ ∈ mπ

p,p et q−→P ′ ∈ E}

où π est le plus petit entier tel que mπ soit une matrice idempotente. Les
fonctions τ et −τ sont respectivement compatibles à droite et à gauche avec S.
On définit le morphisme ϕ : A�

−→S pour tout a ∈ A par la matrice ϕ(a) dont
l’entrée (q, q′) est égale à {{q, q′}} si q

a
−→q′ ∈ E et à l’ensemble vide sinon.

Lemme 47 Pour tout x ∈ A� et tous les états q ∈ Q et q′ ∈ Q,

ϕ(x)q,q′ = {P | q
x

=⇒
P

q′}.

Preuve. Montrons tout d’abord que la propriété est stable par produit fini.
Soient x ∈ A� et y ∈ A� vérifiant le lemme et soient q, q′ ∈ Q.
(ϕ(x) · ϕ(y))q,q′ = {P ∪ P ′ | ∃p ∈ Q, P ∈ ϕ(x)q,p, P ′ ∈ ϕ(y)p,q′}

= {P ∪ P ′ | ∃p ∈ Q, q
x

=⇒
P

p, p
y

=⇒

P ′
q′}

= {P | q
xy
=⇒

P

q′}.

On montre le lemme par induction sur le rang de x ∈ A�. Par ce qui précède
et par définition de ϕ, le résultat est vrai pour tout x ∈ A∗.

Soit n ∈ N et x ∈ AWn+1 . D’après ce qui précède, et comme tout ordre
linéaire de Wn+1 est un produit fini d’ordres linéaires de Un+1, on peut sup-
poser que x ∈ AUn+1 . De plus par hypothèse d’induction et par symétrie, il
suffit de considérer le cas où x ∈ (AWn)ω. D’après le lemme 42, on dispose
d’une factorisation x =

∏
i∈ω

xi et d’un couple lié à droite (s, e) ∈ S × E(S)

tels que ϕ(x0) = s et pour tout i > 0, ϕ(xi) = e. On montre le résultat pour

x′ =
∏
i>0

xi d’image ϕ(x′) = eτ . Supposons q
x′

=⇒
P

q′. Ce chemin est de la forme

q
x1

=⇒
P1

q1
x2

=⇒
P2

q2 . . . et termine par une transition limite P ′ → q′. La suite (qi)i>1

admet au moins un élément p apparaissant une infinité de fois et quitte à refac-
toriser, on peut supposer que le chemin est de la forme q

x1
=⇒

P ′
1

p
x2

=⇒

P ′
p

x3
=⇒

P ′
p . . .

avec P ′
1 ∪ {q′} = P . Par hypothèse d’induction, P ′

1 ∈ eq,p et P ′ ∈ ep,p donc
P ∈ eτ

q,q′ . Réciproquement, supposons que P ∈ eτ
q,q′ . Il existe p ∈ Q, P1 ∈ eq,p

et P ′ ∈ ep,p tels que P = P1 ∪ {q′}, P ′ ⊆ P1, et P ′ → q′ ∈ E. Par hypothèse

d’induction, q
x1

=⇒
P1

p et pour tout i > 1, p
xi

=⇒

P ′
p d’où l’existence d’un chemin
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q
x′

=⇒
P

q′. 2

Un mot x ∈ A� est accepté par l’automate si et seulement si il existe un état
initial i et un état final f tels que ϕ(x)i,f soit non vide. Donc X est reconnu
par S et Rat(A�) ⊆ Rec(A�).

Proposition 48 Tout langage rationnel de mots indexés par des ordres linéaires
dispersés est reconnu par un �-semigroupe fini.

La construction est illustrée à travers quelques exemples.

Exemple 53 Soit A l’automate de la figure 4.3 acceptant le langageX = (ab)�.
Soit S le �-semigroupe des matrices {0, 1}× {0, 1}. Notons

0 1
a

b

0 → {0, 1}

{0, 1} → 0

Fig. 4.3 – Automate acceptant (ab)�

s =

[
∅ {{0, 1}}
∅ ∅

]
, t =

[
∅ ∅

{{0, 1}} ∅

]
, e =

[
{{0, 1}} ∅

∅ ∅

]
et f =

[
∅ ∅
∅ {{0, 1}}

]

En notant 0 la matrice dont toutes les entrées sont l’ensemble vide, le produit
du �-semigroupe S est défini par :

st = e, ts = f, ee = e, ff = f,
es = s, ft = t, sf = s, te = t

Les autres produits binaires valent tous 0. Pour les fonctions τ et −τ , les valeurs
non égales à 0 sont :

eτ = e, e−τ = e, fτ = t f−τ = s

En définissant le morphisme par ϕ(a) = s et ϕ(b) = t, il vient X = ϕ−1(e).

Exemple 54 Soit A l’automate de la figure 4.4 acceptant le langage X =
A−#(A#A−#)∗. Notons

a =

[
{{0}} {{0, 1}}
{{0, 1}} {{1}}

]
, e =

[
{{0}, {0, 1}} {{0, 1}}
{{0, 1}} {{1}, {0, 1}}

]
,

d =

[
∅ {{0, 1}}
∅ {{0, 1}}

]
, g =

[
{{0}, {0, 1}} {{0, 1}}
{{0, 1}} {{0, 1}}

]
,

s =

[
{{0, 1}} {{0, 1}}
{{0, 1}} {{1}, {0, 1}}

]
, h =

[
∅ {{0, 1}}
∅ {{0, 1}}

]
et f =

[
{{0, 1}} {{0, 1}}
{{0, 1}} {{0, 1}}

]
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0 1

a, b

a, b

a, b a, b

0 → {0}

1 → {0} {1} → 1

Fig. 4.4 – Automate acceptant X = A−#(A#A−#)∗

En notant 0 la matrice dont toutes les entrées sont l’ensemble vide, X est
reconnu par le �-semigroupe S = {a, e, g, d, s, h, f, 0} dont le produit est défini
par :

e = aa = aer = ea,
d = ad = ed = dd = sd = aτ = eτ = dτ = sτ ,
g = ag = eg = ga = ge = gg = a−τ = e−τ = g−τ ,
s = sa = se = as = es = ds = ss = da = de,
h = gd = ah = eh = gh = hd = sh = fd = hh,
f = dg = sg = gs = ha = he = af = ef = fa = fe = hg = gf = fg = dh = df = hs
f = sf = fs = hf = fh = ff .

Les autres produits étant tous égaux à 0. En définissant le morphisme ϕ(a) =
a et ϕ(b) = a, il vient X = ϕ−1({a, e, g, s, f}).

Exemple 55 On rajoute à l’automate de l’exemple 54 les transitions limites
0 → {0, 1} et {0, 1} → 1. Cet automate accepte alors l’ensemble X = A−# �A#.
On reprend le �-semigroupe S auquel on rajoute les éléments

u =

[
∅ {{0, 1}}
∅ ∅

]
et t =

[
{{0, 1}} {{0, 1}}

∅ ∅

]

Le produit du �-semigroupe précédent est modifié par
gτ = h, dτ = u , sτ = t , hτ = h , h−τ = u , fτ = h et f−τ = t et complété par

h = au = eu = gu = su = fu,
t = ua = ue = ug = us = uf = ta = te = tg = ts = tf = tt = t−τ ,
u = ud = uh = td = th = tu = tτ ,
f = at = et = gt = st = ft.

Les autres produits étant tous égaux à 0. En définissant le même morphisme ϕ,
il vient X = ϕ−1({a, e, g, s, f, t}).

4.3.3 Des �-semigroupes vers les automates

Soit (S, π) un �-semigroupe fini. D’après le théorème 45, le produit π est
défini par un produit fini, une fonction τ compatible à droite avec S et une
fonction −τ compatible à gauche avec S.

Soit X un langage de A� reconnu par S. On dispose d’un morphisme de
�-semigroupe ϕ : A�

−→S reconnaissant X . On va montrer que X est rationnel.
Comme les ensembles rationnels sont fermés par union finie, on montrera que
pour tout élément s de S, l’ensemble ϕ−1(s) est rationnel. Il suffit pour cela
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de prouver que pour tout s ∈ S, l’ensemble π−1(s) des mots de S� ayant pour
produit s, est rationnel.

Lemme 49 Soit (S, π) un �-semigroupe fini, ϕ : A�
−→S un morphisme de

�-semigroupe et soit s ∈ S. Si π−1(s) ∈ Rat(S�) alors ϕ−1(s) ∈ Rat(A�).

Preuve. Soit h la substitution rationnelle qui associe à chaque élément s de S
l’ensemble des lettres de A d’image s par ϕ :

h : S → P(A)
s 7→ ϕ−1(s) ∩ A

On montre que l’égalité suivante est vérifiée pour tout s ∈ S :

ϕ−1(s) = h(π−1(s) ∩ ϕ(A)
�
)

Soit x ∈ ϕ−1(s). Notons x =
∏
j∈J

aj où J est un ordre linéaire dispersé et où

aj ∈ A pour tout j ∈ J . On a

x ∈
∏

j∈J

(ϕ−1(ϕ(aj)) ∩A) ⊆
∏

j∈J

h(ϕ(aj)) = h(
∏

j∈J

ϕ(aj)) ⊆ h(π−1(s) ∩ ϕ(A)
�
).

Réciproquement, soit x ∈ h(π−1(s) ∩ ϕ(A)
�
). Il existe u ∈ π−1(s) ∩ ϕ(A)

�

tel que x ∈ h(u). Notons u =
∏
j∈J

sj où J est un ordre linéaire dispersé et où

sj ∈ S pour tout j ∈ J . Comme x ∈
∏

j∈J

h(sj), on a

ϕ(x) = π(
∏

j∈J

ϕ(h(sj))) = π(
∏

j∈J

ϕ(ϕ−1(sj) ∩A)) = π(
∏

j∈J

sj) = π(u) = s.

2

Illustrons cette réduction du problème.

Exemple 56 Soit S = ({t, e, f, 0}, π) le �-semigroupe dont le produit π est
défini par le produit fini ee = e, ff = ef = fe = f , tt = te = et = tf = ft = 0
où l’élément 0 est un zéro, et par les fonctions compatibles suivantes : eτ =
e−τ = f , fτ = f−τ = tτ = t−τ = 0τ = 0−τ = 0. On remarque que quel que soit
s ∈ S, l’ensemble π−1(s) est rationnel : par exemple π−1(t) = t, π−1(e) = e+ et
π−1(f) = (e∗fe∗ + e∗e−ω + eωe∗)+.

Soit ϕ : A� → S le morphisme défini par ϕ(a) = e et ϕ(b) = t et soit
X = ϕ−1({t, e, f}). On retrouve une expression rationnelle de X en utilisant la
substitution h du lemme 49 :

X = ϕ−1(t) ∪ ϕ−1(e) ∪ ϕ−1(f)
= h(t) ∪ h(e+) ∪ h((e∗e−ω + eωe∗)+)
= b ∪ a+ ∪ (a∗a−ω + aωa∗)+

d’où X = b+ (a+ a−ω + aω)+.
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Pour montrer qu’un langage reconnu par un �-semigroupe fini S est rationnel, il
suffit donc de construire, pour tout élément s de S, un automate sur les ordres
linéaires acceptant le langage π−1(s). Dans le cas où S est un semigroupe -muni
d’un produit fini- on construit naturellement l’automate sur les mots finis ayant

S1 pour ensemble d’états et {s
t

−→s · t | s ∈ S1, t ∈ S} pour transitions. Un mot
u = s1s2 . . . sm est l’étiquette d’un chemin menant de 1 à s si et seulement si
s1 · s2 · . . . sm = s.

Exemple 57 Soit S = (e, f, 0) le semigroupe défini par ee = e, ff = ef =

fe = f et 0 est un zéro. L’automate fini A = (S1, S, {s
t

−→s · t}) est représenté
en figure 4.5.

1 e f 0
e f 0

0

f

0

e e, f e, f, 0

Fig. 4.5 – Automate A = (S1, S, {s
t

−→s · t}).

Par exemple, l’ensemble {s1s2 . . . sm | s1 · s2 · . . . sm = f} des mots finis dont
le produit vaut f est l’ensemble des étiquettes des chemins menant de 1 à f
c’est-à-dire le langage e∗f(e+ f)∗.

Dans le cas des �-semigroupes, on cherche à définir en plus des transitions li-
mites. La principale difficulté provient du fait que l’ensemble cofinal d’un chemin
ne suffit pas à en déterminer l’étiquette.

Exemple 58 Reprenons l’exemple 57 et étendons le semigroupe S = (e, f, 0)
en un �-semigroupe en définissant les fonctions τ et −τ par eτ = e−τ = f ,
fτ = f−τ = 0 et bien sûr 0τ = 0−τ = 0. Essayons de définir sur l’automate

A = (S1, S, {s
t

−→s · t}) des transitions limites à gauche de sorte que si un mot u
est l’étiquette d’un chemin de 1 à s alors π(u) = s. Intuitivement, on définirait
la transition {e} → f . En effet, tout chemin partant de 1, de longueur limite à
droite et d’ensemble cofinal {e} est d’étiquette eω dont le produit vaut eτ = f .
Par contre, un chemin d’ensemble cofinal {f} peut avoir pour étiquette fω aussi
bien que feω. Or fτ = 0 et feτ = f . On ne peut donc pas définir la transition
{f} → 0.

Il faut ajouter une condition pour que toute étiquette u d’un chemin partant de
1 et terminant par la transition P → q vérifie π(u) = q. Lorsque deux chemins
de longueur limite à gauche et d’étiquettes u et v admettent le même ensemble
cofinal P , on va imposer que u et v admettent des factorisations ramseyennes
associées à des couples conjugués. Cette condition garantira que π(u) = π(v) et
permettra de définir la transition P → q.

73



Supposons qu’on cherche à définir des transitions limites sur un automate
vérifiant que toute étiquette u d’un chemin menant de 1 à s est de produit
π(u) = s - c’est le cas de l’automate sur les mots finis-. Considérons deux
chemins d’étiquettes u et v, de longueur limite à gauche et de même ensemble
cofinal P . Quel que soit p ∈ P , il existe une infinité de préfixes w de u tels que
π(w) = p donc tous les éléments de P sont R-équivalents. Or si u et v admettent
des factorisations ramseyennes associées aux couples liés à droite (s, e) et (t, f),
on remarque que s ∈ P et t ∈ P donc s R t. Dans ce cas, la proposition 38
montre qu’il suffit d’imposer aux couples liés d’appartenir à la même D-classe
pour qu’ils soient conjugués.

On va construire, pour tout élément s de S, un automate sur les ordres
linéaires acceptant le langage π−1(s) par induction sur la D-classe de s. Pour
chaque D-classe D de S, on définit un automate tel qu’un chemin ne possède
de transition limite que si son étiquette admet une factorisation ramseyenne
associée à un couple lié de D. Pour cela, on ajoute aux états une composante
booléenne qui vaut 1 lorsqu’on vient de lire un élément de D et 0 sinon. Une
transition limite P → q ou q → P n’est définie que lorsque P contient un état
dont la composante booléenne vaut 1. Cette condition garantit que le couple lié
appartient àD et que l’automate calcule correctement le produit π des étiquettes
de ses chemins.

Comme on doit également définir les transitions limites à gauche, on rajoute
une composante à nos états pour lire les étiquettes des chemins de la droite vers
la gauche. Une seule composante booléenne sera suffisante pour les deux cotés.
Lorsqu’on lit de droite à gauche, les états de l’ensemble cofinal des chemins de
longueur limite à gauche sont alors L-équivalents et on utilisera le symétrique
de la proposition 38.

Pour toute D-classe D de S, on note

SD = {s ∈ S | ∀p ∈ D, s ≥J p}

et on définit l’automate AD = (QD, SD, ED) par :

QD = SD
1 × SD

1 × B est l’ensemble des états où B = {0, 1}

ED = {(s, rt, b)
r

−→(sr, t, b′) | b ∈ B, b′ = (r ∈ D)}

∪ {{(si, ti, bi)}1≤i≤m−→(s, t, b) | b ∈ B, ∃1 ≤ i ≤ m , bi = 1 ,
∃1 ≤ k ≤ m , ∃e ∈ E(D) , ske = sk , etk = tk , s = ske

τ et tk = eτ t}

∪ {(s, t, b)−→{(si, ti, bi)}1≤i≤m | b ∈ B, ∃1 ≤ i ≤ m , bi = 1 ,
∃1 ≤ k ≤ m , ∃e ∈ E(D) , ske = sk , etk = tk , sk = se−τ et t = e−τ tk}.

Si on se restreint aux transitions successeurs, un mot u ∈ S∗
D est l’étiquette

d’un chemin menant de (1, s, 0) à {(s, 1, b) | b ∈ B} si et seulement si π(u) = s.
D’ailleurs lorsque la D-classe n’est pas régulière, l’automate AD n’accepte que
des mots finis. Considérons un chemin de AD de longueur limite à droite et
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d’ensemble cofinal P = {(si, ti, bi)}1≤i≤m. Supposons que son étiquette admette
une factorisation ramseyenne associée au couple lié (s0, e0). On a vu que s0 était
R-équivalent à toutes les premières composantes {si}1≤i≤m de P . De plus, si P
contient au moins un état dont la composante booléenne est positive, on sait que
(s0, e0) appartient à D2. Grâce à la proposition 38, on peut calculer s = s0e

τ
0 à

partir de n’importe quel couple lié (sk, e) satisfaisant sk R s. Il reste à vérifier
que l’étiquette est bien lue de droite à gauche avec tk = eτ t. Montrons que cet
automate calcule correctement le produit π de ses étiquettes dans les deux sens.

Lemme 50 S’il existe un chemin de AD menant d’un état q = (s, t, b) ∈ QD à
un état q′ = (s′, t′, b′) ∈ QD et d’étiquette u ∈ S� alors s′ = sπ(u) et t = π(u)t′.

Preuve. On montre par induction sur α ∈ O que le lemme est vérifié pour tout
mot u de rang α.

Lorsque α = 0, le résultat est immédiat par définition de AD .

Soit α > 0. Supposons l’existence d’un chemin γ de AD menant d’un état
q = (s, t, b) à un état q′ = (s′, t′, b′) et d’étiquette u ∈ SWα . Notons I = |u| la
longueur de u.

Supposons dans un premier temps que I ∈ Uα. L’ordre linéaire I peut s’écrire
en une somme I =

∑
j∈J

Kj où pour tout j ∈ J , Kj est de rang strictement

inférieur à α : Kj ∈
⋃

β<α

Wβ et où J ∈ N ∪ {ω,−ω}.

Dans le cas où J ∈ N , on peut utiliser l’hypothèse d’induction puisque
l’ordre I est alors de rang strictement inférieur à α.

Supposons que J = ω (le cas J = −ω est traité de façon symétrique). On
dispose d’une ω-factorisation u =

∏
j∈ω

uj et d’un couple lié à droite (r, e) tel que

π(u0) = r et π(uj) = e pour tout j > 0. Chaque facteur uj est de rang stricte-
ment inférieur à α. Par définition du produit π, on a π(u) = reτ . On cherche à
montrer que s′ = sreτ et t = reτ t′. Le chemin γ d’étiquette u se termine par
une transition limite à gauche P−→q′. L’ensemble cofinal P = cof(I,∅)−γ est
noté P = {(s1, t1, b1), . . . , (sm, tm, bm)} et le chemin γ est représenté de la façon
suivante :

γ : q = q0
u0

=⇒ q1
u1

=⇒ q2
u2

=⇒ q3 . . . P−→q′

Par hypothèse d’induction, pour tout j > 0, la première composante de
l’état qj que l’on note sqj

satisfait sqj
= sr, sqj

e = sqj
et la seconde composante

tqj
vérifie t = rtqj

et etqj
= tqj

. Il existe donc un état de l’ensemble cofinal
P vérifiant ces égalités. Soit 1 ≤ k ≤ m tel que l’état pk ∈ P vérifie sk = sr,
ske = sk, t = rtk et etk = tk. Comme P−→q′ ∈ ED , il existe au moins un état
de P dont la composante booléenne est égale à 1. Par construction, cela signifie
que e ∈ D. En effet, pour tout élément i ∈ I , il existe un indice supérieur i′ > i
tel que la lettre de u indexée par i′ soit dans D. Quitte à refactoriser, on peut
supposer que pour tout j > 0, le facteur uj contient une lettre dj ∈ D. On
a alors π(uj) = e ≤J dj . D’autre part e ≥J sre et par hypothèse d’induction
sre = sqj

∈ SD donc e ∈ D.
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D’autre part, l’appartenance de la transition P−→q′ à l’ensemble ED des
transitions donne l’existence d’un idempotent f ∈ E(D) et de 1 ≤ l ≤ m tels
que l’état pl ∈ P vérifie sl = slf , tl = ftl, s

′ = slf
τ et tl = fτ t′.

Montrons tout d’abord que s′ = sπ(u). Comme e ∈ D et f ∈ D et que
les couples (sk, e) et (sl, f) sont liés à droite, on sait que sk ∈ D et sl ∈ D.
Comme pk ∈ P et pl ∈ P , on a skRsl par construction. D’après le lemme 38,
ces couples sont conjugués à droite. Enfin le lemme 44 donne slf

τ = ske
τ i.e.

s′ = sreτ = sπ(u).

Symétriquement, (e, tk) et (f, tl) sont des couples liés à gauche de D et
tkLtl. D’après le lemme 38, ces couples sont conjugués à gauche donc on dis-
pose de a, b ∈ S tels que e = ab, f = ba, tl = btk et tk = atl. On obtient alors
t = rtk = ratl = rafτ t′ = ra(ba)τ t′ = reτ t′ = π(u)t′ ce qui conclut le cas où
|u| ∈ Uα.

Supposons maintenant que I ∈ Wα. La longueur de u est une somme finie

I =
n∑

j=0

Kj où pour tout 0 ≤ j ≤ n, Kj ∈ Uα. Soit u =
n∏

j=0

uj la factorisation

associée. Le chemin γ est noté q = q0
u0

=⇒ q1
u1

=⇒ q2 . . .
un
=⇒ qn+1 = q′. D’après

le cas précédent, pour tout 0 ≤ j ≤ n, sqj
π(uj) = sqj+1 et tqj

= π(uj)tqj+1 .
Donc sπ(u) = s′ et t = π(u)t′. 2

Pour tout s ∈ SD, on note As l’automate AD qui a {(1, s, 0)} pour état
initial et {(s, 1, b) | b ∈ B} pour ensemble d’états finaux. On note aussi Ls

l’ensemble des mots acceptés par As. Le lemme précédent montre que pour tout
s ∈ SD, Ls ⊆ π−1(s). Cette inclusion est stricte. A cause des restrictions sur les
transitions limites, un mot u ∈ S�

D dont le produit π(u) appartient à D n’est
pas toujours étiquette d’un chemin de AD . Afin de décrire l’ensemble Ls des
mots acceptés, on donne quelques propriétés sur les chemins de AD .

Lemme 51 Si un mot u ∈ S� est l’étiquette d’un chemin γ = ((sc, tc, bc))c∈ ˆ|u|

de AD, alors quels que soient s et t appartenant à SD, le chemin ((ssc, tct, bc))c∈ ˆ|u|

est également un chemin de AD d’étiquette u.

Preuve. La preuve se fait par induction sur α ∈ O pour tout u ∈ SWα .

Dans le cas où α = 0, le résultat est immédiat par définition de AD.

Soit α > 0, I ∈ Wα et soit u ∈ SI . Supposons l’existence d’un chemin
γ = ((sc, tc, bc))c∈Î de AD d’étiquette u et soient s, t ∈ SD.

On suppose dans un premier temps que I ∈ Uα. L’ordre I peut être décomposé
en une somme I =

∑
j∈J

Kj où pour tout j ∈ J , Kj est de rang strictement

inférieur à α et où I ∈ N ∪ {ω,−ω}.
Lorsque J ∈ N , le résultat est obtenu par hypothèse d’induction.

Supposons que J = ω (le cas J = −ω peut être traité de façon symétrique).
Soit u =

∏
j∈ω

uj la factorisation telle que |uj | = Kj pour tout j ∈ ω. On
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note c0 = (∅, I) et pour tout j > 0 on note cj = (
⋃

0≤i<j

Ki,
⋃
j≤i

Ki) la cou-

pure de Î correspondant à la factorisation u = (u0 . . . uj−1)(uj . . .). Par hy-
pothèse d’induction, pour tout j ∈ ω, ((ssc, tct, bc))cj≤c≤cj+1 est un chemin de
AD d’étiquette uj . Il reste à montrer que le chemin γ ′ = ((ssc, tct, bc))c∈Î\{(I,∅)}

est suivi d’une transition limite. Notons P = cof(I,∅)−γ et P ′ = cof(I,∅)−γ
′. Par

construction, si P = {(si, ti, bi)}1≤i≤m alors P ′ = {(ssi, tit, bi)}1≤i≤m. Comme
P−→(s(J,∅), t(J,∅), b(J,∅)) ∈ ED, il existe 1 ≤ i ≤ m , bi = 1. Il existe aussi
1 ≤ k ≤ m et e ∈ E(D) tels que ske = sk, etk = tk , s(J,∅) = ske

τ et
tk = eτ t(J,∅). On a alors sske = ssk, etkt = tkt, ss(J,∅) = sske

τ et tkt = eτ t(J,∅)t
ce qui montre que P ′

−→(ss(J,∅), t(J,∅)t, b(J,∅)) ∈ ED.

Supposons à présent que I ∈Wα. L’ordre I est une somme finie I =
n∑

j=0

Kj

où pour tout 0 ≤ j ≤ n, Kj ∈ Uα. En gardant les même notations et en utili-
sant le cas précédent, ((ssc, tct, bc))cj≤c≤cj+1 est un chemin de AD d’étiquette
uj pour tout 0 ≤ j ≤ n. 2

Notons également que la composante booléenne du premier état d’un chemin
n’a pas d’importance, par définition de AD.

Lemme 52 Si un mot u ∈ S� de longueur I est l’étiquette d’un chemin γ =
((sc, tc, bc))c∈Î de AD, alors pour tout booléen b ∈ B, le chemin

(s(∅,I), t(∅,I), b)((sc, tc, bc))c∈Î\{(∅,I)

est également un chemin de AD d’étiquette u.

Grâce aux lemmes 51 et 52 on peut concaténer les chemins de AD , un nombre
fini de fois tout d’abord.

Lemme 53 ∀s ∈ SD, ∀t ∈ SD , LsLt ⊆ Lst.

Preuve. Soient s, t ∈ SJ . Supposons l’existence de chemins

(1, s, 0)
u

=⇒ (s, 1, b) et (1, t, 0)
v

=⇒ (t, 1, b′)

d’étiquettes u ∈ Ls et v ∈ Lt. D’après les lemmes 51 et 52,

(1, st, 0)
u

=⇒ (s, t, b) et (s, t, b)
v

=⇒ (st, 1, b′).

sont également des chemins de AD d’étiquettes u et v. D’où (1, st, 0)
uv
=⇒ (st, 1, b′)

i.e. uv ∈ Lst. 2

Supposons que D possède un idempotent e et considérons un mot u ∈ Lω
e .

Le lemme précédent nous permet de construire un chemin de longueur limite à
droite dont l’étiquette cöıncide avec u. Si la suite des occurrences de lettres de
u appartenant à D est cofinale, alors l’ensemble cofinal possède une composante
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booléenne positive et le chemin se termine par une transition limite. Il se peut
également qu’il existe un indice à partir duquel u ne possède plus d’occurrence
de lettres de D. Dans ce cas, toutes les composantes booléennes de l’ensemble
cofinal sont nulles et la transition limite est interdite.

Pour tout d ∈ D, on note TD l’ensemble des éléments de S strictement
J -supérieurs à d :

TD = {s ∈ S | ∀p ∈ D, s >J p}.

Le mot u admet alors un suffixe sur l’alphabet TD. Par construction, si un mot
sur l’alphabet TD est l’étiquette d’un chemin de AD, il est nécessairement de
longueur finie. Notons Ed l’ensemble des mots finis sur l’alphabet TD de produit
d :

Ed = {s1s2 . . . sm ∈ T+
D | s1 . . . sm = d}

Lemme 54 Soit e ∈ E(D) tel que eτ ∈ D (respectivement e−τ ∈ D). Alors
Le

ω ⊆ Leτ ∪ LeEe
ω (respectivement Le

−ω ⊆ Le−τ ∪Ee
−ωLe).

Preuve. Soit e ∈ E(D) tel que eτ ∈ D et soit u ∈ Le
ω un mot de longueur

I ∈ S. Soit u =
∏

j∈ω

uj la factorisation telle que pour tout j ∈ ω, uj ∈ Le. Pour

chaque j ∈ ω, on dispose d’un chemin acceptant γj d’étiquette uj :

γj : (1, e, 0)
uj

=⇒ (e, 1, bj).

D’après les lemmes 51 et 52, les chemins

γ′0 : (1, eτ , 0)
u0

=⇒ (e, eτ , b0) et γ′j : (e, eτ , bj−1)
uj

=⇒ (e, eτ , bj)

sont aussi d’étiquette uj pour tout j > 0. On a donc construit un chemin γ ′

de longueur limite à droite dont l’étiquette cöıncide avec u. Voyons s’il est suivi
d’une transition limite. Soit P = cof(I,∅)−γ

′. L’ensemble P = {(si, ti, bi)}1≤i≤m

contient au moins un état de la forme (e, eτ , b) pour un certain booléen b. Donc
on dispose de 1 ≤ k ≤ m tel que sk = e, tk = eτ , ske = e = sk et etk = eτ = tk.
Il se dégage alors deux cas suivant que P contient au moins une composante
booléenne égale à 1 ou non :

– Il existe 1 ≤ l ≤ m tel que bl = 1. Alors P−→(eτ , 1, 0) ∈ ED et u ∈ Leτ .
– Pour tout 1 ≤ l ≤ m, bl = 0. Notons u =

∏
i∈I

ai avec ai ∈ S pour tout

i ∈ I . Par construction, il existe i0 ∈ I tel que pour tout i > i0, aj ∈ TD.
Donc u ∈ Le(Le ∩ T �

D)ω ⊆ Le(Le ∩ T
+
D )ω ⊆ LeEe

ω.

L’inclusion Le
−ω ⊆ Le−τ ∪ Ee

−ωLe est symétrique. 2

Pour tout d ∈ D, le langage Ld accepté par Ad est strictement inclus dans
l’ensemble π−1(d). Le lemme précédent montre que π−1(d) n’est pas inclu dans
Ld. En effet, les mots sur l’alphabet TD de rang non nul ne sont étiquettes
d’aucun chemin de AD. On va résoudre ce problème en utilisant l’induction sur
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la D-classe. Un mot de π−1(d) peut s’écrire comme le produit fini de mots de
D-classes strictement J -supérieures à D. Pour tout d ∈ D, on définit

Fd =
⋃

s1,...,sm>J d,

s1...sm=d

π−1(s1) . . . π
−1(sm).

Dans le cas où il existe un idempotent e appartenant à une D-classe strictement
J -supérieure à D tel que eτ ou e−τ tombe dans D, les mots de π−1(d) peuvent
aussi provenir d’un ω-produit ou d’un −ω-produit. Pour tout d ∈ D, on définit

Gd =
⋃

t,e>J d,

teτ =d

π−1(t)π−1(e)ω ∪
⋃

t,e>J d,

e−τ t=d

π−1(e)−ωπ−1(t).

Pour tout p ∈ D, on substitue dans Lp toute lettre d ∈ D par les ensembles
Fd et Gd. On obtient ainsi une expression rationnelle de π−1(p).

Proposition 55 Soit (S, π) un �-semigroupe fini. Quel que soit p ∈ S, l’en-
semble π−1(p) est rationnel.

Preuve. Soit p ∈ S. On montre que π−1(p) est rationnel par induction sur la
D-classe D de p.

Supposons que D est J -maximale i.e. ∀s ∈ S, si p ≤J s alors s ∈ D.
Dans ce cas, on montre que π−1(p) = Lp. D’après le lemme 50, Lp ⊆ π−1(p).
Réciproquement, on montre que pour tout u ∈ π−1(p), u ∈ Lp par induction
sur le rang de u. Par définition de l’automate AD, l’inclusion est vérifiée pour
les mots finis. D’autre part lorsque D est J -maximale, l’ensemble Ed est vide
pour tout d ∈ D. Si D possède un idempotent e tel que eτ ∈ D (respectivement
e−τ ∈ D), le lemme 54 donne alors Le

ω ⊆ Leτ (respectivement Le
−ω ⊆ Le−τ ).

Il s’ensuit que Lp = π−1(p) ce qui conclut le cas de base de l’induction sur la
D-classe.

Par hypothèse d’induction, pour tout s ∈ TD, π−1(s) est rationnel. Notons
que pour tout d ∈ D, Fd est aussi rationnel puisque l’ensemble Ed des mots finis
sur TD de produit d est accepté par l’automate fini (TD

1, TD, {s
r

−→sr}). L’en-
semble Gd est également rationnel en tant qu’union finie d’ensembles rationnels.
On définit la substitution rationnelle f par

f : SD −→ Rat(SD
3)

s −→

{
π−1(s) si s ∈ TD

{s} ∪ Fs ∪Gs si s ∈ D

et on montre que f(Lp) = π−1(p).
D’après le lemme 50, Lp ⊆ π−1(p). Par définition, f préserve le produit :

pour tout u ∈ SD
�, π(f(u)) = π(u). Donc f(Lp) ⊆ π−1(p). Réciproquement,

on montre que pour tout u ∈ π−1(p), u ∈ f(Lp) par induction sur le rang de
u. Soit u un mot fini satisfaisant π(u) = p. Par définition de f , u ∈ f(u) et par
définition de AD , u ∈ Lp donc u ∈ f(Lp). Ceci conclut le cas du rang 0.
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Soit α > 0 et soit u ∈ SWα ∩ π−1(p). Notons I = |u| la longueur de u.
Supposons tout d’abord que I ∈ Uα. L’ordre linéaire I peut être décomposé

en une somme I =
∑

J∈J

KJ telle que pour tout j ∈ J , Kj ∈
⋃

β<α

Wβ et J ∈

N ∪ {ω,−ω}. Dans le cas où J ∈ N , I ∈
⋃

β<α

Wβ et le résultat est obtenu par

hypothèse d’induction. Supposons que J = ω. On dispose alors d’un couple lié
à droite(s, e) ∈ SD ×E(SD) et d’une factorisation u =

∏
j∈ω

uj tels que π(u0) = s

et pour tout j > 0, π(uj) = e avec |uj | ∈
⋃

β<α

Wβ pour tout j ∈ ω. Notons que

s ≤J e car (s, e) est un couple lié à droite et que eτ ∈ SD puisque π(u) ∈ D.
On distingue les cas suivants :

– s ∈ TD et e ∈ TD :
dans ce cas u ∈ π−1(s)π−1(e)ω ⊆ Gp ⊆ f(p) ⊆ f(Lp).

– s ∈ D et e ∈ TD :
par hypothèse d’induction sur le rang, u ∈ f(Ls)π

−1(e)ω . Notons t = eτ .
– Si t ∈ TD, alors u ∈ f(Ls)π

−1(t).
– Si t ∈ D, alors u ∈ f(Ls)Gt.
Dans les deux cas u ∈ f(Ls)f(t) ⊆ f(Ls)f(Lt) ⊆ f(Lp).

– s ∈ D et e ∈ D :
Par hypothèse d’induction sur le rang, u ∈ f(Ls)f(Le)

ω
= f(LsL

ω
e ).

D’après le lemme 54, LsL
ω
e ⊆ LsLeτ ∪ LsE

ω
e .

– Si u ∈ f(LsLeτ ) alors u ∈ f(Lp).
– Sinon u ∈ f(Ls)f(Ee)

ω = f(Ls)F
ω
e ⊆ f(Ls)f(e)

ω
= f(Ls)f(eω) ⊆

f(Ls)f(Leτ ) ⊆ f(Lp).
Le cas J = −ω est symétrique ce qui conclut le cas où I ∈ Uα.

Supposons que I ∈Wα. On dispose d’une factorisation finie u =
n

Π
j=1

uj telle

que pour tout 1 ≤ j ≤ n, |uj | ∈ Uα donc uj ∈ f(Lsj
) en notant sj = π(uj). Et

u ∈
n

Π
j=1

f(Lsj
) = f(Ls1 . . . Lsn

) ⊆
Lemme 54

f(Lp). 2

Exemple 59 Reprenons l’exemple 56. On représente la structure en D-classes
du �-semigroupe S = {0, t, e, f} de la façon suivante :

e∗

f∗

t

0∗

La D-classe de t est J -maximale. Comme elle n’est pas régulière, l’automate
At n’a pas de transition limite et Lt = t = π−1(t). La D-classe de e est aussi

80



J -maximale mais régulière. Comme eτ = e−τ = f >J e, l’automate Ae est
également un automate sur les mots finis et Le = e+ = π−1(e). De même pour f ,
on obtient Lf = (e∗fe∗)+. En reprenant les même notations on a Ef = Ff = ∅
et Gf = π−1(e)−ω ∪ π−1(e)ω = e−ω + e−ω. Il vient f(t) = t, f(e) = e+ et
f(f) = f + e−ω + e−ω d’où π−1(f) = f(Lf ) = (e∗(f + e−ω + e−ω)e∗)+.

Exemple 60 Soit S = {0, a, b, s, e, f} le �-semigroupe fini ayant 0 pour zéro et
dont le produit π est défini par le produit fini

aa = a , ee = sb = e , ff = bs = fa = af = f,

es = sf = sa = s , be = fb = ab = b,

les autres produits finis étant égaux à 0. On définit les fonctions τ et −τ par

aτ = a , a−τ = s , eτ = e , fτ = b,

les autres produits étant égaux à 0. La structure en D-classe du �-semigroupe
S est représentée de la façon suivante :

a∗

s e∗

f∗ b

0∗

L’automate Aa de la D-classe J -maximale de S est le suivant :

1, a, 0 a, a, 1 a, 1, 1
a

a

a {(a, a, 1)} → (a, a, 1)

{(a, a, 1)} → (a, 1, 1)

Fig. 4.6 – Automate Aa acceptant le langage La = a#.

On donne à présent l’automate Ae en figure 4.7.
Calculons l’ensemble π−1(e). Pour tout d ∈ D = {s, e, b, f} les ensembles Ed et
Fd sont vides. Le seul ensemble Gd non vide est Gs = (π−1(a))−ω = (a#)−ω.
On en déduit π−1(e) = f(Le) = (e + (s + (a#)−ω)(a#f)∗b)#. En utilisant le
lemme 49, on sait que tous les langages reconnus par S sont rationnels. En
définissant le morphisme ϕ : A� → S par ϕ(a) = a et ϕ(b) = b, on retrouve le
langage ϕ−1(e) = ((a#)−ωb)#.
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1, e, 0 s, b, 1

s, b, 0

e, e, 1 e, 1, 1
s

f

a

e

e

b

e

e

b

s

a f

{(e, e, 1)} → (e, 1, 1)

{(e, e, 1)} → (e, e, 1)

{(e, e, 1), (s, b, 1)} → (e, 1, 1)

{(e, e, 1), (s, b, 1)} → (e, e, 1)

{(s, b, 1)} → (e, 1, 1)

{(s, b, 1)} → (e, e, 1)

Fig. 4.7 – Automate Ae acceptant le langage Le = (e+ s(a∗f)∗b)#.

On déduit de la proposition 55 et du lemme 49, que tout langage reconnu par
un �-semigroupe fini est rationnel. La proposition 48 donne la réciproque ce qui
termine la preuve du théorème 46.

On a obtenu une caractérisation algébrique des langages rationnels de A� qui
généralise la triple équivalence entre automates, expressions rationnelles et se-
migroupes finis. On a aussi prouvé que Rat(A�) est fermé par complémentation.

Théorème 56 L’ensemble des langages rationnels de mots indexés par des
ordres linéaires dispersés est fermé par complémentation.

Preuve. SoitX ∈ Rat(A�). D’après le théorème ??, on dispose d’un �-semigroupe
fini S reconnaissant X . Soient ϕ : A� → S et P ⊆ S tels que X = ϕ−1(P ). On
a A� \X = ϕ−1(S \ P ). Donc X̄ est rationnel. 2

On vient de montrer que pour tout langage rationnel de A�, il existe un
�-semigroupe fini le reconnaissant. On va montrer qu’il en existe un qui est
minimal : le �-semigroupe syntaxique.

4.4 �-semigroupe syntaxique

Concernant les mots finis et les mots sur les ordinaux, on a vu que pour tout
ensemble reconnaissable, il existe un semigroupe minimal le reconnaissant : le
semigroupe syntaxique. On montre dans ce paragraphe que cette propriété se
généralise aux mots indexés par les ordres linéaires. Soit X un sous-ensemble
reconnaissable de A�. Parmi tous les �-semigroupes reconnaissantX , il en existe
un qui est minimal en nombre d’éléments au sens de la division. Il est appelé
�-semigroupe syntaxique de X et noté S(X). Comme on ne peut pas minimaliser
les automates sur les ordres linéaires, c’est le premier objet canonique associé
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à un ensemble rationnel de A�. Pour tout �-semigroupe (S, π) et tout ensemble
P ⊆ S, la relation d’équivalence ∼P est définie quels que soient s,t appartenant
à S par s ∼P t ssi pour tout entier m,

∀s1, s2, . . . , sm, t1, t2, . . . , tm ∈ S1 , ∀θ1, θ2, . . . , θm−1 ∈ {ω,−ω} ∪ N ,

π(sm(. . . (s2(s1st1)
θ1t2)

θ2 . . .)θm−1 tm) ∈ P

⇐⇒ π(sm(. . . (s2(s1tt1)
θ1t2)

θ2 . . .)θm−1tm) ∈ P.

Vérifions que ∼P est bien une relation de congruence.

Proposition 57 Soit (S, π) un �-semigroupe fini et soit P un sous-ensemble
de S. La relation ∼P est une congruence de �-semigroupe.

Preuve. Soit (S, π) un �-semigroupe et soit P ⊆ S. D’après le théorème 45,
le produit π est défini par des fonctions compatibles notées τ et −τ . On veut
montrer que ∼P est stable par produit i.e. que pour tout ordre linéaire dispersé
J , si sj ∼ tj pour tout j ∈ J , alors π(

∏
j∈J

sj) ∼ π(
∏

j∈J

tj). Comme π est associatif,

il suffit de montrer que ∼P est stable par produit fini et par les opérations τ et
−τ . Soient s, s′, t et t′ appartenant à S tels que s ∼P s′ et t ∼P t′.

On montre que st ∼P s′t′. Soit m un entier, s1, s2, . . ., sm, t1, t2, . . ., tm ∈
S1 et θ1, θ2, . . ., θm−1 ∈ {ω,−ω} ∪ N .

Supposons que

π(sm(. . . (s1stt1)
θ1 . . .)θm−1 tm) ∈ P.

Comme s ∼P s′, on a

π(sm(. . . (s1s
′tt1)

θ1 . . .)θm−1tm) ∈ P.

De même, on a t ∼P t′ donc

π(sm(. . . (s1s
′t′t1)

θ1 . . .)θm−1tm) ∈ P.

La réciproque est similaire et finalement on obtient st ∼P s′t′.
On montre que sτ ∼P s′

τ
.

Supposons que

π(sm(. . . (s1π(sω)t1)
θ1 . . .)θm−1tm) ∈ P.

Posons θ0 = ω et s0 = t0 = 1. Par associativité de π, on a alors

π(sm(. . . (s1(s0st0)
θ0t1)

θ1 . . .)θm−1 tm) ∈ P.

Comme s ∼P s′,

π(sm(. . . (s1(s0s
′t0)

θ0 t1)
θ1 . . .)θm−1tm) ∈ P

i.e. par associativité de π

π(sm(. . . (s1π(s′ω)t1)
θ1 . . .)θm−1 tm) ∈ P.
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La réciproque est similaire et donc sτ ∼P s′
τ
.

De façon symétrique, s−τ ∼P s′
−τ

donc ∼P est une congruence. 2

Lorsque S est un �-semigroupe fini, le quotient S/∼P est un �-semigroupe
effectif.

Remarque 1 Soit (S, π) un �-semigroupe fini de cardinal k et soit P ⊆ S.
Quels que soient s et t appartenant à S, s ∼P t si et seulement si pour tout m
inférieur ou égal à k2,

∀s1, s2, . . . , sm, t1, t2, . . . , tm ∈ S1 , ∀θ1, θ2, . . . , θm−1 ∈ {ω,−ω} ∪ N ,

π(sm(. . . (s2(s1st1)
θ1t2)

θ2 . . .)θm−1tm) ∈ P (4.1)

⇐⇒ π(sm(. . . (s2(s1tt1)
θ1 t2)

θ2 . . .)θm−1tm) ∈ P.

Preuve. Soient s, t ∈ S et soit P ⊆ S. Si s ∼P t alors l’équation 4.1 est vérifiée
de façon triviale pour tout m ≤ k2. Réciproquement, on montre par récurrence
sur m ≥ k2 que si l’équation 4.1 est vérifiée pour tout m ≤ k2 alors elle l’est
aussi pour tout entier m. Soit m > k2, s1, s2, . . ., sm, t1, t2, . . ., tm ∈ S1 et θ1,
θ2, . . ., θm−1 ∈ {ω,−ω} ∪ N . Pour tout 1 ≤ i ≤ m, on note

ui = si(. . . (s2(s1st1)
θ1 t2)

θ2 . . .)θi−1 ti et vi = si(. . . (s2(s1tt1)
θ1 t2)

θ2 . . .)θi−1 ti

Comme m > k2, on dispose de deux entiers 0 ≤ i1 < i2 ≤ m tels que π(ui1) =
π(ui2) et π(vi1 ) = π(vi2 ). Donc

π(sm(. . . (si2+1ui1 ti2+1)
θi2+1 . . .)θm−1tm) = π(um)

π(sm(. . . (si2+1vi1 ti2+1)
θi2+1 . . .)θm−1tm) = π(vm).

L’hypothèse de récurrence donne alors π(um) ∈ P ⇐⇒ π(vm) ∈ P . 2

On va montrer qu’un ensemble X est reconnaissable si et seulement si le �-
semigroupe quotient A�/∼X est fini. Les preuves sont similaires aux cas des
ordinaux : Si X = ψ−1(P ) où P est un sous-ensemble d’un �-semigroupe fini S,
on montre que les quotients A�/∼X et S�/∼P ont même cardinal.

Lemme 58 Soit (S, π) un �-semigroupe fini et soit ψ : A�
−→S un morphisme

de �-semigroupe surjectif. Soit P un sous-ensemble de S et soit X = ψ−1(P ).
Quels que soient les mots x,y appartenant à A�, x ∼X y si et seulement si
ψ(x) ∼P ψ(y).

Preuve. Soient x, y ∈ A� tels que x ∼X y. Soit m ∈ N , s1, s2, . . ., sm, t1, t2,
. . ., tm ∈ S1 et θ1, θ2, . . ., θm−1 ∈ {ω,−ω} ∪ N . Supposons que

π(sm(. . . (s1(s0ψ(x)t0)
θ0 t1)

θ1 . . .)θm−1tm) ∈ P.

Soient u1, . . ., um, v1, . . ., vm ∈ A� tels que pour tout 1 ≤ i ≤ m, ψ(ui) = si et
ψ(vi) = ti. On a

ψ(um(. . . (u1(u0xv0)
θ0v1)

θ1 . . .)θm−1vm) ∈ P
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Comme x ∼X y, il vient

ψ(um(. . . (u1(u0yv0)
θ0v1)

θ1 . . .)θm−1vm) ∈ P

donc
π(sm(. . . (s1(s0ψ(y)t0)

θ0t1)
θ1 . . .)θm−1tm) ∈ P

c’est-à-dire ψ(x) ∼P ψ(y). La réciproque se montre de façon similaire, ce qui
conclut l’équivalence. 2

Si X est un sous-ensemble reconnaissable de A�, alors le quotient A�/∼X est
fini et reconnâıt X .

Proposition 59 Un sous-ensemble X de A� est reconnaissable si et seulement
si la relation ∼X est une congruence de �-semigroupe d’indice fini.

Preuve. Soit X ⊆ A�.
Supposons que X est reconnaissable. On dispose d’un �-semigroupe fini S et

d’un morphisme de �-semigroupe ψ : A�
−→S reconnaissant X . Considérons le

sous-�-semigroupe T = ψ(A�). Le morphisme ψ : A�
−→T est alors surjectif et

reconnâıt toujours X . Soit P ⊆ T tel que X = ψ−1(P ). D’après les lemmes 57
et 58, ∼X est une congruence et A�/∼X et S/ ∼P ont même cardinal. Comme
∼P possède un nombre fini de classes d’équivalence, il en est de même pour ∼X .

Réciproquement, supposons que le �-semigroupe A�/∼X est fini. Soit ϕ :
A�

−→A�/∼X le morphisme canonique qui associe à chaque mot de A� sa ∼X -
classe. On montre que ϕ−1(ϕ(X)) = X . L’inclusion de droite à gauche est
triviale. Soit y ∈ ϕ−1(ϕ(X)). On dispose de x ∈ X tel que y = ϕ−1(ϕ(x)). On
a alors ϕ(x) = ϕ(y) i.e. x ∼X y d’où y ∈ X . Donc A�/ ∼X reconnâıt X . 2

Pour tout sous-ensemble X de A�, le �-semigroupe A�/ ∼X est le plus petit
�-semigroupe reconnaissant X au sens de la division.

Proposition 60 Soit X un sous-ensemble reconnaissable de A�. Un �-semigrou-
pe fini T reconnâıt X si et seulement S(X) divise T .

Preuve. SoitX un sous-ensemble reconnaissable de A� et soit T un �-semigroupe
fini.

Supposons que T reconnâıt X . On dispose d’un morphisme de �-semigroupe
ψ : A�

−→T reconnaissant X . Soit U le sous-�-semigroupe ψ(A�) de T . Alors
le morphisme ψ : A�

−→U est surjectif et reconnâıt toujours X : on dispose
de P ⊆ U tel que X = ψ−1(P ). On montre que S(X) est un quotient de U .
Soit ϕ : A�

−→S(X) le morphisme canonique qui associe à tout mot de A� sa
∼X-classe. Soit u ∈ U . Comme ψ est surjectif, on dispose de x ∈ A� tel que
ψ(x) = u. Supposons qu’il existe y ∈ A� tel que ψ(y) = u. Alors ψ(x) = ψ(y)
et d’après le lemme 58, ϕ(x) = ϕ(y). Donc ϕ ◦ ψ−1 est un morphisme surjectif
de U dans S(X) ce qui montre que S(X) < T .

Réciproquement, supposons que S(X) < T . Il existe un sous-�-semigroupe
U de T et un morphisme surjectif ψ : U−→S(X). Comme ψ est surjectif, pour
tout a ∈ A, l’ensemble ψ−1 ◦ ϕ(a) est non vide. Donc, il existe une application
φ : A−→U telle que pour tout a ∈ A, ϕ(a) = ψ ◦ φ(a). De plus, φ peut être
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étendue de façon unique en un morphisme de �-semigroupe φ : A�
−→U et

ϕ = ψ ◦ φ. Soit P = ψ−1 ◦ ϕ(X). Il vient

φ−1(P ) = φ−1(ψ−1 ◦ ϕ(X)) = ϕ−1 ◦ ϕ(X) = X

donc U reconnâıt X d’où T reconnâıt X . 2

En particulier, la relation ∼X est la congruence la plus grossière dont le
quotient S(X) reconnâıt X . On va pouvoir caractériser un langage rationnel de
A� en donnant des propriétés sur son �-semigroupe syntaxique.
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Chapitre 5

Langages sans étoile

L’approche algébrique est un outil puissant pour l’étude des ensembles ra-
tionnels. Contrairement à la théorie des automates, elle permet d’associer un ob-
jet canonique à chaque ensemble rationnel : le semigroupe syntaxique. Les cha-
pitres précédents ont montré qu’un ensemble est rationnel si et seulement si son
semigroupe syntaxique est fini. Dans le cas des mots finis, l’étude des propriétés
algébriques des semigroupes syntaxiques a permis d’établir toute une hiérarchie
des ensembles rationnels. Schützenberger fût le premier à considérer les en-
sembles dont les semigroupes syntaxiques sont finis et apériodiques, c’est-à-dire
ne contenant pas de groupes. Il a montré que ces ensembles étaient exactement
les langages sans étoile [38], définis par des expressions rationnelles n’utilisant
que les opérations booléennes et le produit fini. Cette classe est importante d’un
point de vue logique puisqu’elle contient exactement les ensembles définissables
par des formules logiques du premier ordre [24]. Ces résultats ont été étendus
aux mots de longueur ω par Ladner [22], Thomas [41] et Perrin [29] et même
aux mots ordinaux par Bedon [5]. Etant donné un entier n, les ensembles sans
étoile de mots indexés par des ordres linéaires dispersés de rang inférieur ou égal
à n, sont construits à partir des lettres de l’alphabet en utilisant le produit fini
et les opérations booléennes où le complément est pris dans l’ensemble des mots
non vides de rang au plus n. Dans ce chapitre, on montre que le �-semigroupe
syntaxique d’un ensemble X de rang fini n est apériodique et fini si et seule-
ment si X est sans étoile dans l’ensemble des mots de rang au plus n. Pour
montrer que le semigroupe syntaxique d’un ensemble sans étoile de rang fini est
apériodique, le produit de Schützenberger est généralisé aux �-semigroupes. La
preuve de la réciproque, inspirée de [4], utilise une induction sur le rang et n’est
donc pas adaptable aux ordres linéaires de rang quelconque.

5.1 Semigroupes apériodiques

Définition 25 Un semigroupe S est apériodique s’il existe un entier k tel que
pour tout s appartenant à S, sk+1 = sk.
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Un �-semigroupe (respectivement ω-semigroupe, ω1-semigroupe) est apériodique
si son semigroupe de support est apériodique.

5.2 Langages sans étoile

Un ensemble sans étoile est défini par une expression rationnelle où l’opérateur
∗ est interdit mais dans laquelle la complémentation peut être utilisée. Nous rap-
pelons les définitions des langages sans étoile de mots finis, infinis et ordinaux
de rang fini avant de les généraliser aux mots sur les ordres linéaires dispersés
de rang fini.

5.2.1 Mots finis

Définition 26 La classe SF (A∗) des ensembles sans étoile de mots finis est la
plus petite famille contenant l’ensemble P(A) des parties de A et fermée par
produit fini et par les opérations booléennes où la complémentation est prise
par rapport à A∗.

Notons que l’ensemble vide est sans étoile et son complémentaire A∗ aussi.

Exemple 61 L’ensemble (ab)+ est sans étoile puisqu’il est défini par l’expres-
sion (aA∗ ∩ A∗b) \ (A+aaA+ ∪ A+bbA+).

Théorème 61 (Schützenberger) [38] Un ensemble de mots finis est sans
étoile si et seulement si son semigroupe syntaxique est apériodique et fini.

Exemple 62 Le semigroupe syntaxique de l’ensemble (ab)+, défini à l’exemple 38
par les ∼X-classes (ab)∗a, (ab)+, b(ab)∗, (ba)+ et A∗aaA∗ ∪ A∗bbA∗ est apério-
dique : tout élément s vérifie s2 = s3.

5.2.2 Mots infinis

Pour les mots de longueur ω, le produit fini n’est autorisé que du coté gauche.

Définition 27 La classe SF (Aω) des ensembles sans étoile de Aω est la plus
petite famille contenant P(A) et fermée par les opérations booléennes où la
complémentation est prise par rapport à Aω, et fermée par produit fini à gauche
des ensembles sans étoile de A∗.

De même que A∗ appartient à SF (A∗), l’ensemble Aω appartient à SF (Aω) en
tant que complémentaire de l’ensemble vide.

Exemple 63 L’ensemble (ab)ω est sans étoile : (ab)ω = aAω \ (A∗aaAω ∪
A∗bbAω).

Théorème 62 (Perrin) [29] Un ensemble de mots de longueur ω est sans
étoile si et seulement si son semigroupe syntaxique est apériodique et fini.
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5.2.3 Mots sur les ordinaux de rang fini

Pour tout entier n, notons A<ωn

l’ensemble des mots non vide sur A indexés
par un ordinal strictement inférieur à ωn.

Définition 28 Soit n un entier naturel. La classe SF (A<ωn+1

) des ensembles
sans étoile de mots indexés par des ordinaux inférieur à ωn+1 est la plus petite
famille contenant l’ensemble P(A) des parties de A et fermée par les opérations

booléennes où la complémentation est prise par rapport à A<ωn+1

, et fermée
par produit fini.

Exemple 64 L’ensemble X = ((ab)+ + (ab)ω)+ appartient à SF (A<ω2

). En

effet, en notant L = A<ω2

\ A<ω2

A l’ensemble des mots de A<ω2

de longueur
limite, il vient

X = abA<ω2

\ (LbA<ω2

+A<ω2

a+A<ω2

aaA<ω2

+A<ω2

bbA<ω2

).

Théorème 63 (Bedon) [6] Un ensemble de mots indexés par des ordinaux
de rang fini est sans étoile si et seulement si son semigroupe syntaxique est
apériodique et fini.

La preuve de ce théorème utilise une approche logique et montre également que
les langages sans étoile de mots transfinis sont définis par des formules logiques
du premier ordre.

5.2.4 Mots sur les ordres linéaires

Définition 29 Soit A un alphabet fini et soit n un entier naturel. La classe
SFn(A) (ou SFn) des ensembles sans étoile de rang au plus n est le plus petit
ensemble contenant P(A) des parties de A et fermé par produit fini et par les
opérations booléennes où le complément est pris par rapport à l’ensemble AWn .

Bien sûr, l’ensemble AWn appartient à SFn puisque c’est le complément de
∅ ∈ SFn.

Exemple 65 Pour tout entier naturel n, les ensembles G et D de mots de rang
au plus n et de longueur limite à gauche et à droite sont sans étoile :

G = AWn \AAWn , D = AWn \AWnA.

L’ensemble A∗ des mots finis appartient aussi à SFn : c’est l’ensemble des mots
ne contenant aucun facteur de longueur limite :

A∗ = AWn \AWn(G ∪D)AWn

= AWn \ (AWn(G ∪D)AWn ∪GAWn ∪ AWnD).

Lemme 64 Quels que soient les entiers naturels n et k < n, les ensembles
AWk , (AWk )ω et (AWk )−ω appartiennent à SFn.
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Preuve. Soit n ∈ N. L’exemple 65 montre déjà que A∗ ∈ SFn. On montre
que pour tout 0 ≤ k < n, si AWk ∈ SFn, alors (AWk )ω , (AWk )−ω et AWk+1

appartiennent à SFn. Soit 0 ≤ k < n. Supposons AWk ∈ SFn. Son complément
AWk = AWn \AWk appartient donc aussi à SFn. On montre que (AWk )ω ∈ SFn

en utilisant l’expression sans étoile suivante :

(AWk )ω = AWk \ (AWk AWk ∪ AWkAWk )

L’inclusion de gauche à droite est directe. Réciproquement, soit x appartenant
au membre droit de l’égalité. Comme x ∈ AWn \AWk , il existe un entier k < r ≤

n tel que |x| ∈Wr \Wr−1. Notons |x| =
m∑

i=1

Ki où Ki ∈ Ur pour tout 1 ≤ i ≤ m.

Comme x ∈ AWk \ AWkAWk , il existe un unique entier 1 ≤ i0 ≤ m tel que

Ki0 ∈ Ur \Wk . De plus, i0 = m puisque x ∈ AWk \AWkAWk . On sait donc que
x admet une factorisation x = x′x′′ où |x′| ∈ Wk et |x′′| ∈ Ur\Wk. Par définition
de Ur, |x′′| =

∑
j∈J

Ij où pour tout j ∈ J ,Ij ∈ Wr−1 et où J ∈ N ∪ {ω,−ω}. Si

J ∈ N alors |x| ∈ Wr−1 ce qui est une contradiction. Donc J ∈ {ω,−ω}. Par
l’absurde, supposons qu’il existe j0 ∈ J tel que Ij0 ∈ Wr−1 \Wk. si J = ω alors
les ordres linéaires

∑
j≤j0

Ij et
∑

j0<j

Ij appartiennent tous les deux à Wr−1 \Wk.

Cela signifierait que x ∈ AWkAWk ce qui est une contradiction. L’argument
symétrique pour J = −ω montre que x′′ ∈ (AWk )ω ou que x′′ ∈ (AWk )−ω.

Comme x ∈ AWk \AWkAWk , on conclut que x ∈ (AWk )ω et que (AWk )ω ∈ SFn.
De façon symétrique on obtient (AWk )−ω ∈ SFn.

Il reste à prouver que AWk+1 ∈ SFn. Pour cela, on montre l’égalité suivante :

AWn \AWk+1 = AWn(G ∪D)AWn

où G = AWn \ (AWk ∪ (AWk )−ω)AWn et D = AWn \AWn(AWk ∪ (AWk )ω)

L’inclusion de gauche à droite découle du fait que tout mot appartenant à G ou
à D est de rang strictement supérieur à k+ 1. Réciproquement, soit x ∈ AWn \
AWk+1 . Alors x possède au moins un facteur y appartenant à (AWk+1 \ AWk )ω

ou à (AWk+1 \AWk)−ω. Or (AWk+1 \AWk)ω ⊂ D et (AWk+1 \AWk)−ω ⊂ G. D’où
x ∈ AWn(G ∪D)AWn , ce qui conclut la preuve.

2

Pour tout X ∈ SFn, on dispose d’une expression sans étoile de X où le
complément est pris par rapport à l’ensemble AWn . Comme AWn ∈ SFn+1, on
peut remplacer dans celle-ci toute expression de la forme AWn \Y par (AWn+1 \
Y ) ∩AWn et obtenir une expression sans étoile de X où le complément est pris
par rapport à l’ensemble AWn+1 .

Corollaire 65 Quel que soit n ∈ N, SFn ⊆ SFn+1.

Soient n ∈ N et X ∈ SFn. On définit f inductivement par
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∀a ∈ A, f(a) = a
∀X1, X2 ∈ SFn, f(X1 ·X2) = f(X1) · f(X2),

f(X1 ∪X2) = f(X1) ∪ f(X2),
f(X1 ∩X2) = f(X1) ∩ f(X2),
f(X1 \X2) = f(X1) ∩ (AWn+1 \ f(L2)) ∩ A

Wn .

d’après le lemme 65, AWn ∈ SFn+1 d’où X = f(X) ∈ SFn+1. 2

Les paragraphes suivants sont consacrés à la preuve du théorème suivant :

Théorème 66 Un ensemble de mots indexés par des ordres linéaires dispersés
de rang fini est sans étoile si et seulement si son �-semigroupe syntaxique est
fini et apériodique.

5.3 Des �-semigroupes apériodiques vers les lan-

gages sans étoile

Soit S un �-semigroupe fini apériodique reconnaissant un ensemble X de
rang fini r. Il existe un morphisme de �-semigroupe ϕ : A�

−→S et un ensemble
P ⊆ S tels que X = ϕ−1(P ). Pour tout entier n ∈ N et tout élément p ∈ S, on
note Xn,p l’ensemble des mots de rang au plus n et d’image p par ϕ :

Xn,p = ϕ−1(p) ∩ AWn .

Comme X =
⋃

p∈P

Xr,p et que les ensembles sans étoile sont clos par union fini,

il suffit de montrer que pour tout p ∈ P , Xr,p ∈ SFr. On va montrer par
récurrence sur n que pour tout n ∈ N et pour tout p ∈ S, Xn,p ∈ SFn. Le cas de
base sera donné par le théorème de Schützenberger. Pour le pas de récurrence,
on va d’abord montrer que pour tout idempotent e ∈ E(S), si Xn,e ∈ SFn alors
Xω

n,e ∈ SFn+1. La preuve est une adaptation de celle du Théorème 5.4 de [32].

Lemme 67 Quels que soient n ∈ N et e ∈ E(S), (Xn,e)
ω = (AW ′

n)ω \ Z où

Z =
⋃

s∈S

Xn,s[(A
Wn)ω \ (

⋃

t∈S,
st=e

Xn,t)Xn,e(A
Wn)ω ].

Preuve. Soient n ∈ N et e ∈ E(S). Soit x ∈ Xω
n,e. Par l’absurde, supposons que

x ∈ Z. On dispose d’une factorisation x = x′x′′ telle que pour toute factorisation
x′′ = yy′y′′, ϕ(x′y) 6= e ou ϕ(y′) 6= e. Autrement dit la longueur du plus long
préfixe de x appartenant à Xn,eXn,e est bornée. La contradiction avec x ∈ Xω

n,e

assure que x ∈ (AWn)ω \ Z.
Réciproquement, soit x ∈ (AWn)ω \ Z et soit x = u0x0 une factorisation

quelconque. Notons s = ϕ(u0). Comme x /∈ Z, il existe t ∈ S tel que st = e et
x0 ∈ Xn,tXn,e(A

Wn)ω. On dispose donc de v0, w0 ∈ AWn tels que ϕ(u0v0) = e,
ϕ(w0) = e et x0 = v0w0x1 pour un certain suffixe x1 ∈ (AWn)ω de x. On
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peut réappliquer ce raisonnement à la factorisation x = u1x1 et obtenir de
façon récursive des suites (ui)i≥0, (xi)i≥0, (vi)i≥0 et (wi)i≥0 telles que pour
tout i ≥ 0,

x = uixi , ui+1 = uiviwi , ϕ(uivi) = e et ϕ(wi) = e

Soit x =
∏
i∈ω

yi la factorisation définie par y0 = u0v0 et pour tout i > 0,

yi = wi−1vi.

u0 v0 w0 v1 w1 v2

e e

e

e

y0 y1 y2

On dispose d’une superfactorisation x =
∏
i∈ω

y′i et d’une paire liée à droite

(r, f) ∈ S × E(S) tels que ϕ(y′0) = r et pour tout i > 0, ϕ(y′i) = f . On montre
que (r, f) = (e, e). Comme il existe m ∈ N tel que ϕ(y′0) = ϕ(y0y1 . . . ym) =
ϕ(umvm), on obtient r = e. De même, on dispose de m1 ≤ m2 tels que
f = ϕ(ym1 . . . ym2) = ϕ(wm1−1)ϕ(vm1ym1+1 . . . ym2) = eg où g ∈ S. D’où
f = eg = eeg = ef . Comme (e, f) est un couple lié à droite, e = ef ce qui
conclut e = f . 2

Etant donné n ∈ N, on a montré que pour tout p ∈ S, si Xn,p ∈ SFn, alors
l’ensemble Yn+1,p défini par

Yn+1,p = ϕ−1(p) ∩ AU ′
n+1 = Xn,p ∪

⋃

(t,e)∈S×E(S),
teτ =p

Xn,tX
ω
n,e ∪

⋃

(t,e)∈S×E(S),

e−τ t=p

X−ω
n,eXn,t

appartient à SFn+1. Le reste de la preuve est inspirée de [30] et utilise les deux
lemmes ci-dessous.

Lemme 68 Soit S un semigroupe apériodique. Quels que soient p, r et s ap-
partenant à S, si p = rps alors p = rp = ps.

Preuve. Soit S un semigroupe apériodique et soient p, r, s ∈ S. On dispose
d’un entier k tel que rk+1 = rk . Il vient p = rps = rkpsk = rk+1psk = rp. De
façon similaire, on obtient p = ps. 2

Dans un semigroupe apériodique, si deux éléments p et s vérifient s ≤R p,
s ≤L p et p ≤R s alors ils sont égaux.

Lemme 69 Soit S un semigroupe apériodique. Quel que soit p appartenant à
S, p = (pS1 ∩ S1p) \ {r ∈ S | p /∈ S1rS1}.
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Preuve. Soit S un semigroupe apériodique et soit p ∈ S. L’inclusion de gauche
à droite est évidente. Réciproquement, soit s appartenant au membre droit de
l’égalité. On dispose de a, b, c, d ∈ S1 tels que s = pa = bp et p = csd. Donc
s = csda et d’après le lemme 68, s = cs. On obtient s = sd de façon similaire
d’où s = csd = p. 2

Pour tout p ∈ S, on donne une expression de Xn+1,p à partir des ensembles
Yn+1,s pour s ∈ S.

Lemme 70 Quels que soient n ∈ N et p ∈ S,

Xn+1,p = (RAWn+1 ∩ AWn+1L) \AWn+1JAWn+1

où

R =
⋃

sRp

Yn+1,s ∪
⋃

rsRp,

r>Rp

Xn+1,rYn+1,s

L =
⋃

sLp

Yn+1,s ∪
⋃

srLp,
r>Lp

Yn+1,sXn+1,r

J =
⋃

s<J p

Yn+1,s ∪ (
⋃

rs≥J p,

st≥J p,

rst<J p

Yn+1,rXn+1,sYn+1,t) ∪ (
⋃

r≥J p,

s≥J p,

rs<J p

Yn+1,rYn+1,s).

Preuve. Soient n ∈ N et p ∈ S. Soit x ∈ Xn+1,p. On commence par montrer

que x ∈ RAWn+1 . On dispose d’un entier m et d’une factorisation x =
m∏

i=1

xi

telle que pour tout 1 ≤ i ≤ m, xi ∈ Yn+1,p. Si m = 1, alors x ∈ R. Sinon comme
ϕ(x) = p, il existe 1 ≤ i0 ≤ m tel que pour tout 1 ≤ i < i0, ϕ(x1 . . . xi) >R p et
pour tout i0 ≤ i ≤ m, ϕ(x1 . . . xi) R p.

– Si i0 = 1 alors ϕ(x1) R p et x ∈
⋃

sRp

Yn+1,sA
Wn+1 .

– Sinon i0 > 1 : Notons r = ϕ(x1 . . . xi0−1) et s = ϕ(xi0 ). Comme r >R p,
rs R p et xio

∈ Yn+1,s il vient x ∈
⋃

rsRp,
r>Rp

Xn+1,rYn+1,sA
Wn+1 .

D’où x ∈ RAWn+1 . La preuve de x ∈ AWn+1L peut se faire symétriquement. De
plus, si x ∈ AWn+1JAWn+1 alors ϕ(x) 6= p par définition de J . On obtient ainsi
la première inclusion.

Réciproquement, soit x ∈ (RAWn+1 ∩AWn+1L)\AWn+1JAWn+1 . Comme x ∈
RAWn+1 , il vient ϕ(x) ∈ pS. De même, x ∈ AWn+1L donc ϕ(x) ∈ S1p. D’après
le lemme 69, il suffit de montrer que ϕ(x) ≥J p pour conclure que ϕ(x) = p.
Par l’absurde, supposons que ϕ(x) <J p. Si |x| ∈ Un, alors x ∈ Yn+1,ϕ(x) ⊆ J
ce qui est une contradiction. Sinon x il existe un entier m et une factorisation

x =
m∏

i=1

xi telle que pour tout 1 ≤ i ≤ m, |xi| ∈ Un. Comme ϕ(x) <J p, il

existe 1 ≤ i0 ≤ j0 ≤ m tels que ϕ(xi0 . . . xj0 ) <J p,ϕ(xi0+1 . . . xj0) ≥J p et
ϕ(xi0 . . . xj0−1) ≥J p.
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– Cas 1 : i0 = j0. Alors ϕ(xi0 ) <J p donc x ∈ AWn+1Yn+1,ϕ(xi0 )A
Wn+1 ⊆

AWn+1JAWn+1 .
– Cas 2 : i0 + 1 = j0. Alors x ∈ AWn+1Yn+1,ϕ(xi0 )Yn+1,ϕ(xj0 )A

Wn+1 avec
ϕ(xi0 )ϕ(xj0 ) <J p, ϕ(xi0 ) ≥J p et ϕ(xj0 ) ≥J p.

– Cas 3 : j0 − i0 ≥ 2. Soit r = ϕ(xi0 ), s = ϕ(xi0+1 . . . xj0−1) et t = ϕ(xj0 ).
On a rs ≥J p, st ≥J p et rst <J p. De plus, xi0 ∈ Yn+1,r et xj0 ∈ Yn+1,t

donc x ∈ AWn+1JAWn+1 ce qui est une contradiction.
2

Pour tout p ∈ S, on obtient une expression de Xn+1,p contenant des en-
sembles de la forme Yn+1,s où s ∈ S mais aussi de la forme Xn+1,s. Le lemme
suivant montre que les ensemblesXn+1,s apparaissant dans l’expression vérifient
s >J p.

Lemme 71 Quel que soit S �-semigroupe fini apériodique et quels que soient
p, r, s et t des éléments de S,

i) si p ≤R r alors p <J r ;
ii) si p ≤L r alors p <J r ;
iii) si rs ≥J p, st ≥J p et rst <J p alors s >J p.

Preuve. Soit S un �-semigroupe fini apériodique et soient p, r, s, t ∈ S.
i) Supposons que p <R r. Alors p ≤J r donc p ≤J r. De plus p J r et

p ≤R r implique p R r. Donc r >J p.
ii) Similaire à i).
iii) Supposons que rs ≥J p, st ≥J p et rst <J p. Il existe a, b, c, d ∈ S tels

que p = arsb = cstd, donc p ≤J s. Par l’absurde, si p J s, il existe u, v ∈ S
tels que s = upv donc en utilisant le lemme 68 on obtient s = uarsbv = uars,
p = cuarstd et p ≤J rst ce qui est une contradiction. D’où s >J p. 2

On obtient alors le résultat en utilisant une induction sur la D-classe.

Proposition 72 Quel que soit le �-semigroupe fini apériodique S et quel que
soit le morphisme de �-semigroupe ϕ : A�

−→S , pour tout n ∈ N et pour tout
p ∈ S, Xn,p ∈ SFn.

Preuve. Soit S un �-semigroupe fini apériodique et soit ϕ : A�
−→S. On montre

par récurrence sur n ∈ N que quel que soit p ∈ S, Xn,p ∈ SFn. Supposons que
n = 0 et soit p ∈ S. L’ensemble ϕ−1(p) ∩ A∗ est reconnu par le semigroupe fini
apériodique support de S. Le théorème de Schützenberger donne alors X0,p ∈
SF0. Soit 0 ≤ n. Par hypothèse de récurrence, pour tout p ∈ S, Xn,p ∈ SFn

donc Xn,p ∈ SFn+1 d’après le corollaire 65. D’autre part, le lemme 64 donne
(AWn)ω ∈ SFn+1 et (AWn)−ω ∈ SFn+1. En utilisant le lemme 67, pour tout
p ∈ S, Yn+1,p ∈ SFn+1. On montre que pour tout p ∈ S, Xn+1,p ∈ SFn+1 par
induction sur la Dclasse de p. Notons que le lemme 70 peut se récrire avec les
même notations :

Xn+1,p = ((R ∪ RAWn+1) ∩ (L ∪ AWn+1L))

\(J ∪ AWn+1J ∪ JAW ′
n+1 ∪ AWn+1JAWn+1).

94



Il suffit donc de montrer que R, L et J appartiennent à SFn+1 pour conclure.
– Supposons que pour tout s ∈ S, p ≥J s. D’après le lemme 71, R =⋃

sRp

Yn+1,s, L =
⋃

sLp

Yn+1,s et J =
⋃

s<J p

Yn+1,s ∪
⋃

r≥J p,

s≥J p,

rs<J p

Yn+1,rYn+1,s donc

Xn+1,p ∈ SFn+1.
– Soit p ∈ S. D’après l’hypothèse d’induction sur la D-classe, pour tout
s ∈ S tel que s >J p, Xn+1,s ∈ SFn+1. D’après les lemmes 70 et 71, on
obtient Xn+1,p ∈ SFn+1.

2

On a montré que tout ensemble de rang fini n reconnu par un �-semigroupe fini
apériodique appartient à SFn.

Proposition 73 Tout ensemble de rang fini et reconnu par un �-semigroupe
fini apériodique est sans étoile.

La construction est illustrée par l’exemple suivant.

Exemple 66 Soit S = {e, f, s, 0} le �-semigroupe dont le produit est défini par

ee = e , ff = sf = ef = f , ss = fs = fe = es = se = s et eτ = f

tous les autres produits valant 0.
e∗

s∗ f∗

0∗

Soit ϕ le morphisme défini pour tout a ∈ A par ϕ(a) = e. Comme S ne contient
que des idempotents, il est apériodique et on cherche une expression sans étoile
de X = ϕ−1(f) = (Aω)+. Pour le rang 0, le seul ensemble non vide est X0,e =
A+ d’où Y1,e = A+, Y1,f = Aω et Y1,0 = A−ω. Pour X1,e avec les notations
du Lemme 70, R = A+, L = A+ et J = A−ω ∪ A−ω d’où X1,e = A+ =
(A+AW1∩AW1A+)\AW1 (A−ω∪A−ω)AW1 . PourX1,f , il vient, R = Aω, L = Aω

et J = A−ω d’où X = X1,f = (AωAW1 ∩ AW1Aω) \AW1A−ωAW1 .

5.4 Des langages sans étoile vers les �-semigroupes

apériodiques

Quel que soit l’entier naturel n, rappelons que SFn est le plus petit ensemble
contenant {a} pour tout a ∈ A et fermé par produit fini et par les opérations
booléennes où le complément est pris par rapport à l’ensemble AWn . On prouve
que l’ensemble des langages reconnus par un �-semigroupe fini apériodique
vérifie ces propriétés de fermeture. Le produit de Schützenberger de deux semi-
groupes S et T , noté S � T est l’ensemble S ×P(S1 × T 1)× T muni du produit
fini défini par :

(s1, P1, t1) · (s2, P2, t2) = (s1s2, s1P2 ∪ P1t2, t1t2)
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où s1P2 = {(s1s2, t2) | (s2, t2) ∈ P2} et P1t2 = {(s1, t1t2) | (s1, t1) ∈ P1}.

Un élément (s, P, t) de S �T est représenté par la matrice

[
s P
0 t

]
et le produit

fini est le produit matriciel. Pour tous les �-semigroupes finis S et T , on étend
S�T en un �-semigroupe en définissant les fonctions τ et −τ pour tout (s, P, t) ∈
S � T par

[
s P
0 t

]τ

=

[
sτs {(sks′, t′tτt) | k ∈ N, (s′, t′) ∈ P} ∪ {(sτs , 1)}
0 tτt

]

[
s P
0 t

]−τ

=

[
s−τs {(s−τss′, t′tk) | k ∈ N, (s′, t′) ∈ P} ∪ {(1, t−τt)}

0 t−τt

]

où τs, −τs, τt et −τt représentent les fonctions définissant S et T .

Lemme 74 Soient S et T des �-semigroupes finis. Les fonctions τ et −τ sont
compatibles respectivement à droite et à gauche avec S � T .

Preuve. On montre que τ est compatible à droite avec S �T . La preuve concer-
nant −τ peut se faire de façon symétrique. Soit r ∈ S � T et soit n ∈ N. On
montre que (rn)τ = rτ . Notons r = (s, P, t).

(rn)τ =


s

n
n−1⋃
i=0

siPtn−1−i

0 tn




τ

=

[
sτs E ∪ {(sτs , 1)}
0 tτt

]

avec

E = {(snks′, t′(tn)τt) | k ∈ N, (s′, t′) ∈
n−1⋃
i=0

siPtn−1−i}

=
n−1⋃
i=0

{(snk+is′, t′tn−1−itτt) | k ∈ N, (s′, t′) ∈ P}

=
n−1⋃
i=0

{(snk+is′, t′tτt) | k ∈ N, (s′, t′) ∈ P}

= {(sks′, t′tτt) | k ∈ N, (s′, t′) ∈ P}

On montre à présent que quels que soient r1, r2 ∈ S � T , r1(r2r1)
τ = (r1r2)

τ .

Soient r1, r2 ∈ S � T notés r1 = (s1, P1, t1) et r2 = (s2, P2, t2).

r1(r2r1)
τ =

[
s1 P1

0 t1

][
(s2s1)

τs {((s2s1)ks′, t′(t2t1)
τt) | (s′, t′) ∈ s2P1 ∪ P2t1} ∪ {((s2s1)τs , 1)}

0 (t2t1)
τt

]

=

[
(s1s2)

τs E ∪ {((s1s2)τs , 1)}
0 (t1t2)

τt

]

avec
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E = s1{((s2s1)ks′, t′(t2t1)
τt) | (s′, t′) ∈ s2P1 ∪ P2t1} ∪ P1(t2t1)

τt

= {(s1(s2s1)ks2s
′, t′(t2t1)τt) | (s′, t′) ∈ P1} ∪ {(s′, t′(t2t1)τt) | (s′, t′) ∈ P1}

∪ {(s1(s2s1)ks′, t′t1(t2t1)
τt) | (s′, t′) ∈ P2}

= {((s1s2)k+1s′, t′(t1t2)
τt) | k ∈ N, (s′, t′) ∈ P1t2} ∪ {(s′, t′(t1t2)τt) | (s′, t′) ∈ P1t2}

∪ {((s1s2)
ks′, t′(t1t2)

τt) | (s′, t′) ∈ s1P2}
= {((s1s2)ks′, t′(t1t2)

τt) | k ∈ N, (s′, t′) ∈ P1t2 ∪ P1t2}

d’où r1(r2r1)
τ = (r1r2)

τ ce qui conclut que τ est compatible à droite avec S �T .
2

D’après la proposition 45, le �-semigroupe S �T est donc bien défini. De plus le
produit de Schützenberger de deux �-semigroupes apériodiques est apériodique.

Proposition 75 L’ensemble des �-semigroupes finis apériodiques est fermé par
produit de Schützenberger.

Preuve. Soient S et T deux �-semigroupes finis apériodiques. On dispose de
deux entiers ks et kt tels que quel que soit s ∈ S, sks = sks+1 et quel que soit
t ∈ T , tkt = tkt+1 . On montre que pour tout r ∈ S � T , rks+kt+1 = rks+kt+2.

Soit (s, P, t) ∈ S � T . Notons que quel que soit k ∈ N,

[
s P
0 t

]k

=


sk

k−1⋃
i=0

siPtk−1−i

0 tk




Puisque sks+kt+1 = sks+kt+2 et tks+kt+1 = tks+kt+2, il suffit de montrer l’égalité
suivante :

ks+kt+1⋃
i=0

siPtks+kt+1−i =
ks⋃

i=0

siPtks+kt+1−i ∪
ks+kt+1⋃
i=ks+1

siPtks+kt+1−i

=
ks⋃

i=0

siPtks+kt−i ∪
ks+kt+1⋃
i=ks+1

si−1Ptks+kt−(i−1)

=
ks⋃

i=0

siPtks+kt−i ∪
ks+kt⋃
i=ks

siPtks+kt−i

=
ks+kt⋃
i=0

siPtks+kt−i

2

Soient ϕ : A�
−→S et ψ : A�

−→T deux morphismes de �-semigroupe. L’applica-
tion ϕ � ψ définie pour tout a ∈ A par

ϕ � ψ(a) =

[
ϕ(a) {(ϕ(a), 1), (1, ψ(a))}

0 ψ(a)

]

peut être étendue de façon unique en un morphisme de �-semigroupe vérifiant
la propriété ci-dessous.
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Lemme 76 Pour tout entier n et tout mot u de rang au plus n,

ϕ � ψ(u) =

[
ϕ(u) {(ϕ(v), ψ(w)) | u = vw}

0 ψ(u)

]

Preuve. Par récurrence sur n ∈ N. Soit u ∈ AW0 . Par définition de ϕ � ψ, la
propriété est satisfaite pour toute lettre a ∈ A. De plus, la propriété est stable
par produit fini : quels que soient u et u′ satisfaisant le lemme,

ϕ � ψ(uu′) = ϕ � ψ(u) ϕ � ψ(u′)

=

[
ϕ(u) {(ϕ(v), ψ(w)) | u = vw}

0 ψ(u)

][
ϕ(u′) {(ϕ(v), ψ(w)) | u′ = vw}

0 ψ(u′)

]

=

[
ϕ(uu′) {(ϕ(uv), ψ(w)) | u′ = vw} ∪ {(ϕ(v), ψ(wu′)) | u = vw}

0 ψ(uu′)

]

=

[
ϕ(uu′) {(ϕ(v), ψ(w)) | uu′ = vw}

0 ψ(uu′)

]

Soient n ∈ N et u ∈ AWn+1 . Par hypothèse de récurrence et par ce qui précède,
il suffit de traiter le cas où |u| ∈ (Wn)ω ou |u| ∈ (Wn)−ω. Comme ces deux cas
sont symétriques, on suppose que |u| ∈ (Wn)ω. On dispose d’une factorisation
u =

∏
i∈ω

ui et d’une paire liée à droite (r, e) ∈ S�T×E(S�T ) tels que ϕ�ψ(u0) = r

et pour tout i > 0, ϕ�ψ(ui) = e. On montre le résultat pour u′ =
∏
i>0

ui. Notons

e = (s, P, t). Comme ϕ(u′) = sτs et ψ(u′) = tτt , il suffit de prouver que

{(sτs , 1)} ∪ {(sks′, t′tτt) | k ∈ N, (s′, t′) ∈ P} = {(ϕ(v), ψ(w)) | vw = u′}.

Soient v, w ∈ AWn+1 tels que u′ = vw. Si w = ε alors (ϕ(v), ψ(w)) = (sτs , 1).

Sinon w 6= ε et il existe k > 0 et v′, w ∈ AW ′
n+1 tels que v = u1 . . . ukv

′, w =
w′uk+2 . . . et v′w′ = uk+1. Comme ϕ �ψ(uk+1) = e et |uk+1| ∈Wn, l’hypothèse
d’induction donne (ϕ(v′), ψ(w′)) ∈ P et donc (ϕ(v), ψ(w)) = (ϕ(u1 . . . uk)ϕ(v′),
ψ(w′)ψ(uk+2 . . .)) = (sks′, t′tτt) avec (s′, t′) ∈ P ce qui conclut l’inclusion de la
droite vers la gauche.

Réciproquement, soit k ∈ N et soit (s′, t′) ∈ P . D’après l’hypothèse d’induc-
tion, il existe v′, w′ ∈ AWn tels que (s′, t′) = (ϕ(v′), ψ(w′)) et uk+1 = v′w′. Donc,
(sks′, t′tτt) = (ϕ(u1 . . . ukv

′), ψ(w′uk+2 . . .)). De plus, (sτs , 1) = (ϕ(u′), ψ(ε)) ce
qui conclut la preuve. 2

On déduit de ce lemme 76 que la classe des ensembles reconnus par des �-
semigroupes finis apériodiques est fermée par produit fini et opérations booléen-
nes.

Théorème 77 Un ensemble de rang fini est sans étoile si et seulement si il est
reconnu par un �-semigroupe fini et apériodique.

Preuve. Soit n ∈ N et soient X ⊆ AWn et Y ⊆ AWn . Supposons que X et Y
sont reconnus par des �-semigroupes finis apériodiques S et T . On dispose de ϕ :
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A�
−→S, ψ : A�

−→T , PS ⊆ S et PT ⊆ T tels queX = ϕ−1(PS) et Y = ψ−1(PT ).
D’après le lemme 76, X ∪ Y = ϕ � ψ−1({(s, P, t) ∈ S � T | s ∈ PS ou t ∈ PT }),
X∩Y = ϕ�ψ−1({(s, P, t) ∈ S�T | s ∈ PS et t ∈ PT }),XY = ϕ�ψ−1({(s, P, t) ∈
S�T | PS×PT ∩P 6= ∅}) et A�\X = ϕ�ψ−1({(s, P, t) ∈ S�T | s 6∈ PS}). De plus,
AWn est reconnu par le �-semigroupe fini apériodique Sn = {e0, e1, . . . , en+1} ne
contenant que des idempotents tel que pour tout 0 ≤ i ≤ n−1, eτ

i = e−τ
i = ei+1

et eτ
n+1 = e−τ

n+1 = en+1 et pour tout 0 ≤ j ≤ n, eiej = ejei = emax(i,j). Donc
AWn \X = AWn ∩A� \X est reconnu par Sn �S. D’après le lemme 75, la classe
des ensembles reconnus par des �-semigroupes finis apériodiques est fermée par
produit fini, opérations booléennes et complémentation par rapport à AWn .
Comme elle contient {a} pour tout a ∈ A, elle contient SFn par définition. La
réciproque est donnée par la proposition 73. 2

On revient alors à la preuve du théorème 66 : un ensemble de rang fini est
sans étoile si et seulement si son �-semigroupe syntaxique est fini et apériodique.

Preuve : Soit n ∈ N et soit X ⊆ AWn . Supposons que S(X) est fini
et apériodique. D’après la proposition 60, S(X) reconnâıt X donc X est sans
étoile. Réciproquement, supposons que X ∈ SFn et montrons que S(X) est
apériodique. On dispose d’un �-semigroupe fini apériodique S reconnaissant X .
D’après la proposition 60, S(X) divise S. On dispose d’un sous-�-semigroupe U
de S et d’un morphisme surjectif ψ : U−→S(X). Soit s ∈ S(X). On dispose de
u ∈ U tel que ψ(u) = s. Comme S est apériodique, U l’est aussi. Il existe donc
un entier m tel que um = um+1 et l’égalité suivante est vérifiée :

sm+1 = ψ(u)m+1 = ψ(um+1) = ψ(um) = ψ(u)m = sm.

2
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Conclusion et perspectives

Dans le chapitre 4, nous avons montré qu’un ensemble de mots indexés par
des ordres linéaires dénombrables et dispersés est rationnel si et seulement si son
�-semigroupe syntaxique est fini. Dans le chapitre 5, nous avons partiellement
étendu le théorème de Schützenberger aux ensembles de rang fini. Une question
naturelle est bien sûr de savoir si ce résultat s’étend à tous les ordres dispersés :
un sous-ensemble de A� serait sans étoile si et seulement si son �-semigroupe
syntaxique est fini et apériodique.

Dans le cas des mots finis, l’approche algébrique mène à une classification
des ensembles reconnaissables en fonction des propriétés de leur semigroupe
syntaxique. Les classes des ensembles rationnels et des ensembles sans étoile
ne sont pas les seules étudiées. Simon a par exemple défini les ensembles tes-
tables par morceaux comme les ensembles dont le semigroupe syntaxique est
fini et J -trivial. Une structure naturelle pour formuler ce type de résultat est la
théorie des variétés, développée par Eilenberg. Cette théorie consiste à étudier
des classes d’algèbres fermées par sous-algèbre, quotient et produit direct fini.
Le théorème d’Eilenberg montre une correspondance entre ces variétés et les
familles de langages rationnels. Un premier pas serait de généraliser ce résultat
aux ensembles de mots sur les ordres linéaires dispersés.

D’autre part, la preuve de fermeture par complémentation de la classe des
ensembles rationnels de mots indexés par les ordres linéaires dispersés permet
d’aborder les problèmes de logique sur ces structures. Dans le cas des mots
finis, il est bien connu que les automates ont le même pouvoir d’expression que
la logique monadique du second ordre. Un prolongement naturel de nos travaux
serait d’étendre ce résultat aux automates sur les ordres linéaires. Un autre
objectif est de généraliser l’équivalence entre langages sans étoile et logique du
premier ordre.
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[36] Chloé Rispal and Olivier Carton. Complementation of rational sets on
countable scattered linear orderings. In C. S. Calude, E. Calude, and M. J.
Dinneen, editors, DLT’2004, volume 3340 of Lect. Notes in Comput. Sci.,
pages 381–392, 2004.

[37] Joseph G. Rosenstein. Linear Orderings. Academic Press, 1982.

[38] Marcel-Paul Schützenberger. On finite monoids having only trivial sub-
groups. Inform. Control, 8 :190–194, 1965.
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