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Chapter 1

Introduction générale

Le produit de mélange dans A∗ a été introduit par Chen, Fox et Lyndon
dans "Free di�erential calculus" [?]. Ce produit peut se généraliser à d'autres
monoïdes dont le plus connu est le monoïde partiellement commutatif libre.
Sa généralisation au cadre des commutations partielles n'est pas la simple
projection du produit de mélange de A∗ dans (A, θ). En e�et, si on considère
les commutations a − b c alors abθc = abc + acb + bac + cab ce n'est pas
la projection de abc = abc + acb + cab. Si on veut le généraliser par une
projection, il faut utiliser sa loi duale qui est un coproduit ([?]). Par ce biais,
on peut justi�er la notion de paires complémentaires sous-mots partiellement
commutatifs (sous-traces).

Dans un premier temps, on peut se demander s'il y a d'autres relateurs que
les commutations partielles qui permettent le passage au quotient du copro-
duit. La discussion, qui occupera le chapitre 4 de notre mémoire, s'organise
ainsi:

Pour les semi-anneaux qui ne sont pas des anneaux et pour les anneaux
dont la caractéristique n'est pas un nombre premier (c'est à dire 0 et les nom-
bres composés), il n'y a que les commutations partielles. En caractéristique
p d'autres phénomènes curieux apparaissent.

En fait, le monoïde partiellement commutatif admet une combinatoire
assez proche de celle du monoïde libre. Dans les deux premiers chapitres de
cette thèse, nous étudierons quelques propriétés de ce monoïde. Le monoïde
des traces ou monoïde partiellement commutatif libre a été introduit dans le
cadre de l'informatique théorique par Mazurkiewicz [?, ?], mais il a été dé�ni
quelques années plus tôt par Cartier et Foata pour des probèmes combina-
toires [?] .
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2 Introduction générale

La notion de commutation partielle ne se restreint pas aux monoïdes,
d'autres structures libres peuvent se généraliser. Nous utiliserons en par-
ticulier, l'algèbre des polynômes (resp. séries) partiellement commutatifs,
le groupe et l'algèbre des polynômes (resp. séries) de Lie, ces notions sont
dé�nies dans [?, ?, ?].

Dans le premier chapitre, nous nous intéresserons à la notion de fac-
torisation du monoïde des traces. Cette notion, qui a été très étudiée par
Viennot [?, ?] puis par Schützenberger [?, ?], possède de nombreuses pro-
priétés généralisables aux commutations partielles. En e�et, nous verrons
que l'existence d'un coproduit de mélange nous permet de dé�nir une algèbre
de séries de Lie, ce qui interviendra dans la preuve d'une version partielle-
ment commutative du théorème de factorisation de Schützenberger [?]. Ce
théorème, que nous avons prouvé en collaboration avec M.Flouret [?], est
utile à plusieurs titres. Non seulement, il permet de relier les notions de
classe de conjugaison (étudiées dans ce cadre par Cho�rut et Duboc [?, ?])
et de factorisation, mais aussi, va nous encourager à réaliser une généralisa-
tion du procédé d'élimination de Lazard. En e�et, les classes de conjugaison
et les bases de l'algèbre de Lie partiellement commutative libre ont la même
combinatoire et donc il en est de même pour les factorisations complètes.

Il est alors légitime de vouloir construire bijectivement un ensemble de
factorisations complètes et un ensemble de bases, de la même façon que dans
le cas non commutatif.

X. Viennot [?] construit bijectivement de tels ensembles en utilisant la
notion de bascule. Cette notion semble pour l'instant di�cile à appréhender
dans le cadre des commutations partielles, nous nous intéresserons donc à un
sous-ensemble: les factorisations utilisant les bisections de type "Lazard".
Nous donnerons une généralisation de ces bisections, ainsi qu'une méthode
pour construire des factorisations et des bases en les utilisant ([?]). Pour
certains monoïdes, nous donnerons une généralisation des ensembles de Hall
[?].

Le chapitre suivant porte sur un travail que nous avons réalisé en collab-
oration avec E.Laugerotte [?]: l'étude du support d'une famille d'algèbres
de Lie partiellement commutatives libres. Le problème du support est lié à
l'étude du projecteur orthogonal [?, ?, ?], le produit de mélange intervient
dans cette étude. En e�et, un théorème de Ree [?] montre qu'un polynôme
est orthogonal à tout polynôme de Lie si et seulement si il est une combi-
naison linéaire de mélanges propres et on peut montrer facilement que ce
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théorème vaut encore dans le cadre des commutations partielles. Le prob-
lème du support a été résolu dans le cadre non commutatif par Duchamp
et Thibon [?]. Ce chapitre répond à la question suivante: quels sont les
alphabets à commutations pour lesquels ce problème se généralise de façon
"agréable"? (c.-à-d. la solution est proche du cadre non commutatif). En
fait, nous verrons que ce n'est pas toujours le cas et nous donnerons la famille
d'alphabets qui satisfait à cette condition.

Le chapitre trois est consacré à la généralisation du produit de mélange
à d'autres monoïdes. On a vu que la généralisation de ce produit au cas
partiellement commutatif passe par la projection de son coproduit. Pour
trouver une généralisation, il su�t donc de trouver les congruences compati-
bles avec ce dernier. Tout d'abord, nous montrerons que la notion de mélange
d'automates à multiplicités dans un semi-anneau et sur un monoïde quotient
A∗/≡ est stable si (et seulement si quand on considère les automates min-
imaux à multiplicités dans un corps) le coproduit passe au quotient. Puis
nous donnerons, une forme combinatoire explicite pour les congruences com-
patibles avec le produit de mélange sur des semi-anneaux qui ne sont pas des
anneaux et des anneaux de caractéristiques non premières. Dans le cas des
anneaux de caractéristique première, nous donnerons une décomposition des
congruences. Grâce à ce coproduit, nous verrons que les notions de sous-mots,
d'image miroir et d'éléments primitifs peuvent se généraliser à ces monoïdes.

En�n, je parlerai de ma participation au projet SEA, nous donnerons un
algorithme de minimisation des automates à multiplicités dans un anneau
principal. Nous donnerons des exemples de minimisation dans et [X]. Puis
j'expliquerai notre choix des structures de données a�n de programmer les
diverses opérations sur les automates à multiplicités sur n'importe quel semi-
anneau.
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Chapter 2

Factorisations partiellement

commutatives libres

2.1 Factorisations du monoïde

2.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions quelques propriétés combinatoires des monoïdes
partiellement commutatifs libres. Ces monoïdes sont des monoïdes quotients
A∗/≡ où A est un alphabet et ≡ une congruence engendrée par des couples
(ab, ba)1. En fait, sans perte de généralité, on ne considérera ici que les com-
mutations.
Les commutations peuvent être représentées à minima par des graphes non-
orientés sans boucle2. Si θ est une relation de commutation, on note (A, θ) =
A∗/≡θ

, où ≡θ est la congruence engendrée par les relateurs ab ≡θ ba pour tout
couple (a, b) ∈ θ, le monoïde partiellement commutatif libre sur l'alphabet à
commutations (A, θ).
Le monoïde partiellement commutatif libre a été, déjà, l'objet de nombreuses
études. Il est dé�ni par Mazurkiewicz ( [?] ) en 1977, dans le cadre du paral-
lélisme, mais il apparaît dans des articles antérieurs comme celui de P.Cartier
et D.Foata [?]. En fait il est étudié selon trois voies:

1Les seuls monoïdes admettant un produit de mélange sur un anneau de caractéristique
0 sont les monoïdes quotients A∗/≡ où ≡ est engendrée par des couples de la forme (a, b)
ou (ab, ba) avec a, b ∈ A [?].

2"Independance alphabet" dans The book of traces [?]
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6 Factorisations partiellement commutatives libres

• Algébrique par Cartier et Foata [?], Dick [?], Droms [?, ?])...
• Combinatoire par Cori [?],Cho�rut et Duboc ([?, ?]),Viennot [?]), Duchamp
et Krob [?, ?, ?]), Lalonde [?], Kobayashi ([?]), Sakarovitch ([?, ?], Per-
rin [?]...
• Informatique par Zielonka [?, ?],Aalbersberg et Hoogebomm [?],
Diekert [?, ?], Gastin [?, ?, ?], Gaubert et Mairesse [?, ?], Muscholl [?],
Vuillon [?]...

Dans la suite, nous utiliserons essentiellement les notations que l'on peut
trouver dans "The book of traces" [?]. Le monoïde partiellement commutatif
libre admet une réalisation géométrique remarquable trouvée par X. Viennot,
celle des empilements qui a trouvé son application toute naturelle dans l'étude
de problèmes de "job-shop" [?, ?, ?].
Par exemple, si on considère les commutations suivantes

(10,2) (2.5,0)(7,0) (4,0)(4.7,1.5) (5.5,0)(4.7,1.5)
(2.5,0)[linestyle=none,�llstyle=solid]b (4,0)[linestyle=none,�llstyle=solid]d
(5.5,0)[linestyle=none,�llstyle=solid]a (7,0)[linestyle=none,�llstyle=solid]c

(4.7,1.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]c
la trace abcde peut être représentée par l'empilement

(-4,-1)(9,5) viewpoint=-1 -1 .8 [normal=0 0 1](0,0,0)[gridlabels=0](-1,-
1)(4,2)linecolor=white,�llstyle=solid,�llcolor=gray(-1,-1)(1,1)(1,-1)(1,0)(2,-

1)(2,0)(3,-1)) 000a1 0-11b2 1-12c3 2-13d4
-1-12e3

Ces monoïdes sont appelés partiellement commutatifs libres car ils sont libres
pour la catégorie des alphabets à commutations. En e�et, dé�nissons un
morphisme φ de (A, θ) dans (A′, θ′) comme une application telle que (a, b) ∈ θ
implique (φ(a), φ(b)) ∈ θ′ ou φ(a) = φ(b). Tout monoïde peut être considéré
lui-même comme un alphabet à commutations: en terme de catégories, on
peut dé�nir un foncteur d'oubli O de la catégorie des monoïdes dans la
catégorie des alphabets à commutations par O = (, θ) où θ est l'ensemble
des couples (x, y) ∈2, x 6= y tel que xy = yx. On peut donc reformuler la
propriété d'universalité de (A, θ) de la façon suivante. Soit un monoïde tel
qu'il existe un morphisme d'alphabet à commutations φ de (A, θ) dans alors
il existe un unique morphisme de monoïde φ de (A, θ) dans tel que φ = φ◦ iθ
(où iθ est l'injection canonique de (A, θ) dans (A, θ)).
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(3,3) (0.5,2.5)(A, θ) ->(1,2.5,1)(2.2,2.5) (2.5,2.5) (1.5,2.8)φ (1.5,0.5)(A, θ)
->(0.4,2.2)(1.45,0.8) ->(1.55,0.8)(2.4,2.2) (0.4,1.4)i (2.4,1.4)φ

En particulier si M =(A), on obtient une �èche naturelle M φ→ (A) qui fournit
le multidegré. LesMα = φ−1(α) sont appelées classes de multihomogénéité de
M . La donnée de = (A, θ) est équivalente à celle de (A, θ) car A = −(−1)2−1
et θ = {(x, y) ∈ A×A|x 6= y et xy = yx}, nous serons amenés de nombreuses
fois dans la suite à discuter d'une propriété de en fonction de la forme de
(A, θ).

Nous nous intéresserons ici à la notion de factorisation. Cette notion est
bien connue dans le monoïde libre et a été intensivement étudiée dans [?],
[?], [?], [?], [?] et [?]3. La première partie, qui contient les premiers résul-
tats de ce mémoire, porte sur un travail que j'ai réalisé en collaboration avec
G.Duchamp et M.Flouret [?], sur la combinatoire des classes de conjugaison
et des factorisations de (A, θ) en monoïdes libres4. Il s'agit en fait d'une
généralisation à ce cadre du théorème de factorisation de Schützenberger
[?]. Nous verrons que les factorisations complètes admettent une "bonne
combinatoire". Plus précisément, le nombre d'éléments d'une factorisation
complète de multidegré égal à un multidegré donné véri�e la formule de Witt
généralisée [?], ce qui fait de ce type de factorisation de bons candidats pour
la réalisation de bases de LK(A, θ). La notion de classe de conjugaison a été
traitée par Duboc dans [?].
Ensuite, nous expliquerons comment généraliser les bisections de Lazard au
cadre partiellement commutatif et, par itération, comment réaliser de nou-
velles factorisations complètes. Cette partie provient d'un article écrit en
collaboration avec G.Duchamp [?]. En�n, nous montrerons que l'on peut
étendre les notions d'ensembles de Hall et d'ensembles de Lazard à une
famille particulière de monoïdes partiellement commutatifs libres en util-

3On connaît quelques factorisations du monoïde partiellement commutatif telles que
les traces de Lyndon dé�nies par Krob et Lalonde dans [?] et [?], on peut aussi citer une
généralisation des bisections de Lazard [?, ?, ?, ?, ?] au cadre partiellement commutatif
donnée par Duchamp et Krob dans [?] et [?]. Cette généralisation peut être encore éten-
due à celle de bisection transitive, notion stable car les membres droits et gauches d'une
bisection transitive sont encore des monoïdes partiellement commutatifs libres (nous ver-
rons que, contrairement au cas non commutatif, ce n'est pas le cas de toutes les bisections
images de bisections de Lazard - c'est à dire obtenues par des éliminations d'un certain
nombre de lettres-) et qui sera dé�nie et discutée plus tard (cf. chap.2.1.4).

4Non commutatifs
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isant ces nouvelles factorisations. J'obtiendrai alors des bases de l'algèbre de
Lie partiellement commutative libre ayant des propriétés similaires aux bases
de Hall du cas non commutatif. Ainsi, nous mettrons en évidence une corre-
spondance Hall-Lazard et une algorithmique liée aux séquences standard.

2.1.2 Combinatoire des classes de conjugaison

Si u = tp, on notera p
√
u = t la racine pième de u. L'unicité d'une telle trace

est montrée dans [?]. Dans le même article, il est montré que si g, r, et t
sont trois traces de (A, θ) telles que g = rq = tp avec q, p ∈, alors il existe
g′ ∈ (A, θ) et m ∈ tels que q|m, p|m et g = g′m. Ceci permet de justi�er
l'existence et l'unicité d'une plus petite racine √g d'une trace g. On peut
donc dé�nir l'exposant d'une trace g comme étant l'entier p tel que g = g′p

où g′ est la plus petite racine de g.
Exemple 1 Soit le graphe

(A, θ) = a− b c

on a
√
babcac = bac et exp(babcac) = 2

Deux mots w et w′ du monoïde libre A∗ sont dits conjugués lorsqu'il existe
deux mots u et v tels que w = uv et w′ = vu. L'ensemble des couples con-
jugués forme une relation d'équivalence sur A∗. Cette notion peut s'étendre
au cas partiellement commutatif. Deux traces t et t′ de (A, θ) sont dites
transposées (resp. élémentairement transposées) si et seulement si il existe
deux traces u et v telles que t = uv et t′ = vu (resp. une lettre a ∈ A et
une trace v telle que t = av et t′ = va); elles seront dites conjuguées si et
seulement si il existe une trace u non triviale telle que tu = ut′. Clairement,
si t et t′ sont transposées alors elles sont aussi conjuguées. Notons cependant
que la réciproque est fausse.
Exemple 2 Soit le graphe

(A, θ) = a− b c.

Les traces aabac et acabb sont transposées (donc conjuguées), mais aacbb et
abcab sont conjuguées et non transposées puisque

aacbb.(aacab) = aacaabbcab = aacababcab = (aacab)abcab.
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La transposition est une relation symétrique (en général non transitive), par
contre la conjugaison est une relation d'équivalence. En e�et si tu = ut′ et
t′v = vt” alors

tuv = ut′v = uvt”.

En fait, la conjugaison est la fermeture transitive de la transposition 5.

La proposition suivante permet de relier les notions de classes de conjugaison
et de radicaux de traces.
Proposition 1 Soit C une classe de conjugaison, soit f ∈ C, g ∈ (A, θ) et
p ∈ tels que f = gp alors pour tout f ′ ∈ C, il existe g′ ∈ (A, θ) tel que
f ′ = g′p. De plus, g′ est conjuguée à g.

Preuve Il su�t de montrer que cette propriété est vraie pour les trans-
positions élémentaires. Soit f ′ une transposée élémentaire de f ∈ C; alors
il existe a ∈ A et u ∈ (A, θ) tels que f = ua et f ′ = au. Si a commute
avec toutes les lettres de u alors f ′ = au = ua = f . Dans le cas con-
traire, il existe g′′ ∈ (A, θ) telle que g = g′′a, alors f = gp−1g′′a et donc
f ′ = agp−1g′′ = a(g′′a)p−1g′′ = (ag′′)p.

Soit C une classe de conjugaison. On déduit de ce qui précède que l'exposant
est constant sur C. On appellera cet entier l'exposant de C. L'ensemble des
traces {√g}g∈C forme une classe de conjugaison que l'on nommera la classe
racine de C et que l'on notera √C.
Exemple 3 Soit le graphe

(A, θ) =
a − b
| |
c − d.

La classe de conjugaison de la trace abcdabcd est

C = {abcdabcd, dbcadbca, acbdacbd, dcbadcba}

On a alors exp(C) = 2 et l'ensemble
√
C = {abcd, dbca, acdb, dcba}

est la classe de conjugaison de abcd.

5et donc de la transposition élémentaire(voir [?]).
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Dans le cas non commutatif, un mot est dit primitif s'il n'est pas puissance
non triviale d'un mot plus petit. Cette notion s'étend au cas d'un monoïde
partiellement commutatif. Soit (A, θ) un alphabet à commutations et t une
trace, t est dite primitive si son exposant est 1. Elle est dite fortement
primitive si et seulement si t = uv = vu implique u = 1 ou v = 1.
Exemple 4 Soit le graphe

(A, θ) = a− b c.

La trace accb est fortement primitive, aabbaba est primitive mais non forte-
ment, et acacac n'est pas primitive.

P.Lalonde a montré dans [?] qu'une trace est fortement primitive si et
seulement si elle est primitive et connexe et que toute trace conjuguée d'une
trace primitive (resp. fortement primitive) est primitive (resp. fortement
primitive). Ceci permet de mettre en évidence la notion de classe de conju-
gaison primitive (resp. fortement primitive) dé�nie comme étant une classe
de conjugaison dont tous les éléments sont primitifs (resp. fortement primi-
tifs).

2.1.3 Extension du théorème de factorisation de Schützen-
berger

Soit un monoïde et = (i)i∈J une famille de sous-monoïdes de (totalement
ordonnée sur J par la relation d'ordre <). On dit que est une factorisation
de si tout élément x de peut s'écrire de façon unique sous la forme

x = f1 · · · fn avec fi ∈ji
avec j1 > j2 > · · · > jn. Par souci de clarté, dans le cas des monoïdes libres
ou partiellement commutatifs libres, une factorisation sera représentée par la
famille de ses générateurs minimaux6.
Si = (Yi)i∈J est une factorisation de (A, θ), on appelera ⋃i∈J Yi le contenu de
la factorisation 7. On le notera .

6Le monoïde (A, θ) étant localement �ni alors tous ses sous monoïdes aussi. Un sous
monoïde n'admet alors qu'un et un seul ensemble générateur minimal (qui s'appelle base)
−(−1)2 − 1, il n'y a donc pas d'ambiguïté dans cette représentation.

7Cette notion est due à Viennot [?]
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Remarque 5 En fait = (Yi)i∈J est une factorisation de (A, θ) si et seule-
ment si on peut écrire

(A, θ) =
←−∏
i∈J

< Yi >.

On dit qu'une factorisation = (i)i∈J est une bisection si |J | = 2; c'est une
factorisation complète si tous les éléments de sont des singletons.
Exemple 6 Considérons l'ordre lexicographique sur A+. Les mots de Lyn-
don sont les mots primitifs minimaux dans leur classe de conjugaison. Ils
forment une factorisation complète de A∗.
Si l'alphabet est A = {a, b, c} avec a < b < c, aababc et bbcbc sont des mots
de Lyndon, contrairement à abaab et bcbc. Si l'on choisit un mot quelconque
de A∗, bbabaabbacbabbaa par exemple, il se décompose bien de façon décrois-
sante en mots de Lyndon, soit ici bb.ab.aabbacbacbabb.a.a.
Plus généralement, on peut créer une factorisation complète de A∗ en en-
gendrant un ensemble de Lazard de la façon suivante. Un sous-ensemble L
de A+ est un ensemble de Lazard sur A∗ si et seulement si il est totalement
ordonné (≺) et que pour tout degré n on ait L ∩ A≤n = {z1, · · · , zk} avec
z1 ≺ z2 ≺ · · · ≺ zk tels qu'il existe une famille (Zi)i∈[1..k+1] de codes véri�ant

• Z1 = A,

• ∀i ∈ [1, k], zi ∈ Zi,

• ∀i ∈ [1, k], Zi+1 = z∗i (Zi − zi),

• Zk+1 ∩ A≤n = ∅.

Nous verrons dans la section ?? comment étendre cette notion à une famille
de monoïdes de traces.
Les mots de Lyndon sont un cas particulier de factorisation de Lazard. La
notion de mots de Lyndon peut se généraliser aux monoïdes partiellement
commutatifs libres de la façon suivante.

Soit πθ la surjection canonique de A∗ dans (A, θ), le mot standard (t) d'une
trace t est le plus grand mot pour l'ordre lexicographique dans π−1

θ (t). On
dé�nit l'ordre standard comme l'ordre total < sur (A, θ) tel que t <′t si et
seulement si (t) <lex std(t′). Les traces de Lyndon sont dé�nies comme
étant des traces fortement primitives minimales pour l'ordre standard dans
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leurs classes de conjugaison. Dans [?] G.Duchamp et D.Krob montrent que
l'ensemble de ces traces muni de l'ordre standard forme une factorisation
complète de (A, θ). On notera cet ensemble (A, θ).
Exemple 7 Soit le graphe

(A, θ) = c− a− b− d.

On a bac <a cb. En e�et le plus grand élément de πθ(bac) = {bac, abc, bca}
pour l'ordre lexicographique est bca et le plus grand élément de πθ(acb) =
{acb, cab, cba} est cba.

Exemple 8 Soit le graphe

(A, θ) = c− a− b− d

avec a < b < c < d. AFlors acd, acb 6∈ (A, θ) et adc ∈ (A, θ). En e�et, ces
trois traces sont conjuguées, leur classe de conjugaison est l'ensemble

{acd, dac, cda, adc}.

Il faut alors rechercher le plus petit des maximaux des ensembles π−1
θ (acd) =

{acd, cad}, π−1
θ (dac) = {dac, dca}, π−1

θ (cda) = {cda} et π−1
θ (adc) = {adc}.

Cet élément se trouve dans π−1
θ (adc) d'où le résultat.

On a la propriété suivante.
Proposition 2 Soit C une classe de conjugaison connexe. Alors,C ∩ ⋃

l∈(A,θ)

l∗

 = 1.

Preuve Soit p l'exposant de C. Puisque C est connexe, √C est fortement
primitive donc √C ∩ Ly(A, I) = {l}. Soit l′ ∈ (A, θ) telle que l′q ∈ C. Alors
q = p et l′ ∈ √C ∩ (A, θ), d'où l = l′.

On va ici énoncer le résultat principal de cette section.
Soit (Yi)i∈J une famille de sous-ensembles non-commutatifs (i.e. pour tout
coupe déléments x, y ∈ Y 2

i on a xy 6= yx) de (A, θ). On considère les asser-
tions suivantes.
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(I) Chaque t ∈ (A, θ) possède au plus une écriture sous la forme
t = f1f2...fn avec fi ∈ Yji et j1 ≥ j2 ≥ ... ≥ jn.

(II) Chaque t ∈ (A, θ) possède au moins une écriture sous la forme
t = f1f2...fn avec fi ∈ Yji et j1 ≥ j2 ≥ ... ≥ jn.

(III) Chaque monoïde 〈Yi〉 est libre pour i ∈ J . Pour toute classe de con-
jugaison C de (A, θ), si C est connexe alors il existe un unique i ∈ J
tel que C ∩ 〈Yi〉 6= ∅ et dans ce cas C ∩ 〈Yi〉 est une 〈Yi〉-classe de con-
jugaison (au sens non commutatif), par contre si C n'est pas connexe
alors pour tout i ∈ J, C ∩ 〈Yi〉 = ∅.

Schützenberger a montré dans le cas non-commutatif un analogue du théorème
suivant8[?].
Théorème 3 Deux des a�rmations précédentes entraînent la troisième.

Preuve Pour tout i ∈ J , l'ensemble minimal de générateurs de 〈Yi〉 est
Fi = (〈Yi〉 − 1) − (〈Yi〉 − 1)2. On peut remarquer que si les conditions (I)
et (II) sont réunies alors 〈Yi〉 est libre de base Yi. Pour montrer que (I) et
(II) ⇒ (III), le lemme suivant est nécessaire.
Lemme 4 Soit = (Yi)i∈J une factorisation de (A, θ) en monoïdes libres de
codes Yi non commutatifs. Alors

log
(
(A, θ)

)
−
∑
f∈F

log

(
1

1− Yi

)
est une combinaison linéaire (in�nie) de polynômes de la forme uv − vu
(u, v ∈ (A, θ)).

Preuve Soit la famille
(
Si =

1

1− Yi

)
i∈J

. Pour tout i ∈ J on a (Si, 1) = 1.
Il résulte de la proposition ?? (annexe A) que la di�érence

log
(
(A, θ)

)
−
∑
i∈J

log

(
1

1− Yi

)
8Dans le cas non commutatif l'assertion (III) est remplacée par:

(III) Chaque monoïde 〈Yi〉 est libre. Pour toute classe de conjugaison C de A∗, il existe un
unique i ∈ J tel que C∩〈Yi〉 6= ∅ et dans ce cas C∩〈Yi〉 est une 〈Yi〉-classe de conjugaison.



14 Factorisations partiellement commutatives libres

est une série de Lie sans terme de degré 1.

D'après le lemme ??,
log((A, θ))−

∑
i∈J

log(Y ∗i )

est une combinaison linéaire (peut-être in�nie) de polynômes de la forme
uv − vu (avec u, v ∈ (A, θ)). Soit C une classe de conjugaison.
Alors,

(C, log((A, θ))) = (C,
∑
i∈J

log(Y ∗i )).

Or
(A, θ) =

←−−−∏
l∈(A,θ)

l∗,

et donc
(C, log((A, θ)) = (C,

∑
l∈(A,θ)

log(l∗)) = (C,
∑
l∈(A,θ)

∑
m≥1

1

m
lm).

De plus, comme Yi est un code pour tout i ∈ J (car dans le cas contraire
l'assertion (I) serait fausse). On a donc

log(Y ∗i ) =
∑
m≥1

1

m
Y m
i .

Finalement,
(C,

∑
l∈(A,θ)

∑
m≥1

1

m
lm) = (C,

∑
i∈J

∑
m≥1

1

m
Y m
i ).

Deux cas se présentent alors selon que C est connexe ou non.
Supposons tout d'abord que C ne soit pas connexe. Toute trace de Lyn-

don l étant connexe par dé�nition, on a pour tout m ≥ 0, (C, lm) = 0. D'où
(C,

∑
i∈J

∑
m≥1

1

m
Y m
i ) = (C,

∑
l∈(A,θ)

∑
m≥1

1

m
lm) = 0.

Ceci implique que pour tout i ∈ J , Y ∗i ∩ C = ∅.
Supposons à présent que C soit connexe. Si C est fortement primitive, il
résulte de [?] que

(C,
∑
l∈(A,θ)

∑
m≥1

1

m
lm) = (C,

∑
l∈(A,θ)

l) = 1,
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et donc
(C,

∑
i∈J

∑
m≥1

1

m
Y m
i ) = 1.

Comme toutes les traces de C sont d'exposant 1, il en est a fortiori de même
dans les Y ∗i et comme ces derniers sont libres on a, si Y m

i ∩C 6= ∅, (C∩Y m
i ) ≥

m et donc
(C,

∑
m≥1

1

m
Y m
i ) ≥ 1.

Il existe donc un unique i ∈ J tel que C∩Y ∗i 6= ∅, de plus Card(C∩Y m
i ) = m,

ce qui prouve que C ∩ Y ∗i est une Y ∗i -classe de conjugaison.
Si C n'est pas fortement primitive (C est toujours supposée connexe) alors√
C est fortement primitive. D'après le cas fortement primitif, il existe un

unique i ∈ J tel qu'il existe g ∈ Y ∗i ∩
√
C. Alors gp ∈ C où p est l'exposant

de C donc C ∩ Y ∗i 6= ∅. Supposons que √g ∈
√
C ∩ Y ∗j , alors g ∈ Y ∗i ∩ Y ∗j et

donc i = j. Ceci implique que l'exposant de g dans Y ∗i est supérieur ou égal
à p. Comme p est l'exposant de g dans (A, θ) il y a en fait égalité entre ces
deux entiers. Or C ∩ Y ∗i est une réunion de Y ∗i -classes de conjugaison.
Posons C ∩ Y ∗i =

⋃
1≤j<k

Cj où k ∈ et où pour tout j, Cj est une Y ∗i -classe de
conjugaison. Cette union étant disjointe, on a

(C,
∑
m≥1

1

m
Yi
m) =

k∑
j=1

(Cj,
∑
m≥1

Yi
m).

Or Y ∗i est un monoïde libre de code Yi et donc

(Cj,
∑
m≥1

1

m
Yi
m) =

1

p
.

D'où
(C,

∑
m≥1

1

m
Yi
m) =

k

p
.

Or d'autre part, on a

(C,
∑
i∈J

∑
m≥1

1

m
Yi
m) = (C,

∑
l∈(A,θ)

∑
m≥1

1

m
lm) =

1

p
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d'après la proposition ??. D'où l'unicité et k = 1.

Réciproquement, montrons que (I) et (III) (resp. (II) et (III)) impliquent
(II) (resp. (I)). Soit C une classe de conjugaison de (A, θ). On considère à
nouveau deux cas.

Si C est connexe, il existe un unique i ∈ J et une unique F ∗i -classe de
conjugaison Ci telle que Ci = C ∩ F ∗i . Or

(C,
∑
i∈J

∑
m≥1

1

m
Fi
m) = (Ci,

∑
m≥1

1

m
Fi
m) =

1

p

où p est l'exposant de Ci, et

(C, log((A, θ))) = (C,
∑
l∈(A,θ)

∑
m≥1

1

m
lm) =

1

p

d'après la proposition ??.
Donc,

(C, log((A, θ))) = (C,
∑
i∈J

∑
m≥1

1

m
Fi
m).

Si C n'est pas connexe, on a

(C, log((A, θ))) = (C,
∑
l∈(A,θ)

∑
m≥1

1

m
lm) = 0.

D'autre part,
(C,

∑
i∈J

∑
m≥1

1

m
Fi
m) = 0

par hypothèse.
Ainsi, pour toute classe de conjugaison C, connexe ou non, de (A, θ), on a

(C, log((A, θ))) = (C,
∑
i∈J

∑
m≥1

1

m
Fi
m).

Soit Ω une classe de multi-homogénéïté de (A, θ). Alors Ω est une réunion
de classes de conjugaison.
Donc,

(Ω, log((A, θ))) = (Ω,
∑
i∈J

∑
m≥1

1

m
Fi
m).
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Ceci permet d'écrire,

φ[log((A, θ))] = φ

[∑
i∈J

∑
m≥1

1

m
Fi
m

]
.

Où φ est la surjection canonique de << A, θ >> dans [[A]]. Comme φ est
continu, ceci est équivalent à

log(φ((A, θ))) = log(
∏
i∈J

φ(F ∗i )),

et donc
φ((A, θ)) =

∏
i∈J

φ(F ∗i ).

La condition (I) (resp. (II)) implique qu'il existe S ∈ 〈〈A, θ〉〉 telle que

(A, θ) =
←−∏
i∈J

F ∗i + ε.S

avec (S, t) > 0 et ε = 1 (resp. ε = −1) pour tout t de (A, θ).
On peut donc écrire

φ((A, θ)) = ε.φ(S) + φ(
←−∏
i∈J

F ∗i ) =
∏
i∈J

φ(F ∗i ),

ce qui implique que φ(S) = 0 et donc que S = 0 car S est à coe�cients
positifs. La famille (F ∗i )i∈J est donc une factorisation de (A, θ).

Si A = {a1, · · · , an}, on écrira Tα = a
α(a1)
1 · · · aα(an)

n ∈ (A,A2) pour tout
α ∈A, en notant α = (α(a1), · · · , α(an)). Soit X un sous-ensemble de (A, θ),
on notera Xα = {t ∈ X/φ(t) = Tα}

La propriété suivante se déduit du théorème ?? et de l'égalité des distribu-
tions des factorisations complètes et généralise une propriété classique dans
le monoïde libre.
Proposition 5 Soit une factorisation complète de (A, θ), et C une classe
de conjugaison de (A, θ). Alors,

(C∩) =

{
1 si C est fortement primitive
0 sinon
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Preuve Une factorisation complète est une factorisation de (A, θ) en monoïdes
libres. On peut donc utiliser le théorème ??, et donc, si C est fortement prim-
itive, (C∩) = 1.
On aura besoin du lemme suivant.
Lemme 6 Soit α ∈A, et et deux factorisations complètes de (A, θ). Alors,

(α) = (α).

Preuve On a∏
f∈

1

1− φ(f)
=
∏
α∈A

∏
f∈α

1

1− φ(f)
=
∏
α∈A

(
1

1− Tα

)(α)

.

De même, ∏
f∈

1

1− φ(f)
=
∏
α∈A

(
1

1− Tα

)(α)

.

Or, et sont deux factorisations complètes de (A, θ). Donc,

(A, θ) =
←−∏
f∈

1

1− f
=
←−∏
f∈

1

1− f
.

En appliquant le morphisme continu φ à cette égalité on obtient∏
α∈A

(
1

1− Tα

)(α)

=
∏
α∈A

(
1

1− Tα

)(α)

.

D'où ∏
α∈A

(
1

1− Tα

)(α)−(α)

= 1.

Ceci correspondant à un cas particulier du lemme 1 p.35 dans [?], on obtient
�nalement (α) = (α).

Le fait que toute classe de conjugaison fortement primitive possède une trace
de implique l'inégalité

(α) ≥ (α(A, θ)),

qui est stricte si et seulement si α admet un élément non fortement primitif.
Or (A, θ) étant une factorisation complète de (A, θ), le lemme ?? implique
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que toute trace f ∈ est fortement primitive et appartient à une classe de
conjugaison fortement primitive.
Ceci prouve que les factorisations complètes de (A, θ) possèdent une combi-
natoire analogue au cas non commutatif. L'un des invariants de l'algorithme
de constructions des ensembles de Lazard9 est de garantir qu'à chaque étape
on a utilisé au plus une fois chaque classe de conjugaison. Ceci nous permet
de penser qu'il existe une construction similaire dans (A, θ). Dans la suite
de ce chapitre, nous développerons une méthode permettant de généraliser
les bisections de Lazard puis, pour une famille de monoïdes, les ensembles
de Lazard.

2.1.4 Bisections transitives

Le but de cette section est de généraliser au cas partiellement commutatif
les bisections de Lazard (cf [?] et [?] par exemple). Une bisection est le cas
particulier des factorisations ne possédant que deux facteurs. Formellement,
soit un monoïde, un couple (1,2 ) forme une bisection si et seulement si
l'application

1×2 →
(m1,m2) → m1m2

est une bijection.

Dans A∗, les bisections de Lazard sont dé�nies de la façon suivante. Si
B est un sous alphabet de A, alors (A−B)B∗ est un code et on a

A∗ = B∗.((A−B)B∗)∗.

Soit X un sous-ensemble de (A, θ), on pose
θX = {(x1, x2) ∈ X2|x1)× x2) ⊆ θ}

Les commutations considérées ici sont strictement alphabétiques, c'est à dire
que pour tout couple (x1, x2) ∈ θX on a x1) ∩ x2) = ∅. On notera θ=θ(A,θ).
Dans [?] et [?], Cho�rut introduit la notion de codes partiellement commutat-
ifs comme étant les ensembles générateurs des sous-monoïdes partiellement
commutatifs libres de (A, θ). En fait si X est un tel code, alors toute trace
t ∈< X > admet une unique décomposition sur X aux commutations près,
ou plus précisément (X, θX) est l'alphabet à commutations de < X > 10.

9Procédé d'élimination de Lazard.
10De façon équivalente:
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Exemple 9 (i) Pour tout alphabet à commutations, les sous alphabets B de
A sont des codes partiellement commutatifs.
(ii) Considérons

(A, θ) = a− b c.

Alors l'ensemble de traces {c, cb, ca} est un code partiellement commutatif,
le monoïde engendré est en fait non-commutatif libre.
(iii) Pour le même alphabet à commutations, l'ensemble {b, a, ca} est lui aussi
un code partiellement commutatif, son graphe étant

a− b ca

il est de plus isomorphe à (A, θ).
(iv) Soit maintenant l'ensemble X = {b, a, ca, cb}. Bien que ce soit un en-
semble générateur minimal de 〈X〉, ce n'est pas un code partiellement com-
mutatif. En e�et on a ca.b = cb.a.

Dans la suite, on utilisera les notations suivantes:
• AI(t) pour désigner l'alphabet initial {z ∈ A/t = zw,w ∈ (A, θ)} d'une
trace t,
• AT (t) l'alphabet terminal {z ∈ A/t = wz,w ∈ (A, θ)} de t,

ces notations sont empruntées à l'ouvrage [?].
Il existe une généralisation du lemme de Levi ([?] chap.1) au cadre partielle-
ment commutatif que nous utiliserons de nombreuses fois par la suite.
Lemme 7 (Levi) Soient x, y, t, z ∈ (A, θ) quatre traces telles que

xy = tz.

1. Le monoïde < X > est isomorphe à (X, θX) et < X > −(< X > −1)2 − 1 = X.

2. Le diagramme suivant commute.

a(X, θ)

b(X, θX) c< X >

− >abi1− >aci2< −bci2
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Alors il existe quatre traces p, q, r, s ∈ (A, θ) telles que

x = pr, y = sq,
t = ps, z = rq.

et r)× s) ⊆ θ.

Déterminer si un sous monoïde ′ d'un monoïde est le facteur gauche (droit)
d'une bisection n'est pas un problème trivial. Il est montré dans [?] que si
=1 .2 est une bisection alors 1 satisfait (u, uv ∈1)⇒ (v ∈1). Cette condition
n'est pas su�sante, en général, on peut le voir en posant 1 = 2 ⊂=11.
La proposition suivante traite le cas particulier des bisections de Lazard de
(A, θ).
Proposition 8 Soit (A, θ) un alphabet à commutations et B ⊆ A. Alors
(B, θB) est le facteur droit (resp. gauche) d'une bisection de (A, θ)

Preuve En fait, il su�t de prouver que la série (B, θB)−1.(A, θ) (resp. (A, θ).(B, θB)−1)
est la série caractéristique d'un monoïde. Si l'on traite le cas gauche (le droit
étant symétrique) on a

(B, θB)−1.(A, θ) = < X >

où X = {zw|z ∈ A−B,w ∈ (B, θB), (zw) = {z}}.

Dé�nition 9 Soient BA un sous-alphabet (quelconque) de A et Z = A−B
on notera

βZ(B) = {zw|z ∈ Z,w ∈ (B, θB), (zw) = {z}}.

Le monoïde < βZ(B) > n'est pas toujours partiellement commutatif libre.
En e�et si on pose

(A, θ) = a− b c

et B = {c} alors a, b, ac, bc ∈ βZ(B) et a.bc = b.ac.
Il existe pourtant de nombreux cas pour lesquels βZ(B) est un code partielle-
ment commutatif. Par exemple, G.Duchamp et D.Krob ont montré dans [?]
que lorsque Z = A−B est non- commutatif (i.e. Z×Z ∩ θ = ∅) alors βZ(B)
est un code non-commutatif (i.e. < βZ(B) >= β∗Z(B)).
Il existe d'autres cas. En e�et, si on pose

(A, θ) = a− b− c
11Elle l'est lorsque M est libre (cf. [?], [?], [?]).
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et B = {c}, le monoïde < βa,b(c) >= (βa,b(c), θβa,b(c)) admet comme alphabet
à commutations

ac
|

a − b − ac2

. . . | ...
acn

Cela est équivalent à

〈βZ(B)〉 =
1

1− (b+
∑

n≥0 ac
n) +

∑
n≥0 bac

n

Un critère simple permettant de décider que βZ(B) est un code partiellement
commutatif nous conduit à la dé�nition suivante.
Dé�nition 10 Soit B ⊂ A. On dira que B est un sous-alphabet transi-
tivement factorisant (SATF) si et seulement si pour tout z1 6= z2 ∈ Z et
w1, w2, w

′
1, w

′
2 ∈ (A, θ) tels que (z1w1) = (z1w

′
1) = {z1} et (z2w2) = (z2w

′
2) =

{z2} on a
z1w1z2w2 = z2w

′
2z1w

′
1 ⇒ w1 = w′1, w2 = w′2

La bisection (B, βZ(B)) sera dite transitive.
On a le théorème suivant.
Théorème 11 Soit B ⊂ A. les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le monoïde < βZ(B) > est partiellement commutatif libre,

2. Le sous alphabet B est SATF,

3. Pour tout couple (z, z′) ∈ Z2 ∩ θ, le graphe de non commutation12

n'admet aucun graphe partiel de la forme

z − b1 − . . .− bn − z′

avec b1, ..., bn ∈ B,

4. Pour tout couple (z, z′) ∈ Z2 on a

(z, z′) ∈ θ ⇔ βz(B)× βz′(B) ⊆ θ.

12Dependence graph [?].
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Preuve Prouvons tout d'abord l'implication (1)⇒(2) par contraposition.
Si B n'est pas un SATF, on peut trouver quatre traces z1w1, z1w

′
1, z2w2,

z2w
′
2 ∈ βZ(B) telles que z1w1.z2w2 = z2w

′
2.z1w

′
1 avec w1 6= w′1 ou w2 6= w′2,

ce qui implique que βZ(B) n'est pas un code partiellement commutatif.

Montrons maintenant que (2)⇒(3). Supposons que
z − b1 − . . .− bn − z′,

avec (z, z′) ∈ Z2 ∩ θ et pour tout i ∈ [1, n], bi ∈ B, soit un graphe partiel
du graphe de non commutation. Alors il existe un sous-graphe du graphe de
non commutation de la forme

z − c1 − . . .− cm − z′

avec ci ∈ B. Soit k le plus petit entier tel que (ck+1, z
′) 6∈ θ. Alors on a

zc1 . . . ck.z
′ck+1 . . . cm = z′.zc1 . . . cm,

ce qui prouve que B n'est pas un SATF.

Montrons que (3)⇒ (1). Supposons que zw1.z
′w2 = z′w′2.zw

′
1 avec

zw1, z
′w2, zw

′
1, z
′w′2 ∈ βZ(B)

et
w′2 6= w2, w′1 6= w1.

Le lemme de Levi appliqué à l'équation
zw1.z

′w2 = z′w′2.zw
′
1

implique l'existence d'une trace w′ ∈ (B, θ) − {1} telle que w′1 = w1w
′ et

w2 = w′2w
′. De plus, si zw ∈ βZ(B) et b ∈ w), il existe un graphe partiel du

graphe de non commutation de la forme
z − b1 − . . .− bn − b.

Il en découle, si on prend c ∈ w′), que le graphe de non commutation admet
un graphe partiel de la forme

z − b1 − . . .− bn − c− b′m − . . .− b′1 − z′.
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Ceci prouve que (3)⇒(1).

Montrons que (3)⇒ (4). Supposons que l'on ait (3). Si βz(B) × βz′(B) ⊆ θ
alors de façon triviale (z, z′) ∈ θ.
Réciproquement, supposons que (z, z′) ∈ θ. Soient zw ∈ βz(B) et z′w′ ∈
βz′(B). Si (zw, z′) 6∈ θ, comme z 6= z′ et |w|Z = 0, on a nécessairement
zw.z′ 6= z′.zw. Ceci implique qu'il existe un graphe partiel du graphe de
dépendance de la forme

z − b1 − . . .− bn − z′

avec bi ∈ w) ⊂ B pour tout i ∈ [1, n], ce qui contredit (3). Supposons main-
tenant que (z′, zw) ∈ θ et (z′w′, zw) 6∈ θ. On peut alors écrire zw.z′w′ =
z′u.zwv où w′ = uv et u est le plus grand pré�xe de w′ tel que (u, zw) ∈ θ.
Ceci implique alors que zwv, z′u ∈ βZ(B), et donc B n'est pas un SATF.
Or on a vu que (2)⇔ (3). Cela contredit donc nos hypothèses et prouve
l'assertion.

En�n, montrons que (4)⇒(1). Soit µ l'application de Z dans K << A, θ >>
dé�nie par µz = βz(B).
Comme

(z, z′) ∈ θZ ⇒ [µz, µz′] = [βz(B), βz′(B)] = 0

et que (µz, 1) = 0, on peut étendre µ en un morphisme continu de K <<
Z, θZ >> dans K << A, θ >>. Soit s le morphisme de < βz(B) > dans
(Z, θZ) dé�ni par szw = z pour tout zw ∈ βZ(B).
On a

< βz(B) > = s−1((Z, θZ))

=
∑

w∈(Z,θZ) s
−1(w)

=
∑

w∈(Z,θZ) µw

= µ(Z, θZ)

Soit le polynôme P (θZ) = 1
(Z,θZ)

. Comme µ est un morphisme continu, on a

< βZ(B) >=
1

µ(P (θZ))
=

1

P (θβZ(B))
.

C'est la série caractéristique de (βZ(B), θβZ(B)).



2.1 Factorisations du monoïde 25

Remarque 10 Ceci prouve que la liberté de βZ(B) (qui est généralement
in�ni) est décidable. Grâce à l'assertion (3) du théorème ??, nous ramenons
le problème à un calcul de composantes connexes sur les graphes engendrés
par les alphabets B ∪ {z, z′} pour tout couple (z, z′) ∈ θZ.

Exemple 11 1. Soit (A, θ) le graphe de commutation suivant.

(2,0)(13,8) linestyle=dashed, framearc=1,�llstyle=solid,
�llcolor=mongris(3, 5)(11, 7.5)(3, 0.5)(12, 3)[135](4.5, 6.0)a[45](9.5, 6.0)e[270](4.5, 1.5)d[270](7.5, 1.5)b[270](11.5, 1.5)c(8.5, 7)Z(9.5, 1.5)B(4.5, 6.0)(9.5, 6.0)(4.5, 6.0)(4.5, 1.5)(9.5, 6.0)(7.5, 1.50)(9.5, 6.0)(11.5, 1.5)

Alors B = {b, c, d} n'est pas un SATF. En e�et, le graphe de non
commutation admet le graphe partiel

a− b− d− e.

Cela peut aussi se véri�er en constatant l'égalité ed.ab = a.edb.

2. Soit (A, θ) le graphe de commutation suivant.

(7,7) linecolor=red(1,5.5)(3.5,3.5)(1,1.5)(6,5.5) (1,5.5)(6,5.5)
(1,5.5)(1,1.5) (1,1.5)(6,1.5) (6,1.5)(6,5.5)
(1,5.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]c
(1,1.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]d
(3.5,3.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]a
(6,1.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]b

(6,5.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]e linestyle=dashed [lin-
earc=0.5,linecolor=green](0.25,.75)(0.25,6.25)(1.75,6.25)(1.75,2.25)(6.75,2.25)

(6.75,.75) [lin-
earc=0.5,linecolor=green](2.75,3.75)(3.75,2.75)(6.75,5.25)(5.75,6.25)

(4.5,3.75)Z (3.5,1.2)B

Alors B = {a, d, b} est un SATF de A. Cela peut se véri�er sur le
graphe de non commutation.

(7,7) linecolor=red(1,5.5)(7,7)(6,1.5)(3.5,3.5)(6,1.5)(1,1.5)(2.25,
4.5)(6,5.5)(6,5.5) (1,5.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]c

(1,1.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]d
(3.5,3.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]a
(6,1.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]b
(6,5.5)[linestyle=none,�llstyle=solid]e
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En e�et, les lettres a et e sont sur deux composantes connexes dif-
férentes.

Le graphe

(2,0)(14,7) framearc=1 (1.5,3.5)(13.5,6.5) (2,0.5)(10.5,3)
border=2pt (3,4.5)(3,2) (3,4.5)(8,2) (6.5,4.7)(3,2) (6.5,4.7)(8,2)

(10.5,4.7)(3,2) (10.5,4.5)(8,2) �llstyle=solid,
�llcolor=mongris(3, 5)(.7, .7)(11, 5)(2, 1)(8, 2)(.7, .7)(3, 5)ab+

(6.5,4.7)[linestyle=none,�llstyle=solid]a (11,5)ab+c(b+ c)∗

(5,6)βa(c, d, b) (5,1)βe(c, d, b) (3,2)[linestyle=none,�llstyle=solid]e
(8,2)ed+

est le graphe de commutation de < βZ(B) >.

2.1.5 Factorisations transitives

Rappelons tout d'abord quelques dé�nitions données par Viennot dans [?] et
[?].
Dé�nition 12 Soit un monoïde et ′ ⊆ un sous-monoïde. Soit = (i)i∈J une
factorisation de . On notera |′ = (ik)k∈K où K = {k ∈ J/k ⊆′} la restriction
de à ′.

Remarque 12 En général, la restriction d'une factorisation à un monoïde
n'est pas une factorisation.

Dé�nition 13 Soit un monoïde. On dé�nit ≺ l'ordre partiel sur l'ensemble
des factorisations de par = (i)i∈J ≺′= (′i)i∈J ′ si et seulement si J ′ admet une
décomposition en une somme ordonnée d'intervalles J ′ =

∑
i∈J Ji telle que

pour tout i ∈ J , la famille (′j)j∈Ji
soit une factorisation de i. On dira dans

ce cas que ′ est plus �ne que .

On a, de façon triviale, la propriété suivante.
Proposition 14 Soit un monoïde. Soient = (i)i∈I et ′ deux factorisations
de telle que �′. Alors pour tout i ∈ I, ′|

i
est une factorisation de i.
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Dé�nition 15 Soient = (B1, B2) une bisection et = (Yi)i∈J une factorisa-
tion toutes deux de (A, θ). On dira que Yi est coupé par si et seulement si les
monoïdes i() =< B1 > ∩ < Yi > et i() =< B2 > ∩ < Yi > sont non-triviaux
(i.e. di�érents de 1).

Nous aurons, dans la suite, besoin du lemme suivant.
Lemme 16 Soient = (B1, B2) une bisection de (A, θ) et = (Yi)i∈[1,n] une
factorisation de (A, θ) telles qu'il existe une factorisation = (Gk)k∈K telle
que ,� alors � si et seulement si aucun Yi n'est coupé par .

Preuve Comme ,�,K peut se décomposer en une somme ordonnée d'intervalles

K = J1 + J2 =
∑
i∈[1,n]

Ii

en accord avec la dé�nition ??. Il existe donc un entier k ∈ [1, n] tel que
J1 =

∑
i∈[1,k−1] i+I ′K et J2 = I ′′k +

∑
i∈[k+1,n] Ii avec Ik = I ′k+I ′′k . Ceci prouve

le résultat.

(7,4) (1,3.4)(6,3.4) (6.5,3.4) (1,3.35)(1,3.45) (4.5,3.35)(4.5,3.45) (1,2)(6,2)
(6.5,2) (1,2.05)(1,1.95) (3,2.05)(3,1.95) (4.5,2.05)(4.5,1.95) (5,2.05)(5,1.95)

(5.5,2.05)(5.5,1.95) (6,2.05)(6,1.95) (1,1)(6,1) (6.5,1) (1,1.05)(1,0.95)
(3,1.05)(3,0.95) (4.5,1.05)(4.5,0.95) (5,1.05)(5,0.95) (5.5,1.05)(5.5,0.95)

(6,1.05)(6,0.95) (3.4,1.05)(3.4,0.95) (2.1,1.05)(2.1,0.95) (2.5,1.05)(2.5,0.95)
(5.7,1.05)(5.7,0.95) linestyle=dashed (4.5,3.4)(4.5,1) (3,2)(3,1) (5,2)(5,1)

(5.5,2)(5.5,1)

Dé�nition 17 Soit = (i)i∈I une factorisation d'un monoïde et pour un
k ∈ I, soit ′ = (′i)i∈I′ une factorisation de k. La composition de et ′ est la
factorisation ′◦ = (′′i )i∈I′′ où l'ensemble I ′′ = I ∪ I ′ − {k} est ordonné par la
relation i < j si et seulement si

1. (i, j ∈ I et i <I j) ou (i, j ∈ I ′ et i <I′ j),

2. i ∈ I, i <I k et j ∈ I ′,

3. i ∈ I ′, j >I k et j ∈ I
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et
′′ =

{
i si i ∈ I
′
i si i ∈ I ′

Dé�nition 18 On appellera factorisation transitive toute factorisation qui
est composée de bisections transitives.

(7,4) (1,3)(6,3) (1,2)(1.9,2) (2.1,2)(3.9,2) (4.1,2)(6,2) (1,1)(6,1)
(1,3.2)(1,2.8) (2,3.2)(2,2.8) (4,3.2)(4,2.8) (6,3.2)(6,2.8) (1,2.2)(1,1.8)
(1.3,2.2)(1.3,1.8) (1.9,2.2)(1.9,1.8) (2.1,1.8)(2.1,2.2) (2.5,1.8)(2.5,2.2)
(3.2,1.8)(3.2,2.2) (3.9,1.8)(3.9,2.2) (4.1,1.8)(4.1,2.2) (5,1.8)(5,2.2)

(6,1.8)(6,2.2) (1,0.8)(1,1.2) (1.3,0.8)(1.3,1.2) (2,0.8)(2,1.2) (2.5,0.8)(2.5,1.2)
(3.2,0.8)(3.2,1.2) (4,0.8)(4,1.2) (5,0.8)(5,1.2) (6,0.8)(6,1.2) linestyle=dashed
(1.3,2)(1.3,1) (2,3)(2,1) (2.5,2)(2.5,1) (3.2,2)(3.2,1) (4,3)(4,1) (5,2)(5,1)

(0.5,3) (1.5,2.5)1 (3,2.5)2 (5,2.5)3 (3.5,0.5)3 ◦2 ◦1◦
Exemple 13 Si on considère le graphe

a − b
| |
d − c

et les bisections transitives 1 = (a, {d, b} ∪ ca∗) et 2 = (ca∗, {d, b}) alors la
factorisation

= (a, ca∗, {b, d}) =2 ◦1
est transitive.

Lemme 19 Soit = (Yi)i∈[1,p] une factorisation transitive de (A, θ) et soit
= (B, βZ(B)) une bisection transitive telle qu'il existe une factorisation plus
�ne que et . Alors, il existe au plus un Yi coupé par et si un tel facteur
existe il véri�e les assertions suivantes

1. Le sous-ensemble T = Yi ∩ (B, θB) est un SATF de Yi et i() est le
monoïde droit de la bisection associée (c'est à dire i() = (βYi−T )(T ), θβYi−T (T ))),

2. La famille (Y1, . . . , Yi−1, T ) est une factorisation transitive de (B, θB),

3. La famille (βYi−T (T ), Yi+1, . . . , Y1) est une factorisation transitive de
(βZ(B), θβZ(B))
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Preuve Supposons que i > j soient deux indices de I tels que Yi et Yj soient
coupés par . Alors, le fait que et aient un majorant commun implique que

j() ⊆ (B, θB) ∩ (βZ(B), θβZ(B)) = {1}

et contredit le fait que Yj soit coupé par . D'où i = j.
(7,4)

(1,3.4)(6,3.4) (6.5,3.4) (1,3.35)(1,3.45) (4,3.35)(4,3.45) (1,2)(6,2) (6.5,2)
(1,2.05)(1,1.95) (3,2.05)(3,1.95) (4.5,2.05)(4.5,1.95) (5,2.05)(5,1.95)
(5.5,2.05)(5.5,1.95) (6,2.05)(6,1.95) (1,1)(6,1) (6.5,1) (1,1.05)(1,0.95)
(3,1.05)(3,0.95) (4.5,1.05)(4.5,0.95) (5,1.05)(5,0.95) (5.5,1.05)(5.5,0.95)

(6,1.05)(6,0.95) (3.4,1.05)(3.4,0.95) (2.1,1.05)(2.1,0.95) (2.5,1.05)(2.5,0.95)
(5.7,1.05)(5.7,0.95) (4,1.05)(4,0.95) (3.5,1.7)T (4.6,1.7)βYi(T ) (4,2.4)Yi

linestyle=dashed (4,3.4)(4,1) (3,2)(3,1) (5,2)(5,1) (5.5,2)(5.5,1) (4.5,2)(4.5,1)

Supposons qu'il existe un indice i ∈ I tel que Yi soit coupé par . Montrons
tout d'abord l'assertion (1).
Par identi�cation des facteurs on trouve alors

(B, θB) =
∏
l<i

(Yl, θYl
).S1

et
(βZ(B), θβZ(B)) = S2.

∏
l>i

(Yl, θYl
)

Avec (Yi, θYi
) = S1.S2 = (1 + S+

1 )(1 + S+
2 ) = 1 + S+

1 + S+
2 + S+

1 S
+
2 . Donc13

S1 = (Yi, θYi
)� (B, θB) = (Yi, θYi

) ∩ (B, θB)

S2 = (Yi, θYi
)� (βZ(B), θβZB) = (Yi, θYi

) ∩ (βZ(B), θβZ(B))

Si on pose T = Yi ∩ (B, θB), on a alors
(Yi, θYi

) ∩ (B, θB) = (T, θT )

D'où
(Yi, θYi

) = (T, θT ).S2.

13Le signe � désigne le produit de Hadamard des séries dé�ni par (S � T,w) :=
(S, w)(T,w)
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Ceci prouve que S2 est la série caractéristique de 〈βYi−T (T )〉 dans la bisection
′ = (T, Yi − T ). De plus Yi − T ∈ (βZ(B), θβZ(B)).
On va montrer maintenant que T est un SATF de Yi (ce qui correspond à
l'assertion (1)).
Supposons que T ne soit pas SATF . Alors, il existe y1, y2 ∈ Yi − T tel que
(y1, y2) ∈ θYi

et une suite (ti)i∈[1,p] (avec p > 0) d'éléments de T telle que
y1 − t1 − ...− tp − y2

soit un graphe partiel du graphe de non commutation de θYi
. De plus, comme

Yi est le code d'un facteur d'une factorisation SATF , alors toute trace ti est
connexe.
On aura besoin du lemme suivant.
Lemme 20 Soient (A, θ) un alphabet à commutations et B un SATF de A.
Soit t ∈ (βZ(B), θβZ

(B) une trace connexe. Alors pour tout couple de lettres
(x, y) ∈ (t)× (t), il existe une chaîne de non commutations

x− a1 − · · · − an − y

où ai ∈ t).

Preuve Soit x ∈ (t) et y ∈ AT (t). Alors, comme t ∈ (βZ(B), θβZ
(B), on a

nécessairement x ∈ Z. Par contre pour y, il faut considérer deux cas.
1. Si y ∈ B, lorsqu'il n'existe pas une telle chaîne on peut écrire t = yt′,

ce qui contredit la dé�nition de βZ(B).
2. Si y ∈ Z, supposons qu'il n'existe pas ce type de chaîne de non com-

mutation. Alors on peut écrire t sous la forme
t = xwz1w1 · · · zkwky = yxwz1w1 · · · zkwk

avec ziwi, xw ∈ βZ(B). Or B est un SATF donc cette commutation
est alphabétique, ce qui signi�e que t est non connexe et contredit nos
hypothèses.

Comme Yi est le code d'un facteur d'une factorisation transitive, il existe un
SATF B′ de A tel que Yi ⊂ (B′, θB′). Le fait que

y1 − t1 − . . .− tp − y2
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soit une chaîne de non commutation implique que la trace y1t1 · · · tny2 est
connexe. Soit a ∈ (y1)et b ∈ (y2). Alors le lemme ?? montre qu'il existe une
suite de lettres (ci)i∈{1,...,q} telle que

a− c1 − · · · − cq − b

soit une chaîne de non commutation.
Posons

α := max{j ∈ {1, . . . , q}|cj ∈ y1)}

et
β := min{j ∈ {1, . . . , q}|cj ∈ y2)}

Comme (y1, y2) ∈ θYi
on a β − α > 0 et
cα − cα+1 − . . .− cβ−1 − cβ

est une chaîne de non commutation. Et donc
y1 − cα+1 − · · · − cβ−1 − y2

aussi. On posera a1 := cα+1, . . . , al := cβ−1.
On peut supposer que i = j si et seulement si ai = aj. En e�et, si ai = aj
alors

y1 − a1 − ...− ai−1 − aj − aj+1 − ...− al − y2

est une chaîne de non commutation.
Posons y1 = z1w1...zkwk et y2 = z′1w

′
1...z

′
k′wk′ où zi, z

′
j ∈ Z et ziwi, z′jw′j ∈

βZ(B). Comme (y1, a1) 6∈ θ, il existe i ∈ [1, k] tel que (ziwi, a1) 6∈ θ. Si
a1 ∈ Alph(wi) alors il existe un facteur gauche u de wi tel que ziua1 ∈ βZ(B).
Si a1 6∈ Alph(w1), alors ziwia1 ∈ βZ(B).

Ceci implique, grâce au lemme ??, que dans tous les cas, il existe un
graphe partiel du graphe de non commutation de θ de la forme

zi − b1 − ...− bt − a1

avec b1, ..., bt ∈ B. De même on montre qu'il existe un graphe partiel du
graphe de non commutation de θ de la forme

z′j − c1 − ...− cs − al
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avec j ∈ [1, k′] et c1, ..., cs ∈ B. Ceci implique que
zi − b1 − ...− bt − a1 − ...al − cs − ...− c1 − z′j

est un graphe partiel du graphe de non-commutation de θ. Or (zi, zj) ∈ θ,
donc B n'est pas un SATF de A. Il y a une contradiction avec les hypothèses,
ce qui prouve que T est un SATF de Yi.

Montrons maintenant (2) et (3) par induction sur p.
Si p = 1 alors le résultat est trivial, sinon on peut écrire sous la forme
=1 ◦2◦′ où ′ = (B′, βZ′(B

′)) est une bisection transitive, 1 = (Y1, . . . , Yk)
une factorisation transitive de (B′, θ′B) et 2 = (Yk+1, . . . Yp) une factorisation
transitive de (βZ′(B

′), θβZ′ (B
′)). Si =′ alors le résultat est trivial. Dans le cas

contraire, le fait que et ′ aient un majorant commun implique que l'on a
nécessairement B ⊂ B′ ou bien B′ ⊂ B. Supposons tout d'abord B′ ⊂ B,
et considérons la trisection transitive (B′, βB−B′(T ), βZ(B)). Les hypothèses
d'induction impliquent que

(Yk+1, . . . , Yi−1, T ) et (βYi−T (T ), Yi+1, . . . , Yp)

sont des factorisations transitives, respectivement, des monoïdes
(βB−B′(B′), θβB−B′ (B)) et (βZ(B), θβZ(B)).

Alors
(Y1, . . . , Yi−1, T ) =1 ◦(Yk+1, . . . , Yi−1) ◦ (B′, βB−B′(B′))

est une factorisation transitive.
Maintenant supposons B ⊂ B′. En utilisant les hypothèses d'induction, les
factorisations (Yk+1, . . . , Yi−1, T ) et (βYi−T (T ), Yi+1, . . . , Yp) sont transitives
et
(βYi−T (T ), Yi+1, . . . , Y1) =2 ◦(βYi−T , Yi+1,...,Yk

) ◦ (B′ −B, ββZ(B)−B′(B′ −B))

est une factorisation transitive. Ceci prouve le résultat.
(7,4) (1,3.4)(6,3.4) (6.5,3.4) (1,3.35)(1,3.45) (4,3.35)(4,3.45) (1,2)(6,2) (6.5,2)

(1,2.05)(1,1.95) (3,2.05)(3,1.95) (4.5,2.05)(4.5,1.95) (5,2.05)(5,1.95)
(5.5,2.05)(5.5,1.95) (6,2.05)(6,1.95) (1,1)(6,1) (6.5,1) (1,1.05)(1,0.95)
(3,1.05)(3,0.95) (4.5,1.05)(4.5,0.95) (5,1.05)(5,0.95) (5.5,1.05)(5.5,0.95)

(6,1.05)(6,0.95) (3.4,1.05)(3.4,0.95) (2.1,1.05)(2.1,0.95) (2.5,1.05)(2.5,0.95)
(5.7,1.05)(5.7,0.95) (4,1.05)(4,0.95) (3.5,1.7)T (4.6,1.7)βYi(T ) (4,2.4)Yi (1,0)(6,0)

(6.5,0)′ linestyle=dashed (4,3.4)(4,0) (3,2)(3,0) (5,2)(5,0) (5.5,2)(5.5,0)
(4.5,2)(4.5,0)
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Lemme 21 Soient = (B, βZ(B)) une bisection transitive et = (Yi)i∈[1,n]

une factorisation transitive telle que �. Alors les factorisations |(B,θB) et
(βZ(B),θβZ (B)) sont transitives.

Preuve Il s'agit d'un cas particulier du lemme ?? en posant =.
Proposition 22 Soient = (Yi)i∈J et ′ = (Y ′j )j∈J ′ deux factorisations transi-
tives �nies de (A, θ) telles qu'il existe une factorisation avec ,′�. Alors il
existe une factorisation transitive �nie ′ telle que

1. On a l'inégalité
,′�′�

2. Pour tout j ∈ J , la factorisation ′|(Yj ,θYj
) est transitive �nie.

3. Pour tout j ∈ J ′, la factorisation ′|(Y ′
j ,θ′Yj

) est transitive �nie.

Preuve Sans restriction, on peut poser J = {1, . . . , n} et J ′ = {1, . . . , n′}
avec n, n′ ∈. Raisonnons par induction sur n. Si n = 1, le résultat est
trivial. Si n = 2, le résultat découle directement des lemmes ??, ?? et ??.
Supposons alors que n > 2. On peut poser =1 ◦2◦ où = (B, βZ(B)) est
une bisection transitive de (A, θ), 1 = (Y1, . . . , Yk) une factorisation tran-
sitive de (B, βZ(B)) et 2 = (Yk+1, . . . , Yn) une factorisation transitive de
(βZ(B), θβZ(B)). Grâce au lemme ??, on peut construire la factorisation tran-
sitive �nie

′′ =

{ ′ si �′
(Y ′1 , . . . , Y

′
i−1, T, βY ′

i
(T ), Y ′i+1, . . . , Y

′
n′) sinon

où i est l'unique indice tel que Y ′i soit coupé par . Cette factorisation véri�e
l'inégalité

′,�′′� .

De plus chaque ′′|(Y ′
j ,θY ′

j
) est une factorisation transitive de (Y ′i , θY ′

i
). En e�et,

si i 6= j il s'agit de la factorisation triviale (sinon ′′|(Y ′
i ,θY ′

i
) = (T, βYi

(T )) qui
est transitive d'après le lemme ??). De la même façon, les factorisations

′′|(B,θB) = (Y ′1 , . . . , Y
′
i−1, T )

et
′′|(βZ(B),θβZ (B)) = (βY ′

i−T , Y
′
i+1, . . . , Y

′
n′)
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sont transitives.
On peut donc utiliser les hypothèses d'induction pour construire une factori-
sation ′′1 telle que

1. On a l'inégalité
1,
′′ |(B,θB) �′′1� |(B,θB),

2. Les factorisations ′′1|(Yj ,θYj
) pour j ∈ {1, . . . , k} sont transitives �nies,

3. Les factorisations ′′1|(Y ′
j ,θY ′

j
) pour j ∈ {1, . . . , i− 1} et ′′1|(T,θT ) sont tran-

sitives �nies
et une factorisation ′′2 telle que

1. On a l'inégalité

2,
′′ |(βZ(B),θβZ (B)) �

′′
2� |(βZ(B),θβZ (B)),

2. Les factorisations ′′2|(Yj ,θYj
) pour j ∈ {k+1, . . . , n} sont transitives �nies,

3. Les factorisations ′′2|(Y ′
j ,θY ′

j
) pour j ∈ {i + 1, . . . , n′} et la factorisation

′′
2|(βY ′

i
−T (T ),θβ

Y ′
i
−T

(T )) sont transitives �nies.

Posons ′ =′′1 ◦′′2◦. On a ,′� G′ �. Les hypothèses d'induction, le lemme ??
et la construction de ′′ nous permettent de conclure.

(5,5) (2.5,2.5)(2.5,2.5)
hatchwidth=.1pt,�llstyle=crosshatch*,linestyle=dotted (2.5,3.5)(1.5,1.5)
(2,4)1 (3,4)2 (2.5,2.5)′ (2.5,1) ->(2,3.8)(2.5,2.7):U� ->(3,3.8)(2.5,2.7):U�

->(2,3.8)(2.3,1.2):U� ->(3,3.8)(2.7,1.2):U� (6,4)Transitives �nies
(6,1)Factorisations (6,3.8)(3.5,3) (6,1.2)(4,2)

Remarque 14 La méthode de construction décrite dans la preuve de la
proposition ?? est utile lorsque l'on veut décider si deux factorisations tran-
sitives ont un majorant commun. En e�et, si on arrive à construire la fac-
torisation ′ la réponse est évidemment a�rmative. Dans le cas contraire on
s'arrête lorsque l'on doit calculer le majorant de deux bisections (B, βZ(B))
et (B′, βZ′(B

′)) telles que B 6⊆ B′ et B′ 6⊆ B (car de telles bisections n'ont
pas de majorant commun).
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Exemple 15 1. Considérons le graphe de commutation suivant

(A, θ) = a− b− c

avec a > b > c. Soient les bisections transitives 1 = ({b, c}, ac∗) et
2 = (c, {b} ∪ ac∗). Alors on a

1,2� (A, θ) = (c, b, a, ac, ac2, . . . , acn, . . .)

La factorisation recherchée est ′ = (c, b, ac∗).

2. Examinons un cas un peu plus compliqué.
Soit le graphe suivant

(A, θ) =
a − b
| |
c − d − e .

On condidère les trisections

1 = ({a, d, e}, ce∗, ({b, c}e+a{a, d, e}∗ ∪ be∗)(ce∗)∗)

et

2 = ({a, e}, ce ∪ d(a∗ ∪ a{a, e}∗),
{b ∪ c}((ce ∪ da∗e{a, e}∗)∗∪
∪e∗a{a, e}∗(da∗ ∪ da+{a, e}∗)∗ ∪ {b, ce}e+(da+{a, e}∗)∗).

Ces deux trisections sont transitives. En e�et, 1 peut s'écrire sous la
forme

1 =2 ◦1
avec

1 = ({a, d, e}, {b, c}e∗({1} ∪ ea{a, d, e}∗)

et
2 = (ce∗, ({b, c}e+a{a, d, e}∗ ∪ be∗)(ce∗)∗)).

La trisection 2 peut, elle aussi, s'écrire comme la composée de deux
bisections transitives

2 =4 ◦3
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avec

3 = ({a, e}, be∗ ∪ ce∗ ∪ be{a, e}∗ ∪ ce{a, e}∗ ∪ da∗ ∪ da{a, e}∗)

et

4 = (ce ∪ d(a∗ ∪ a{a, e}),
{b ∪ c}((ce ∪ da∗e{a, e}∗)∗∪
∪e∗a{a, e}∗(da∗ ∪ da+{a, e}∗)∗ ∪ {b, ce}e+(da+{a, e}∗)∗)).

Suivons l'algorithme décrit dans la proposition ??. On remarque tout
d'abord que 1 coupe [ce ∪ d(a∗ ∪ a{a, e}∗)]. Pn dé�nit donc la factori-
sation transitive

′
2 = ({a, e}, d(a∗ ∪ a{a, e}∗), ce(da{a, e})∗,

{b ∪ c}((ce ∪ da∗e{a, e}∗)∗∪
∪e∗a{a, e}∗(da∗ ∪ da+{a, e}∗)∗ ∪ {b, ce}e+(da+{a, e}∗)∗)).

Si on pose X = {b, c}e∗({1} ∪ ea{a, d, e}∗), il faut maintenant trouver
un majorant commun aux bisections 2 et

′
2|X = (ce(da{a, e})∗,

{b ∪ c}((ce ∪ da∗e{a, e}∗)∗∪
∪e∗a{a, e}∗(da∗ ∪ da+{a, e}∗)∗ ∪ {b, ce}e+(da+{a, e}∗)∗)

Comme on n'a ni ce∗ ⊆ ce(da{a, e})∗ ni ce(da{a, e})∗ ⊆ ce∗, on peut
en déduire que 1 et 2 n'ont pas de majorant commun pour �.

Corollaire 23 Soient = (Yi)i∈I �′ deux factorisations transitives �nies.
Pour tout i ∈ I, la restriction ′|(Yi,θYi

) est une factorisation transitive �nie.

Preuve Il su�t d'utiliser la proposition précédente en posant ,′�′.

La dé�nition suivante est l'adaptation au cas partiellement commutatif d'une
dé�nition due à Viennot [?].
Dé�nition 24 Une factorisation (Yi)i∈I de (A, θ) a localement la pro-
priété P si et seulement si pour tout sous alphabet �ni B ⊂ A et tout entier
n > 0, il existe une factorisation (Y ′i )i∈I′ avec la propriété P et une applica-
tion strictement croissante ψ : I ′ → I véri�ant

Y ′i ∩B≤n = Yψ(i) ∩B≤n
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et
Yj ∩B≤n = ∅

si j 6∈ ψ(I ′).

Dé�nition 25 On notera CLTF (A, θ) l'ensemble des factorisations com-
plètes localement transitives �nies.

Remarque 16 Cet ensemble comprend les factorisations de Lyndon, les fac-
torisations de Lazard dans le cas non-commutatif, les factorisations dé�nies
par Duchamp et Krob dans [?] (ces factorisations sont obtenues en e�ectuant
des bisections transitives avec Z totalement non-commutatif, puis en appli-
quant le principe de factorisation de Lazard sur chacun des monoïdes fac-
teurs). Il comprend aussi d'autres factorisations comme le montre l'exemple
suivant:
Considérons le graphe

(A, θ) = a− b− c− d .

On construit une factorisation complète localement transitive �nie en élimi-
nant successivement les traces c, ac2, b, d, ac et a (on obtient alors la factori-
sation

(A, θ) = c∗.(ac2)∗.b∗.d∗.(ac)∗.a∗.

où est un monoïde (non-commutatif) libre) puis en factorisant par un en-
semble de Lazard sur .
Montrons que l'on ne peut pas obtenir une telle factorisation en utilisant
seulement des bisections transitives avec un membre droit non-commutatif.
Examinons les di�érentes bisections non commutatives de (A, θ)

1. 1 = ({a, c}, βb,d(a, c))

2. 2 = ({b, c}, βa,d(b, c))

3. 3 = ({b, d}, βa,c(b, d))

4. 4 = ({a, b, c}, βd(a, b, c))

5. 5 = ({a, c, d}, βb(a, c, d))

6. 6 = ({b, c, d}, βa(b, c, d))
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7. 7 = ({a, b, d}, βc(a, b, d))

Imaginons que la factorisation coïncide pour n ≤ 3 avec une factorisation
transitive �nie de la forme ′ =′1 ◦′2◦i pour i ∈ [1, 7]. On doit donc examiner
chaque cas:

1. impossible puisque dans notre factorisation on a ac < b

2. impossible puisque dans notre factorisation on a ac2 > b

3. impossible puisque dans notre factorisation on a c > b

4. impossible puisque dans notre factorisation on a a < d

5. impossible puisque dans notre factorisation on a b > a

6. impossible puisque dans notre factorisation on a ac2 > d

7. impossible puisque dans notre factorisation on a c > a

Ceci prouve le résultat.

2.1.6 Algorithmes de décomposition

Soit B un sous alphabet de A non forcément SATF. Alors, on peut facile-
ment trouver la factorisation d'une trace t suivant la bisection (B, βZ(B)) en
appliquant l'algorithme donné dans la proposition suivante.
Proposition 26 L'algorithme

Algorithme 17 Décomposition_bisection

Entrée: t une trace et = (B, βZ(B)) une bisection.
Sortie: (x, y) la factorisation de t selon
Début

Si |t|Z = 0 Alors retourner(t, 1)
Sinon

On pose t = t′zw avec t ∈ (A, θ), z ∈ Z et w ∈ (B, θB).
Soit w′ le pré�xe maximal de w tel que (z, w) ∈ θ, posons alors
w = w′w′′

(x, y)←Décomposition_bisection(t′w′, )
Si y = 1 Alors retourner(x, zw′′)
Sinon retourner(x, y.zw′′)
Fin si



2.1 Factorisations du monoïde 39

Fin si

Fin

calcule la décomposition d'une trace t selon une bisection de la forme (B, βZ(B)).

Preuve Par induction sur la longueur de la trace.

Exemple 18 Soient l'alphabet à commutations

(A, θ) = a− b− c d

et B = {c, d}. L'algorithme ?? trouve la décomposition de la trace dccbcabcdcac
en e�ectuant les étapes suivantes.

(dccbcabcdcac, 1)
(dccbcabcdc, ac)
(dccbcac, bdc.ac)
(dccbc, ac.bdc.ac)
(dccc, b.ac.bdc.ac)

On utilise alors cet algorithme pour calculer la décomposition d'une trace
selon une factorisation transitive �nie.

Algorithme 19 Décomposition_FT

Entrée: t une trace et =n ◦ · · · ◦1 une factorisation transitive �nie.
Sortie: La décomposition t selon .
Début

(x, y)← Décomposition_Bisection(t,1 )
Si n = 1 Alors retourner(x, y)
Sinon

(x1, . . . , xk)← Décomposition_FT(x, |(B,θB))
(xk+1, . . . , xn+1)← Décomposition_FT(y, |(βZ(B),θβZ (B)))

retourner(x1, . . . , xn)

Fin si

Fin
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2.2 Décomposition transitive

2.2.1 Élimination transitive

Le théorème suivant montre que l'on peut généraliser l'élimination de Lazard
dans LK(A, θ) de la même façon que la bisection de Lazard dans (A, θ).
Théorème 27 Soit (B,Z) une partition de A. Alors,

1. On a la décomposition en somme directe

LK(A, θ) = LK(B, θB)⊕ J

où J est l'idéal de Lie engendré par

τZ(B) = {[. . . [z, b1], . . . , bn]|n ∈, zb1 . . . bn ∈ βZ(B)}.

2. La sous algèbre J est partiellement commutative libre si B est un SATF
de A.

3. Réciproquement, si τZ(B) est une famille basique de J alors B est un
SATF de A.

Preuve Dans le cas (non-commutatif) libre, l'élimination de Lazard s'écrit
LK(A) = LK(B)⊕ LK(TZ(B))

où
TZ(B) = {[. . . [z, b1], . . .], bn]|n ∈, z ∈ Z, b1, . . . , bn ∈ B}.

Soit πθ la surjection naturelle de LK(A) sur LK(A, θ). On remarque que
πθ[. . . [z, b1], . . .], bn] = 0⇔ zb1 . . . bn 6∈ βZ(B).

En e�et, si on suppose zb1 . . . bn 6∈ βZ(B) alors il existe m ∈ {1, . . . , n} tel
que (zb1 . . . bm−1, bm) ∈ θ. Ceci prouve que [. . . [z, b1] . . . bm−1], bm] = 0 dans
LK(A, θ). On a donc πθ(TZ(B)) = τZ(B), d'où découle (1).

Montrons (2). Supposons que B est un SATF de A. Considérons l'algèbre
de Lie partiellement commutative libre LK(βZ(B), θβZ(B)). Soit b ∈ B. On
dé�nit l'application Db de βZ(B) dans LK(βZ(B), θβZ(B)) telle que

Db(zw) =

{
zwb si zwb ∈ βZ(B)
0 sinon

pour tout zw ∈ βZ(B) avec z ∈ Z. On a besoin du lemme suivant.
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Lemme 28 Si B est un SATF de A alors Db peut être étendue en une unique
dérivation de LK(βZ(B), θβZ(B)).

Preuve Il su�t de montrer que pour tout couple (z1w1, z2w2) ∈ θβZ(B), on
a

Db(z1w1)z2w2 + z1w1Db(z2w2) = Db(z2w2)z1w1 + z2w2Db(z1w1). (2.1)
Supposons que z1w1b et z2w2b appartiennent toutes deux à βZ(B). Alors, il
existe des lettres b1, . . . , bn, b′1, . . . , b′n ∈ B avec n,m ≥ 0 telles que le graphe
de dépendance admette le graphe partiel

z1 − b1 − . . .− bn − b− b′1 − . . .− b′m − z2.

Ceci contredit le fait que B soit un SATF de A. Donc soit z1w1b 6∈ βZ(B)
soit z2w2b 6∈ βZ(B). L'équation (??) est alors simple a établir.

Suite de la preuve du théorème ?? On notera Db la dérivation engendrée
par Db.
Soit D le morphisme de B dans (LK(βZ(B), θβZ(B))) dé�ni par D(b) = Db.
On a besoin du lemme suivant.
Lemme 29 Il existe un morphisme de Lie

LK(B, θB)→ (LK(βZ(B), θβZ(B)))

prolongeant D.

Preuve Grâce à la propriété d'universalité de LK(B, θB), il su�t de prouver
que [Db, Db′ ] = 0 lorsque (b, b′) ∈ θB. Soit zw ∈ βZ(B). Si zwb, zwb′ ∈ βZ(B)
alors

[Db, Db′ ](zw) = DbDb′(zw)−Db′Db(zw) = zwbb′ − zwb′b = 0.

Si zwb 6∈ βZ(B) ou zwb′ 6∈ βZ(B) alors
DbDb′zw = Db′Dbzw = 0.

Ceci prouve le résultat.
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Suite de la preuve du théorème ?? On dé�nit un morphisme d'algèbre
de Lie

α : LK(βZ(B), θβZ(B))→ (τZ(B), θτZ(B))

en posant α(zb1 . . . bn) = [. . . [z, b1] . . . , ]bn] pour toute trace zb1 · · · bn ∈
βZ(B) et une application

φ : LK(βZ(B), θβZ(B)) nD LK(B, θB)→ LK(A, θ)

telle que pour tout polynôme P ∈ LK(βZ(B), θβZ(B)) et Q ∈ LK(B, θB), on
ait φ(P,Q) = α(P ) +Q.
Montrons que φ est un morphisme d'algèbre de Lie. Soit P, P ′ ∈ LK(βZ(B), θβZ(B))
et Q,Q′ ∈ LK(B, θB). On a :

[φ(P,Q), φ(P ′, Q′)] = [α(P ), α(P ′)]− [Q′, α(P )] + [Q,α(P ′)] + [Q,Q′].

On a besoin du lemme suivant.
Lemme 30 On a

α(DQ(P )) = [α(P ), Q]

pour tout P ∈ LK(βZ(B), θβZ(B)) et Q ∈ LK(B, θB).

Preuve Montrons le résultat par induction sur Q. Si Q = b ∈ B alors on
montre le résultat par induction sur P . Si p = z ∈ Z alors le résultat est
évident. Si P = [P1, P2] on a

α(Db([P1, P2])) = [[α(P1), b], P2] + [α(P1), [α(P2), b]].

Par induction et en utilisant l'identité de Jacobi on trouve le résultat. Sup-
posons que Q = [Q1, Q2] alors

α(D[Q1,Q2](P )) = [[α(P ), Q2], Q1]− [[α(P ), Q1], Q2]

en appliquant les hypothèses d'induction sur Q. L'identité de Jacobi nous
donne encore le résultat.

Fin de la preuve du théorème ?? En utilisant le lemme ??, on a
[φ(P,Q), φ(P ′, Q′)] = α([P, P ′]−DQ′(P ) +DQ(P ′)) + [Q,Q′]

= φ([(P,Q), (P ′, Q′)].
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Soit ψ l'application de A dans LK(βZ(B), θβZ(B)) nD LK(B, θB) dé�nie par

∀a ∈ A,ψ(a) =

{
(a, 0) si a ∈ Z
(0, a) si a ∈ B .

On peut voir facilement que pour tout couple (a, b) ∈ θ, [ψ(a), ψ(b)] = 0. La
propriété d'universalité de LK(A, θ) permet d'étendre ψ en un morphisme
d'algèbre de Lie de LK(A, θ) dans LK(βZ(B), θβZ(B))nDLK(B, θB). De plus,
un rapide calcul donne

ψ ◦ φ = IdLK(βZ(B),θβZ (B))nDLK(B,θB)

et φ ◦ ψ = IdLK(A,θ). Donc, les algèbres de Lie partiellement commutatives
LK(A, θ) et LK(βZ(B), θβZ(B)) n LK(B, θB) sont isomorphes. Il en résulte
que LK(βZ(B), θβZ(B)) et J sont isomorphes, ce qui prouve le résultat.

Montrons (3). Supposons qu'il existe un couple de lettres (z, z′) ∈ θZ et
une suite de lettres b1, . . . , bn ∈ B tels que le graphe de non commutation
admette le sous-graphe

z − b1 − . . .− bn − z′.

On a alors
[z, [[. . . [z′, bn], . . . b2], b1] = z[. . . [z′, bn] . . . b2]b1 − zb1[. . . [z′, bn] . . . b2]

−[. . . [z′, bn] . . . b2] + b1[. . . [z
′, bn] . . . b2]z

= [. . . [z′, bn] . . . b2]zb1 − zb1[. . . [z′, bn] . . . b2]
−[. . . [z′, bn] . . . b2]b1z + [. . . [z′, bn] . . . b2]b1z

= [. . . [z′, bn] . . . b2], [z, b1]]
(∗)

Ceci prouve que J n'est pas libre de famille basique τZ(B).

Remarque 20 La partie (3) de ce théorème ne signi�e pas forcément que J
n'est pas une algèbre de lie partiellement commutative libre. En e�et, on peut
imaginer qu'elle admet une famille basique autre que τZ(B). Nous n'avons
pas réussi à prouver ni à réfuter cette version forte du théorème.
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2.2.2 Construction de bases de l'algèbre de Lie

On dé�nit dans ce paragraphe une classe de bases contenant les bases trou-
vées par Duchamp et Krob dans [?], [?] et [?] en utilisant des partitions
chromatiques de l'alphabet ainsi que les bases de Lyndon partiellement com-
mutatives trouvées par Lalonde dans [?, ?].
Dé�nition 31 Soit = (Yi)i∈[1,n+1] une factorisation transitive �nie. On
notera ˜ l'ensemble des n-uplets de bisections transitives (1, . . . ,n ) tels que
=n ◦ . . .1. Les éléments de˜seront appelés les historiques de .
Soit une factorisation transitive et f = (1, . . . ,n ) ∈ .̃ On notera f−1

n

l'historique (1, . . . ,n−1 ) (de la factorisation n−1 ◦ · · · ◦1).

Dans le cas général, pour une factorisation transitive donnée , l'ensemble ˜
possède plus d'un élément. Sa décomposition en bisections transitives n'est
pas unique comme le montre l'exemple suivant.
Exemple 21 Soit le graphe à commutations

(A, θ) = a− b− c

et la factorisation transitive = (c, b, ac∗) alors

=̃{(({b, c}, ac∗), ({b, c})), ((c, {b} ∪ ac∗), (b, ac∗))}

Le but de la prochaine dé�nition est d'étendre la construction de la décom-
position associée à une bisection transitive à toutes factorisations transitives
�nies.
Dé�nition 32 Soient = (Yi)i∈[1,n+1] une factorisation transitive �nie et f ∈.
Le crochetage de suivant f est l'application

Πf :→ LK(A, θ)

dé�nie inductivement de la façon suivante.
Si n = 1 ( est une bisection transitive et f est une séquence de longueur 1 de
la forme ((B, βZ(B)))) alors pour toute trace t ∈

Πf t =

{
t si t ∈ B

[. . . [z, b1] . . . bk] si w = zb1 . . . bk ∈ βZ(B) et z ∈ Z.
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Si n > 1, choisissons f = (1, . . . ,n ) ∈ ˜ et posons n−1 ◦ . . . ◦1 = (Y ′i )i∈[1,n].
Soit j ∈ [1, n] tel que n = (Y ′′j , βY ′

j−Y ′′
j
(Y ′′j )) (avec Y ′′j ⊂ Y ′j ). L'application

Πf est alors dé�nie de la façon suivante. Pour tout trace t ∈

Πf t =


Πf−1

n
t si t ∈ −Y ′j ∪ Y ′′j

[. . . [Πf−1
n
y1,Πf−1

n
v1], . . . ,Πf−1

n
vk] si w ∈n −Y ′′j .

En posant w = y1v1 . . . vk avec y1 ∈ Y ′j − Y ′′j et v1 . . . vk ∈ Y ′′j .

Exemple 22 Considérons le graphe

(A, θ) =
a − b
| |
c − d − e

et la factorisation

= ({a, d, e}, ce∗, ({b, c}e+a{a, d, e}∗ ∪ be∗)(ce∗)∗).

On a
f = (({a, d, e}, {b, c}e∗({1} ∪ ea{a, d, e}∗),

(ce∗, ({b, c}e+a{a, d, e}∗ ∪ be∗)(ce∗)∗))) ∈ .̃

On peut donc dé�nir Πf . Soit la trace t = be2aadecece2ce5. Si on pose

= ({a, d, e}, {b, c}e∗({1} ∪ ea{a, d, e}∗),

on a

Πf t = [[[Π()be
2aade,Π()ce],Π()ce

2],Π()ce
5]

= [[[[[[[[[b, e], e], a], a], d], e], [c, e]], [[c, e], e]], [[[[[c, e], e], e], e], e]].

En utilisant le théorème ??, on montre par induction sur le nombre de bisec-
tions la proposition suivante.
Proposition 33 Soit = (Yi)i∈[1,n] une factorisation transitive. Alors, pour
tout f ∈ ,̃ on a la décomposition en somme directe

LK(A, θ) =
⊕

i∈[1,n−1]

LK(ΠfYi, θi)

où pour tout i ∈ [1, n]

θi = {(Πfy1,Πfy2)|y1, y2 ∈, (y1, y2) ∈ θ}.
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Exemple 23 Si on reprend l'exemple ??, on trouve que

LK(A, θ) = LK(B, θB)⊕ LK(X1, θX1)⊕ LK(X2, θ)

où B = {a, d, e}, X1 = Πfce
∗ et X2 = Πf ({b, e}e+a{a, d, e}∗ ∪ be∗)(ce∗)∗).

Dans la suite, nous généralisons la notion de crochetage aux factorisations
localement transitives �nies.
Dé�nition 34 Soit = (Yi)i∈J une factorisation localement transitive �nie.
Un crochetage Π de est une application de dans LK(A, θ) telle que pour tout
sous-alphabet �ni B ⊂ A et pour tout entier n > 0, il existe une factorisation
transitive n, = (Y n,B

i )i∈Jn,B
et un historique f ∈ ˜n,B tels que pour toute trace

t ∈ ∩B≤n on a Πt = Πfn,B
t.

On a besoin du lemme suivant.
Lemme 35 Soient �′ deux factorisations transitives �nies. Alors pour tout
f ∈ ,̃ il existe f ′ ∈ ′̃ véri�ant, pour toute trace t ∈, l'identité Πf t = Πf ′t.

Preuve Posons = (Yi)i∈[1,n+1]. D'après le corollaire ??, les restrictions
′|(Yi,θYi

) sont transitives �nies. Choisissons f = (1, . . . ,p ) ∈ ˜ et pour tout
i ∈ [1, n] fi = (i1, . . .

i
ki

) ∈ ˜′
(Yi,θYi

). Alors, l'historique

f ′ = (1, . . . ,p ,
1
1 , . . . ,

1
k1
, . . . ,p1 , . . . ,

p
kp

)

véri�t, pour toute trace t ∈, l'égalité Πf t = Πf ′t.

Théorème 36 Soit (A, θ) un alphabet à commutations. Toute factorisation
localement transitive �nie de (A, θ) admet un crochetage.

Preuve Soit = (Yi)i∈J une factorisation localement transitive �nie. En
utilisant la proposition ??, on peut construire une séquence de factorisations
transitives �nies (n,B)n∈,B⊂A,B<∞ telle que

1. Si n ≤ n′ et B ⊂ B′ alors n,B �n′,B′

2. Pour tout n ∈ et B ⊂ A, n,B �
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3. Pour tout n ∈ et tout sous-alphabet �ni B de A, si on pose n,B =

(Y n,B
i )i∈[1,kn,B ], il existe une application strictement croissante φn,B de

[1, kn,B] dans J véri�ant
(Y n,B

i , θY n,B
i

) ∩B≤n = (Yφn,B(i), θYφn,B(i)
)

et
j /∈ φn,B([1, kb,B])⇒ (Yj, θYj

) ∩B≤n = ∅.

Grâce au lemme ??, on peut dé�nir, pour tout n > 0 et pour tout sous al-
phabet �ni B de A une séquence fn,B ∈ ˜n,B telle que pour tout m ≺ n, tout
B′ ⊂ B et toute trace t ∈m,B′ ∩B′≤n, on a l'indentité Πfm,B′

t = Πfn,B
t. On

dé�nit donc Π comme l'application de dans LK(A, θ) telle que Πt = Πf|t|,t)t.

On a maintenant, facilement, le résulat suivant.
Proposition 37 Soit ∈ CLTF (A, θ) et Π un crochetage de alors la séquence
(Πf)f∈ est une base de LK(A, θ) en tant que K-module.

Exemple 24 Soit le graphe à commutations

(A, θ) = a− b− c− d

On peut construire "localement" pour n ≤ 3 la base
([[a, d], b], [[a, d], d], [[a, d], a], [a, d], [a, [a, c]], a, [a, c], [[a, c], c], [[a, d], c],
[b, d], [[b, d[, b], [[b, d], d], b, c, d ).

Remarque 25 Sur les exemples exposés, les bases sont les mêmes que celles
obtenues dans [?], seul l'ordre change, ce qui donne lieu à de nouvelles bases
de Poincaré-Birkho�-Witt. Cela permet aussi de développer une algorith-
mique spéci�que de décomposition des polynômes. Dans le paragraphe suivant
nous étudierons la décomposition dans le cas général et, un peu plus loin, nous
verrons que dans certains cas particuliers, l'algorithmique est plus agréable
et utilise des notions comme les séquences standard adaptées du cas libre.

2.2.3 Algorithmes de décomposition

SoitB est un sous alphabet de A (non nécessairement transitif). L'algorithme
suivant permet de décrire un polynôme de Lie suivant la famille de généra-
teurs τZ(B) ou B (suivant son appartenance au facteur droit au gauche de
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la bisection).
Soit P ∈ L(A, θ). On considèrera ici uniquement les crochetages de traces
(la décompositions des autres polynômes de Lie pouvant alors être obtenue
en distribuant l'algorithme sur les composantes des polynômes).

1. Si P ∈ A alors la décomposition est immédiate.
2. Sinon, on peut écrire P sous la forme P = [P1, P2].

(a) Si P1, P2 ∈ LK(B, θB) alors le polynôme est déjà décomposé.
(b) Si P1, P2 ∈< τZ(B) > alors il su�t de décomposer P1 et P2 et de

développer [P1, P2]

(c) Si P1 ∈< τZ(B) > et P2 ∈ LK(B, θB) alors
i. Si P1 ∈ τZ(B) et P2 ∈ B alors il n'y a rien à faire (en e�et
dans ce cas P ∈ τZ(B) ou P = 0 si b commute avec P1).

ii. Si P1 ∈ τZ(B) et P2 ∈ LK(B, θB) alors P2 peut s'écrire sous
la forme P2 = [P ′2, P

′′
2 ]. L'identité de Jacobi donne

P = [[P1, P
′
2], P

′′
2 ]− [[P1, P

′′
2 ], P ′2].

Il su�t alors d'écrire les polynômes [[P1, P
′
2], P

′′
2 ] et [[P1, P

′′
2 ], P ′2]

selon la bisection.
iii. Si P1 ∈< τZ(B) > −τZ(B) et P2 ∈ LK(B, θ) alors on peut

écrire p sous la forme P1 = [P ′1, P
′′
1 ]. L'identité de Jacobi

donne
P = [P ′1, [P

′′
1 , P2]] + [[P ′1, P2], P

′′
1 ]

Il su�t donc d'écrire les polynômes P ′1 et P ′′1 selon la bisection
en utilisant 2.b) et 2.c), puis [P ′1, P2] et [P ′′1 , P2] en utilisant
2.c.ii).

(d) Si P1 ∈ LK(B, θB) et P2 ∈< τZ(B) > alors il su�t d'utiliser 2.c)
avec −P .

Exemple 26 Si on considère le graphe suivant

(A, θ) = a− b− dc

l'algorithme précédent décompose le monôme [[[b, c], a], [d, c]] suivant les étapes
ci-dessous
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1. [[[b, c], a], [d, c]] = [[b, c], [a, [d, c]] + [[[b, c], [d, c]], a]

2. [a, [d, c]] = [[a, d], c] + [[a, c], d]

3. [[b, c], [d, c]] = [[[b, c], d], c]− [[[b, c], c], d].

D'où le résultat

[[[b, c], a], [d, c]] = [[b, c], [[a, d], c]]− [[b, c], [[a, d], d]
+[[[[b, c], d], c], a]− [[[[b, c], c], d], a]

.

On peut étendre cet algorithme à toutes les factorisations transitives �nies,
dont on connaît une écriture sous forme de composition de bisections transi-
tives, en utilisant l'algorithme précédent pour chacune de ces bisections.

2.2.4 Éliminations transitives dans d'autres structures

L'élimination transitive admet des analogues dans d'autres structures par-
tiellement commutatives libres. La bisection de Lazard de (A, θ) donne im-
médiatement

K < A, θ >' K < B, θB > ⊗K < βZ(B), θβZ(B) >

si B est un SATF de A.
Le groupe partiellement commutatif libre se dé�nit par la présentation

(A, θ) =< A; {ab = ba}(a,b)∈θ >gr .

La transposition au groupe demande de faire appel à l'alphabet des lettres
inverses. Rappelons que l'on peut construire le groupe partiellement com-
mutatif libre à l'aide de "réduites" [?, ?]. Si A est un alphabet, on construit
Ã = A ∪ A où A est une copie disjointe {a}a∈A de A.
L'alphabet Ã est muni de l'involution (sans point �xe) x→ x telle que x = x.
On étend θ par

θ̃ = {(x, y) ∈ Ã2|{(x, y), (x, y), (x, y), (x, y)} ∩ θ 6= ∅}.

On dé�nit ensuite l'application naturelle s0 : Ã → (A, θ) par s0(a) = a et
s0(a) = a−1 pour tout a ∈ A. Comme s0 respecte les commutations de θ̃, on
a une factorisation

aÃ c(A, θ)

b(Ã, θ̃) .

− >acs0< −cbs− >ab
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La �èche s est surjective. Pour tout g ∈ (A, θ), il existe un antécédent unique
de plus petite longueur dans s−1(g). Cet élément est appelé la "réduite" de
g (l'ensemble de toutes les "réduites" sera noté red(Ã, θ̃), ses éléments seront
appelés les traces réduites).
On a une décomposition similaire à celle de l'algèbre de Lie.
Théorème 38 Soit (B,Z) une partition de A. Alors

1. On a la décomposition en produit semi-direct

(A, θ) = (B, θB) nHZ

où HZ est le sous groupe engendré par

ρZ(B) = {w−1zw|z ∈ Z,w ∈ (B, θB)}.

2. Le groupe HZ est libre pour le code ρZ(B) et les commutations

θ̂ρ := {(t, t′) ∈ ρZ(B)2|tt′ = t′t et t 6= t′}.

Preuve On montre l'assertion 1) par projection du cas libre.
Montrons 2). Soient ρ̂ = {at}t∈ρZ(B) un alphabet en bijection avec ρZ(B) et
θ̂ la relation de commutation sur ρ̂ dé�nie par (at, at′) ∈ θ̂ si et seulement si
t 6= t′ et tt′ = t′t dans (A, θ).
On dé�nit pour tout b ∈ B, σb : ρ̂→ ρ̂ par σb(at) = ab−1tb. Cette application
peut s'étendre en un automorphisme σb de (ρ̂, θ̂). En e�et, on peut remarquer
que b−1tb ∈ ρZ(B) et que si (at, at′) ∈ θ̂ alors (σb(at), σb(at′)) ∈ θ̂.
Soit σ : B → Aut((ρ̂, θ̂)) l'application dé�nie par σ(b) = σb. Comme pour
tout couple (b, b′) ∈ θB on a σbσb′ = σb′σb, cette application peut s'étendre
en un morphisme σ : (B, θB)→ Aut((ρ̂, θ̂)).
On considère alors le produit semi-direct

=̂(B, θB) nσ (ρ̂, θ̂).

Montrons queˆet (A, θ) sont isomorphes.
Soit α : ρ̂ → ρZ(B) l'application dé�nie par α(at) = t. Alors la dé�nition
de θ̂ et la propriété d'universalité de (ρ̂, θ̂) impliquent que α s'étend en un
morphisme (ρ̂, θ̂)→ (ρZ(B), θρZ(B)).
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Soit µ : →̂(A, θ) l'application telle que µ((u, v)) = uα(v). Montrons que µ
est un morphisme de groupe. On a alors

α(σu(v)) = u−1α(v)u. (2.2)
Cette égalité se montre par une récurence sur (|red(v)|, |red(u)|). On a donc

µ((u1, v1))µ((u2, v2)) = u1α(v1)u2α(v2) = u1u2α(σu2(v1))α(v2)
= u1u2α(σu2(v1)v2)) = µ((u1u2, σu2(v1)v2))
= µ((u1, v1)(u2, v2)).

Ceci prouve que µ est bien un morphisme de groupe.
Soit s : A→ˆ l'application dé�nie par s(b) = (b, 1) si b ∈ B et s(z) = (1, az)
si z ∈ Z. Un rapide calcul montre que s peut s'étendre en un morphisme
de groupe (il su�t de montrer que si (c, d) ∈ θ alors s(c)s(d) = s(d)s(c)).
En remarquant que l'applications s ◦ µ (resp. µ ◦ s) restreinte au système de
générateurs {(b, 1)|b ∈ B} ∪ {(1, at)|t ∈ ρZ(B)} (resp. A) est l'identité, on
trouve que s ◦ µ = Id̂ (resp. µ ◦ s = Id(A,θ)). Ceci prouve

(A, θ) ' (B, θB) nσ (ρ̂, θ̂).

Il en résulte que α est un isomorphisme. Ceci achève la démonstration de la
proposition.

Notons la di�érence entre l'algèbre de Lie et le groupe. On peut toute-
fois retrouver un phénomène analogue au théorème ??.3 en ne considérant
que les commutations alphabetiques.
Dé�nition 39 Soit t ∈ (A, θ). On notera t) l'ensemble des lettres appa-
raissant dans red(t). Comme dans le cas du monoïde, si E ⊂ (A, θ), on
notera

θE = {(t, t′) ∈ E2|tt′ = t′t et t) ∩ t′) = ∅}.

Proposition 40 Le sous alphabet B est TFSA si et seulement si θ̂ρ = θρZ(B)

Preuve Supposons B est TFSA. Le fait que (w−1
1 z1w1, w

−1
2 z2w2) ∈ θ̂ρ im-

plique (z1, z2) ∈ θ. Comme B est TFSA alors
w−1

1 z1w1) ∩ w−1
2 z2w2) = z1w1) ∩ z2w2) = ∅,



52 Factorisations partiellement commutatives libres

ce qui prouve que θ̂ρ = θρZ(B).
Réciproquement supposons que B ne soit pas TFSA. Il existe (z1, z2) ∈ θZ
et une chaîne de non commutations minimale

z1 − a1 − · · · − ak − c− bl − · · · − b1 − z2.

La minimalité de cette chaîne donne
(a−1
k · · · a

−1
1 z1a1 · · · ak, b−1

l · · · b
−1
1 z2b1 · · · bl) ∈ θρZ(B) ⊂ θ̂ρ.

En posant
t1 = c−1a−1

k · · · a
−1
1 z1a1 · · · akc

et
t2 = c−1b−1

l · · · b
−1
1 z2b1 · · · blc

on a t1t2 = t2t1. Pourtant t1) ∩ t2) = {c}, ce qui prouve que θ̂ρ 6⊂ θρZ(B).
Remarque 27 Dans le cas du monoïde et de l'algèbre de Lie, le code est
en bijection avec βZ(B) ( {[· · · [z, a1], · · · , an]}za1···an∈βZ(B) pour l'algèbre de
Lie). Dans le cas du groupe, il est en bijection avec l'ensemble βRZ (B̃) des
traces réduites de βZ(B̃) ( il s'agit de {w−1zw}zw∈βR

Z (B̃)).
Pour le groupe comme pour l'algèbre de Lie, le fait que les commutations de
ces codes soient alphabétiques est équivalent à dire que B est TFSA.
Pour le groupe, si B n'est pas TFSA, autoriser toutes les commutations de
(A, θ) rétablit la liberté; il n'en est pas de même de l'algèbre de Lie où d'autres
identités peuvent apparaître (cf l'équation (*) de la section 2.2.1).

2.3 Ensembles de Hall transitifs

Dans cette section, on suppose que A est �ni et on considère des graphes non
orientés sans boucle dont les sommets sont des éléments du magma libre (A)
(i.e. les arbres binaires dont les feuilles sont des lettres) muni de l'opération
”.” dé�nie par t1.t2 = (t1, t2).
On dira qu'un sous-ensemble E ⊆ (A) est clos si et seulement si

(t1, t2) ∈ E ⇒ t1, t2 ∈ E.

Et on notera (ban) = (· · · ((b, a), a), · · · , a).
Pour tout arbre t, t) désignera l'ensemble des lettres apparaissant dans t. Si
θ est une relation de commutation sur l'alphabet A, on dé�nit

θ(A) := {(t, t′)|t)× t′) ⊂ θ}.
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Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté, on notera θ=θ(A).

2.3.1 Réduction étoilée

Dé�nition 41 Soit (A, θ) un alphabet à commutations.

1. On appelle descente dans (A, θ) un n-uplet de lettres (a1, . . . , an) tel
que pour tout i dans [1, n] et pour tout b, c ∈ A−{a1, . . . , ai}, si (b, c) ∈
θ alors (b, ai) ∈ θ ou (c, ai) ∈ θ.

2. La lettre a1 sera appelée l'amorce de la descente.

3. On dira qu'une descente (a1, . . . , an) est complète si et seulement si
A = {a1, . . . , an}.

4. On dira que (A, θ) est de type H si et seulement si il admet une de-
scente complète.

Remarque 28 On peut reformuler la dé�nition (??) de façon récursive. Un
alphabet (A, θ) est de type H si et seulement si

1. L'alphabet A est réduit à une lettre ou

2. |A| > 1 et il existe une lettre a ∈ A telle que pour toute commutation
(a1, a2) ∈ θ on ait (a, a1) ∈ θ ou (a, a2) ∈ θ et que (A− a, θA−a) soit de
type H.

Exemple 29 1. Pour l'alphabet à commutations

(A, θ) =
a − d − e
| |
b − c

la famille (a, d, b, c, e) est une descente complète de (A, θ) qui est donc
de type H.

2. L'alphabet à commutations

(A, θ) =
a − b
c − d

n'est pas un alphabet de type H.
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Dé�nition 42 Soient E un ensemble clos, G = (A, θ) un alphabet à com-
mutations et a ∈ A. Le H-etoilé de (A, θ) selon a au rang E est l'alphabet
G∗aE := (A∗aE , θ

∗a
E ) dé�ni par{
A∗aE = (A− a) ∪ {(ban) ∈ E|n > 0, (b, a) 6∈ θ}
θ∗aE = θA∗a

E
.

Lorsque E = (A)≤n (l'ensemble des arbres construits sur au plus n lettres)
on notera G∗an , A

∗a
n et θ∗an à la place de G∗aE , A

∗a
E et θ∗aE .

Exemple 30 Soit l'alphabet à commutations

(A, θ) = a− b− c− d

alors

(A∗c4 , θ
∗c
4 ) =

(a, c)
|

a − b −(ac2) d
|

(ac3)

Proposition 43 Soit G = (A, θ) un alphabet à commutations de type H et
(a1, . . . , an) une descente complète. Alors pour tout ensemble clos �ni E,
G∗a1
E est de type H et (a2, . . . , an) est une descente de G∗a1

E .

Preuve Soit Λa1,E(G) = (a′1, . . . , a
′
m) une suite de sommets de G∗a1

E telle que
1. a′i = a′j si et seulement si i = j,
2. m = ]A∗a1

E
14

3. (a2, . . . , an) est une sous-suite de (a′1, . . . , a
′
m),

4. (ala
p
1) < al pour tout l ∈ [2, n] et p ≥ 1 (cela implique (a1, al) 6∈ θ),

5. (ala
p
1) > al−1 pour tout l ∈ [3, n] et p ≥ 1 (cela implique (a1, al) 6∈ θ).

14Ici ]E désigne le cardinal de E.
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Montrons que Λa1,E(G) est une descente complète deG∗a1
E . Il su�t de prouver

que pour tout k ∈ {1, . . . p} et pour tout k1, k2 > k, si (a′k1 , a
′
k2

) ∈ θ∗a1
E alors

(a′k1 , a
′
k) ∈ θ

∗a1
E ou (a′k2 , a

′
k) ∈ θ

∗a1
E .

Posons a′k = ala
p
1, a′k1 = al1a

p1
1 et a′k2 = al2a

p2
1 . Par dé�nition (a′k1 , a

′
k2

) ∈
θ∗a1
E implique (al1 , al2) ∈ θ et p1 = 0 ou p2 = 0. Supposons que p2 = 0
(l'autre cas étant totalement symétrique). D'après la dé�nition de Λa1,E, on
a nécessairement l < l1, l2 et (al, al1) ∈ θ ou (al, al2) ∈ θ.
On doit alors considérer deux possibilités:

1. Si (al, a1) ∈ θ alors p = 0 et (a′k = al, al1a
p1
1 ) ∈ θ∗a1

E ou (al, al2) ∈ θ∗a1
E(car (al, al1) ∈ θ ou (al, al2) ∈ θ).

2. Si (al, a1) 6∈ θ. Supposons tout d'abord que p = 0, si (al, al2) ∈ θ
alors le résultat est véri�é. Si (al, al2) 6∈ θ alors (al, al1) ∈ θ, dans ce
cas comme (a1, . . . , an) est une descente (a1, al1) ∈ θ et donc p1 = 0.
Ceci prouve encore le résultat. Supposons maintenant que p1 6= 0. Si
(al, al1) ∈ θ, on a (a1, al1) ∈ θ (ceci est impossible par hypothèse) ou
(a1, al1) ∈ θ (ceci est impossible car p1 6= 0), ce qui est en contradiction
avec nos hypothèses. Donc (al, al1) 6∈ θ et (al, al2) ∈ θ (car (a1, . . . , an)
est une descente). De plus (al, a1) 6∈ θ implique (pour la même raison)
(al2 , a1) ∈ θ et (a′k, a

′
k2

) ∈ θ∗a1
E .

Ceci prouve que Λa1,E(G) est une descente. Comme m = ]A∗a1
E , elle est

complète et donc G∗a1
E est de type H. De plus, (a2, ..., an) étant une sous-

suite de (a′1, . . . , a
′
p), c'est une descente de G∗a1

E .
Exemple 31 Soit l'alphabet à commutations

(A, θ) = a− b− c− d

alors Λa1,4 = (c, b, ac, ac2, ac3, a, d).

2.3.2 Ensembles de Lazard transitifs

Dé�nition 44 Soit G = (A, θ) et L ⊂ (A). On dira que L est un ensemble
de Lazard transitif si et seulement si pour tout sous-ensemble E clos �ni de
(A) , L∩E = {s1, ..., sk} tel qu'il existe k+1 graphes G1 = (A1, θ1), ..., Gk+1 =
(Ak+1, θk+1) véri�ant

1. G1 := G
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2. Gk+1 := (∅, ∅)

3. Pour tout i < k + 1, si ∈ Ai et si est l'amorce d'une descente complète
sur Gi.

4. Gi+1 := (Gi)
∗si
E .

On notera s1 > s2 > . . . > sk.

La proposition suivante montre que le test de cette dé�nition peut être re-
streint aux ensembles d'arbres de taille bornée.
Proposition 45 L est un ensemble de Lazard transitif si et seulement si
pour tout n ≤ 1 on a , L ∩ (A)≤n = {s1, ..., sk} tel qu'il existe k + 1 graphes
G1 = (A1, θ1), ..., Gk+1 = (Ak+1, θk+1) véri�ant

1. G1 := G

2. Gk+1 := (∅, ∅)

3. Pour tout i < k + 1, si ∈ Ai et si est l'amorce d'une descente complète
sur Gi.

4. Gi+1 := (Gi)
∗si
n .

Preuve Si L est un ensemble de Lazard transitif alors il véri�e les propriétés
de l'énoncé. En e�et, il su�t de lui appliquer E = (A)≤n qui est un ensemble
clos.
Montrons la réciproque. Soient E un ensemble clos �ni de (A) et L un en-
semble décrit dans l'énoncé. Soit n = max{|t|/t ∈ E}. D'après sa dé�nition,
L ∩ A≤n = {s1, ..., sk} et il existe k + 1 graphes G1, ..., Gk+1 véri�ant (1),
(2), (3) et (4). Or L ∩ E ⊂ L ∩ (A)≤n. Il existe donc l (0 < l ≤ k) tel que
L ∩ E = {si1 ...sil} où i1, . . . , il ∈ [1, k] et i1 > . . . > ik . On dé�nit

A′1 := A ∩ E
θ′1 := θ ∩ E × E
G′1 := (A′1, θ

′
1)

et pour tout p (0 < p < l + 1)
G′p+1 = (A′p, θ

′
p) := (G′p)

∗sip

E .

On a besoin des lemmes suivants.
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Lemme 46 Pour tout p ∈ [1, l], A′p ∩ E = Aip ∩ E.

Preuve Montrons le résultat par induction sur p. Si p = 1 alors A′1 = A∩E,
ce qui prouve le résultat.
Supposons l'hypothèse vraie pour tout k < p. Alors A′p−1∩E = Aip−1∩E. Or
pour tout l ∈ [ip−1, ip−1], sl 6∈ E, ce qui implique que A′p−1∩E = Aip−1∩E.
Comme Gip = G

∗sip−1

ip−1
, on peut écrire Aip sous la forme Aip = A+

ip
∪ A−ip où

A+
ip

:= {(s, skip−1
) ∈ (A)≤n|s ∈ A′p−1, (s, sip−1) ∈ θip−1}

et
A−ip := {(s, skip−1

) ∈ (A)≤n|s ∈ Aip−1 − A′p−1, (s, sip−1) ∈ θip−1}.

Montrons tout d'abord que A−ip ∩ E = ∅. Il su�t, en fait, de remarquer que
si s 6∈ A′p−1 alors soit s ∈ Aip−1 , et dans ce cas par induction s 6∈ E, soit
s 6∈ Aip−1 , et dans ce cas s = (s′, sk

′

l′ ) avec ip−1 < l < ip. Or par dé�nition
sl′ 6∈ E, d'où s 6∈ E. Donc, A−ip ∩ E = ∅.
Il en découle Aip ∩ E = A+

ip
∩ E et par induction

Aip ∩ E = {(s, skip−1
) ∈ E|s ∈ Aip−1 , (sip , s) ∈ θ} = A′p ∩ E.

Lemme 47 Soient G = (A, θ) un graphe de commutation, A′ ⊂ A et G′ =
(A′, θ′) le sous-graphe de G engendré par A′. Si s = (si)i∈[1,k] est une de-
scente complète de G alors la sous-suite de s′ de s composée uniquement des
éléments de A′ est une descente complète de G′.

Preuve Un rapide raisonnement par l'absurde montre que si s′ n'est pas
une descente alors s n'est pas une descente.
Le fait qu'il existe une descente complète de Gip d'amorce sip implique,
d'après le lemme ??, qu'il existe une descente complète de G′p d'amorce sip .
Montrons maintenant que G′l+1∩E = (∅, ∅). Soit t ∈ A′il+1

. Alors t ∈ Ail+1 ⊂
L. D'où t ∈ L et donc t 6∈ E par construction. De plus le lemme ?? im-
plique que pour tout p ∈ [1, l], sp ∈ G′p. Les graphes G′1, ..., G′l véri�ent donc
les conditions (1), (2), (3) et (4) de la dé�nition des ensembles de Lazard
transitifs.
Proposition 48 Un graphe G est de type H si et seulement si il existe un
ensemble de Lazard transitif.
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Preuve Soit (s1, ..., sn) une descente complète de G. Pour tout k, on con-
struit la séquence Nk de la façon suivante. On pose

D0 = (s1, ..., sn) G0 = G

Di+1 = Λ
s
(i)
1 ,(A)≤k(Gi) = (s

(i+1)
1 ...s

(i+1)
ni+1 ) Gi+1 = G

∗s(i)1
k

et Nk = (s
(1)
1 ...s

(p)
1 ), où p est le plus petit entier positif 15 tel que Gp = (∅, ∅).

De plus par construction Nk est une sous-suite de Nk+1. Ceci prouve que
L = lim

k→∞
Nk

16 est un ensemble de Lazard.
Réciproquement, soit L un ensemble de Lazard transitif. Si on pose L∩A =
{a1, . . . ak}, la suite des éléments de A, (a1, . . . , ak) classés dans l'ordre de L,
est une descente complète de G.
Exemple 32 Considérons l'alphabet à commutations.

(A, θ) = a− b− c− d.

Si on pose n = 3, on peut construire les familles suivantes en suivant l'algorithme
utilisé dans la preuve de la proposition précédente.

D0 := (c, b, a, d),
D1 := (b, (a, c), (ac2), a, d)),
D2 := ((a, c), (ac2), a, (d, b), (db2), d),
D3 := ((ac2), (a, (a, c)), a, (d, b), (db2), (d, (a, c)), d),
D4 := ((a, (a, c)), a, (d, b), (db2), (d, (a, c)), d),
D5 := (a, (d, b), (db2), (d, (a, c)), d),
D6 := ((d, b), (db2), (d, (a, c)), (d, a), (da2), d),
D7 := ((db2), (d, (a, c)), (d, a), (da2), (d, (, b)), d),
D8 := ((d, (a, c)), (d, a), (da2), (d, (d, b)), d),
D9 := ((d, a), (da2), (d, (d, b)), d),
D10 := ((da2), (d, (d, b)), (d, (d, a)), d),
D11 := ((d, (d, b)), (d, (d, a)), d),
D12 := ((d, (d, a)), d),
D13 := (d),

15Un tel entier existe puisque l'ensemble des arbres ayant moins de k feuilles ((A)≤k)
est �ni.

16Au sens de la convergence par restriction aux arbres bornés avec un nombre de feuilles
�xé.
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D14 := ∅.

L'ensemble recherché est donc

{c, b, (a, c), ((a, c), c), (a, (a, c)), a, (d, b), ((d, b), b), (d, (a, c)), (d, a),
((d, a), a), (d, (d, b)), (d, (d, a)), d}

Dans la suite, on notera fθ le morphisme canonique (A) → (A, θ) que l'on
nommera feuillage.

Proposition 49 Soit (B, βZ(B)) une bisection transitive. Pour tout k > 0,
le graphe (βZ(B) ∩ (A, θ)≤k, θβZ(B)∩(A,θ)≤k) est isomorphe à (A∗ak , θ

∗a
k ).

Preuve Évident si on constate que (t1, t2) ∈ θ∗ak si et seulement si
(fθ(t1), fθ(t2)) ∈ θβZ(B).

Dé�nition 50 On dira qu'une factorisation est gauche (resp. droite) si et
seulement si elle véri�e une des assertions suivantes:

1. Elle est indécomposable (i.e. on ne peut pas l'écrire comme une com-
position de factorisations).

2. On a =1 ◦2 où 2 = (Yi)i∈I est une factorisation gauche (resp. droite)
telle que I admette un plus petit (resp. grand) élément i0 et que 1 soit
une factorisation gauche (resp. droite) de < Yi0 >.

En appliquant récursivement la proposition ??, on trouve le théorème suivant
qui justi�e la limitation aux graphes de type H.

Théorème 51 Le monoïde (A, θ) admet une factorisation complète locale-
ment transitive gauche17 (resp. droite) si et seulement si le graphe de com-
mutation de θ est de type H.

Remarque 33 Le théorème ?? prouve que le problème d'existence de fac-
torisation de Lazard transitive est décidable.

17Voir Viennot [?] pour une étude complète des factorisations localement dichotomiques
gauches �nies dans le cas libre.
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2.3.3 Dé�nition et propriétés des ensembles de Hall tran-
sitifs

Dé�nition 52 Un ensemble de Hall transitif pour la commutation θ est
une famille d'arbres (h)h∈H de (A) totalement ordonnée par une relation
d'ordre < telle que la famille (fθ(h))h∈H forme une factorisation complète de
(A, θ) et que les conditions suivantes sont véri�ées

1. A ⊂ H

2. Si h = (h′, h′′) ∈ H − A alors h′′ ∈ H et h < h′′

3. Si h = (h′, h′′) ∈ (A)− A alors h ∈ H si et seulement si

(a) h′, h′′ ∈ H
(b) h′ < h′′

(c) (fθ(h
′), fθ(h

′′)) 6∈ θ
(d) Soit h′ ∈ A soit h′′ = (x, y) avec y ≥ h′

Le résultat suivant permet de caractériser les éléments d'un ensemble de
Lazard transitif d'une façon proche des ensembles de Hall.
Théorème 53 Soient (A, θ) un alphabet à commutations et L ⊂ (A). Alors
L est un ensemble de Lazard transitif si et seulement si c'est un ensemble de
Hall transitif.

Preuve Soit L un ensemble de Lazard transitif. La partie (1) de la dé�nition
?? est évidente.
Soit h ∈ L− A. Alors, on peut écrire h sous la forme h = (h1h

p
2) avec p ≥ 1

avec h1, h2 ∈ L et p > 0. Posons L ∩ (A)≤|h| = {s1, . . . ,k }. Alors, il existe
G1, . . . , Gk+1 véri�ant les assertions (1), (2), (3) et (4) de la dé�nition des
ensembles de Lazard. Soit l le plus petit entier tel que h ∈ Al. Par construc-
tion sl−1 = h2, ceci prouve que h2 > h et l'assertion (2).
Montrons maintenant la propriété (3).
Soit h ∈ L−A. Posons L∩(A)≤|h| = {s1, . . . ,k }. Alors il existe G1, . . . , Gk+1

véri�ant les assertions (1), (2), (3) et (4) de la dé�nition des ensembles de
Lazard. De plus h peut s'écrire sous la forme (h1h

p
2) avec (h1h

p−1
2 ) < h2 ∈ L et

p > 0. En e�et, si on considère le plus petit entier l ≤ k tel que (h1h
p
2) ∈ Al

alors h2 = sl−1, h1 ∈ Al (et donc h1 < h2) et (h1h
p−1
2 ) ∈ Al (et donc
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(h1h
p−1
2 ) < h2). De plus par construction, ((h1h

p−1
2 ), h2) 6∈ θl, ce qui im-

plique (fθ((h1h
p−1
2 )), fθ(h2)) 6∈ θ. On a prouvé les parties (3.a), (3.b) et (3.c)

de la dé�nition ??. Si p = 1, alors comme h2 ≥ h2, h véri�e l'assertion (3.d)
de la dé�nition des ensembles de Hall transitifs. Si p > 1, supposons h1 6= A.
On peut écrire h1 sous la forme h1 = (h′1h

′′q
1) avec h′′1 > h2. En e�et, si

l′ est le plus petit entier tel que h1 ∈ Al′ alors h′′1 = sl′−1 et l′ < l, ce qui
implique h′′1 > h2. La partie (3.d) de la dé�nition des ensembles de Hall est
donc satisfaite.
Réciproquement, considérons un arbre h = (h1, h2) véri�ant les assertions
(3.a), (3.b), (3.c) et (3.d) de la dé�nition ??. On peut poser L ∩ (A)≤|h| =
{s1, ..., sk}. D'après la dé�nition de L il existe k+1 graphes G1, . . . Gk véri�-
ant les points (1), (2), (3) et (4) de la dé�nition des ensembles de Lazard
transitifs. Par construction, il existe i > j ∈ [1, k] tel que h1 = si et
h2 = sj. Si h1 ∈ A alors comme h1 ∈ Aj, on a nécessairement h1 ∈ Aj+1. Or
(fθ(h1), fθ(h2)) 6∈ θ donc (h1, h2) ∈ Aj+1 et h ∈ L. Supposons maintenant
que h1 6∈ Aj. On peut écrire h1 = (sms

p
l ) avec m > l, p ≥ 1 et l < i. On

a sl ≥ h2, ce qui implique l ≤ j. De plus h1 ∈ Al et i > j d'où h1 ∈ Aj et
h ∈ Aj+1 ∩ (A)|h| ⊂ L.

Montrons maintenant la réciproque. Soit H un ensemble de Hall transitif.
On a besoin des lemmes suivants.
Lemme 54 On a max{h ∈ H} = c ∈ A et ∀(b, a) ∈ θ on a (b, c) ∈ θ ou
(a, c) ∈ θ

Preuve L'appartenance de max{h ∈ H} à A provient du fait que tout arbre
de H est inférieur à son sous arbre droit.
Supposons qu'il existe (b, a) ∈ θ tel que (b, c) 6∈ θ et (a, c) 6∈ θ. Il faut
considérer quatre cas:

1. Si (a, c) > b et (b, c) > a alors h1 = (b, (a, c)), h2 = (a, (b, c)) ∈ H.
2. Si (a, c) > b et (b, c) < a alors h1 = (b, (a, c)), h2 = ((b, c), a) ∈ H.
3. Si (a, c) < b et (b, c) > a alors h1 = ((a, c), b), h2 = (a, (b, c)) ∈ H.
4. Si (a, c) < b et (b, c) < a alors h1 = ((a, c), b), h2 = ((b, c), a) ∈ H.

Dans tous les cas, fθ(h1) et fθ(h2) sont soit égaux soit conjugués, ce qui
implique que (fθ(h))h∈H n'est pas une factorisation complète de (A, θ).
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Lemme 55 Soit c l'élément maximal de H. On pose

X := {(acn)|a ∈ A− c, n ≥ 0, (a, c) 6∈ θ} ∪ {b/(b, c) ∈ θ)}

et θX := θ∩X
2. Alors :

1. H ′ := H ∩ (X) est un ensemble de Hall transitif sur (X) pour la com-
mutation θX

2. De plus H = H ′ ∪ {c}.

Preuve Montrons tout d'abord (1). Les points (1) et (2) de la dé�nition
des ensembles de Hall sont immédiats, il reste à prouver le point (3).Soit
h ∈ H ′ − X avec h = (h′, h′′). Alors h′, h′′ ∈ (X) ∩ H = H ′, h′ < h′′ et si
h′ 6∈ X alors h′ = (x, y) avec y ≥ h′′. Réciproquement, soient h′, h′′ ∈ H ′

avec h′ ≤ h′′ et (h′, h′′) 6∈ θ. Si h′ ∈ X − A alors h′ = (x, c) et c > h′′, ce
qui implique h ∈ H ′. Si h′ ∈ A ou h′ = (x, y) avec y > h′′ alors clairement
(h′, h′′) ∈ H ′.
Pour prouver (2) il su�t de montrer que H − {c} ⊂ H ′. Soit h ∈ H − {c},
raisonnons par induction sur |h|. Si h ∈ A − {c} alors le résultat est immé-
diat. Si h 6∈ A − {c}, alors on peut écrire h = (h′, h′′) avec h′, h′′ ∈ H. Si
h′′ = c alors comme h′ < h′′, h′ 6= c et par induction h′ ∈ H ′. Comme H ′ est
un ensemble de Hall transitif il en découle h ∈ H ′. Supposons maintenant
que h′′ ∈ H−{c}. Alors h′′ < c et par induction h′′ ∈ H ′ et de la même façon
h′ < h′′ < c, ce qui implique h′ ∈ H ′. De plus h = (h′, h′′) véri�e les points
(3.a), (3.b), (3.c) et (3.d) de la dé�nition des ensembles de Hall transitifs.
Donc h ∈ H ′.

Soit E un sous-ensemble clos �ni de (A). Raisonnons par récurrence sur
]E. Si ]E = 1 alors E ⊂ A et le résultat est trivial. Supposons donc que
]E > 1. Soit A′ := (A) ∩ E . Par projection, H dé�nit un ensemble de Hall
transitif sur (A′) pour la commutation θA′ . Posons

c := max{h ∈ H ∩ E},
X := {(acn)|a ∈ A− c, n ≥ 0, (a, c) 6∈ θ} ∪ {b/(b, c) ∈ θ},
θX := θ∪X

2,
H ′ := H ∩ (X) et
E ′ := E ∩ (X).

Si E ′ = ∅ alors H ∩ E = {c} et la dé�nition des ensembles de Lazard
transitifs est respectée. Si E ′ 6= ∅, alors E ′ est un ensemble �ni clos de
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(A) strictement inclus dans E. Le lemme ?? permet d'a�rmer que H ′ est un
ensemble de Hall et que H ′∩E ′ = H∩E ′. Par induction sur ]E on trouve que
H ′∩E ′ = H ∩E ′ = {h1, ..., hp} et donc qu'il existe p+1 graphes G1, ..., Gn+1

véri�ant les points (1), (2), (3) et (4) de la dé�nition des ensembles de Lazard
transitifs. Si on pose G0 = (A, θ) et h0 = c, alors H∩E = {h0 = c, h1, ..., hn}.
De plus G1 = (G0)

∗c
E puisque c'est le graphe de commutation de l'alphabet

X ∩ E. Donc les n + 2 graphes G0, ..., Gn+1 véri�ent les conditions (1),(2),
(3) et (4) de la dé�nition des ensembles de Lazard transitifs.

2.3.4 Algorithmique des séquences standards

Ce qui suit montre que la théorie trouvée en [?] et exposée en [?] s'adapte
bien aux graphes de type H.
Soit H un ensemble de Hall transitif. Une séquence standard d'arbres de
Hall est une suite �nie (h1, ..., hn) d'arbres de Hall telle que pour tout i ∈ [1, n]
on a hi ∈ A ou hi = (h′i, h

′′
i ) avec h′′i ≥ hi+1, ..., hn.

Une montée est un indice i tel que hi < hi+1. Une montée légale est une
montée i telle que hi+1 ≥ hi+2, ..., hn. Soit s une séquence standard et i une
montée légale. On écrit s → s′ où s′ = (h1, ..., hi−1, (hi, hi+1), hi+2, ..., hn)
lorsque (fθ(hi), fθ(hi+1) 6∈ θ et s′ = (h1, ..., hi−1, hi+1, hi, hi+2..., hn) dans le
cas contraire.
Proposition 56 Soient s une séquence standard et s′ une autre séquence
telle que s→ s′. Alors s′ est standard.

Preuve Soit i la montée légale associée à s → s′. Si (hi, hi+1) 6∈ θ alors
le résultat se démontre comme dans le cas non commutatif (cf. [?, ?]). Si
(hi, hi+1) ∈ θ alors s′ = (h1, .., hi+1, hi, ..., hn). Posons hj = (h′j, h

′′
j ) pour

tout hj 6∈ A. On a évidemment
hi 6∈ A⇒ h′′i ≥ hi+2, ..., hn

et
hi+1 6∈ A⇒ h′′i+1 ≥ hi+2, ..., hn,

car s est standard. De plus h′′i+1 > hi+1 > hi par hypothèse. Ceci implique
que s′ est standard.
On notera ∗→ la fermeture transitive de →. On a alors la propriété suivante.
Proposition 57 Soit s une séquence standard. Il existe une unique séquence
standard décroissante s′ telle que s

∗→s′.
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Preuve L'existence provient du fait que si s→ s′ où s′ n'est pas décroissante
alors s′ admet une montée légale. Comme le nombre de séquences standards
du même multidegré total que s est �ni, on en déduit que le processus de
réécriture s'arrête par une séquence standard décroissante.

Montrons l'unicité.
On a besoin du lemme suivant.
Lemme 58 Soient w une trace et s′ une séquence telles que s(w)

∗→s′ =
(h1, .., hn). Alors w = fθ(h1)...fθ(hn).

Preuve Il su�t de remarquer que la réduction n'utilise que des commuta-
tions autorisées par θ, et donc ne modi�e pas la trace.
Il existe une séquence de lettres t telle que t ∗→s et cette séquence est unique
aux commutations près. En e�et, si s = (h1, . . . , hn) alors t est une séquence
de lettres (a1, . . . , an) telle que a1 . . . ak = fθ(h1) . . . fθ(hn) (Lemme ??).
À toute trace w on associe une séquence de lettres s(w) = (a1, ..., an) telle
que w = a1...an. Donc il existe une séquence décroissante s′(w) telle que
s(w)

∗→s′(w).
Le lemme ?? et le fait que (fθ(h))h∈H soit une factorisation complète implique
que s′(w) est unique.
Exemple 34 On considère l'alphabet à commutations suivant:

(A, θ) = a− b− c− d.
Soit H un ensemble de Hall tel que H ∩ (A)≤3 soit l'ensemble calculé dans
l'exemple ??. On a les réécritures suivantes:

(b, c, a, c, c, b, d, b, d, d, a, d)
↓

(b, c, a, c, c, b, d, b, d, (d, a), d)
↓

(b, c, a, c, c, b, d, b, (d, (d, a)), d)
↓

(b, c, (a, c), c, b, (d, b), (d, (d, a)), d)
↓

(b, c, ((a, c), c), b, (d, b), (d, (d, a)), d)
↓

(b, c, b, ((a, c), c), (d, b), (d, (d, a)), d)
↓

(c, b, b, ((a, c), c), (d, b), (d, (d, a)), d)
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D'où
bcac2bdbd2ad = c.b.b.ac2.db.d2a.d.

Soient s = (h1, ..., hn) une séquence standard et i une montée légale, on
dé�nit

λi(s) = (h1, ..., hi−1, (hi, hi+1), hi+2, ..., hn)

et
ρi(s) = (h1, ..., hi−1, hi+1, hi, hi+2, ..., hn).

On dé�nit l'arbre de dérivation de la séquence s, comme étant un arbre de
T (s) de racine s tel que

1. Si s est décroissante alors T (s) est réduit à sa racine.
2. Sinon, soit i la montée légale de s la plus à droite (elle existe puisque
s n'est pas décroissante). Alors,
(a) Si (hi, hi+1) ∈ θ, T (S) admet un seul sous arbre T (ρi(s)).
(b) Sinon, T (S) admet comme sous arbre gauche T (λi(s)) et comme

sous arbre droit T (ρi(s)).
Posons [], l'application canonique de (A) dans LK(A, θ) et [s] = [h1][h2] · · · [hn].
On a la propriété suivante.
Proposition 59

[s] =
∑

s′∈F (s)

[s′]

Où F (s) est le feuillage de l'arbre T (s).

Preuve Il su�t de remarquer que

[hi][hi+1] =

{
[(hi, hi+1)] + [hi+1][hi] si (hi, hi+1) ∈ θ
[hi+1][hi] sinon .

Exemple 35 En reprenant l'exemple ??, on peut calculer l'arbre de dériva-
tion suivant.



66 Factorisations partiellement commutatives libres

(13,6) (6.5,5.8)(b, c, a, c, c, b, d) (3,5)(b, c, c, a, c, b, d) (1.5,4)(b, c, c, c, a, b, d)
(1.5,3)(b, c, c, c, b, a, d) (1.5,2)(c, b, c, c, b, a, d) (1.5,1)(c, c, b, c, b, a, d)

(1.5,0)(c, c, c, b, b, a, d) (4.5,4)(b, c, c, (a, c), b, d) (4.5,3)(b, c, c, b, (a, c), d)
(4.5,2)(c, b, c, b, (a, c), d) (4.5,1)(c, c, b, b, (a, c), d) (10,5)(b, c, (a, c), c, b, d)
(8.5,4)(b, c, c, (a, c), b, d) (8.5,3)(b, c, c, b, (a, c), d) (8.5,2)(c, b, c, b, (a, c), d)

(8.5,1)(c, c, b, b, (a, c), d) (11.5,4)(b, c, ((a, c), c), b, d) (11.5,3)(b, c, b, ((a, c), c), d)
(11.5,2)(c, c, b, ((a, c), c), d) ->(6.5,5.6)(3,5.2) ->(3,4.8)(1.5,4.2)

->(1.5,3.8)(1.5,3.2) ->(1.5,2.8)(1.5,2.2) ->(1.5,1.8)(1.5,1.2) ->(1.5,0.8)(1.5,0.2)

->(3,4.8)(4.5,4.2) ->(4.5,3.8)(4.5,3.2) ->(4.5,2.8)(4.5,2.2) ->(4.5,1.8)(4.5,1.2)

->(6.5,5.6)(10,5.2) ->(10,4.8)(8.5,4.2) ->(8.5,3.8)(8.5,3.2) ->(8.5,2.8)(8.5,2.2)

->(8.5,1.8)(8.5,1.2) ->(10,4.8)(11.5,4.2) ->(11.5,3.8)(11.5,3.2)

->(11.5,2.8)(11.5,2.2)

Ce qui signi�e

bcaccbd = c.c.c.b.b.a.d+ 2c.c.b.b.[a, c].d+ c.b.b.[[a, c], d].d.

La décomposition d'un polynôme de Lie dans la base de Hall transitive se fait
de façon classique en utilisant l'identité de Jacobi. La méthode est résumée
dans la preuve du résultat suivant.
Proposition 60 Soit h1, h2 ∈ H alors

[[h1], [h2]] =
∑

|h|=|h1|+|h2|
h=(h′,h′′) avec h′′≤sup(h1,h2)

αh[h]

Preuve On va montrer le résultat par induction sur l'ensemble des couples
(|h1|+ |h2|, sup(h1, h2)) ordonnés lexicographiquement.
On peut supposer que h1 < h2 (en e�et [[h1], [h2]] = −[[h2], [h1]] et [[h], [h]] =
0). Si h1 ∈ A ou h1 = (h′1, h

′′
1) avec h′′1 ≥ h2 alors le résultat est immédiat.

Supposons donc que h′′1 < h2. L'identité de Jacobi donne
[[h1], [h2]] = [[[h′1], [h

′′
1]], [h2]] = [[[h′1], [h2]]], [h

′′
1]] + [[h′1], [[h

′′
1], [h2]]].

Par induction on a
[[h′1], [h2]] =

∑
αi[hi]

[[h′′1], [h2]] =
∑

βj[kj]

avec hi = (h′i, h
′′
i ), h′′i ≤ sup(h′1, h2) et kj = (k′j, k

′′
j ), k′′j ≤ sup(h′′1, h2). D'où

[[h1], [h2]] =
∑

αi[[hi], [h
′′
1]] +

∑
βj[[h

′
1], [kj]].

Or sup(hi, h
′′
1), sup(kj, h

′
1) < h2 = sup(h1, h2). On peut donc appliquer les

hypothèses d'induction pour trouver le résultat.
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2.4 Conclusion

Les ensembles de Hall ont de multiples applications dans le cas non commu-
tatif. En e�et, non seulement ils permettent des calculs de bases et de com-
mutateurs basiques mais ils sont aussi reliés à des problèmes d'informatique
théorique. On les retrouve, par exemple, en théorie des codes (codes synchro-
nisants, distribution de longueur de codes circulaires...) , dans des calculs de
bases de l'algèbre de mélange (base duale), les séries dérivées, séries centrales
descendantes du groupe libre [?] ...

Certains problèmes admettent un pendant partiellement commutatif. On
pourrait être amené à penser que la construction de tels ensembles pourrait
aider à répondre à de multiples questions. Pour l'instant, les seuls ensembles
"de type" Hall que nous connaissons sont les ensembles de Hall transitifs.
Bien qu'ils n'apparaissent pas dans tous les monoïdes partiellement commu-
tatif libres, ils pourraient être utiles pour résoudre "localement" des prob-
lèmes. Il y aurait donc une recherche à mener sur cette famille de monoïdes
admettant des ensembles de Hall transitifs (notamment en théorie des codes).
La première question que l'on pourrait se poser est la suivante: connaissant
un ensemble de Hall transitif écrit sous forme de mots, peut-on retrouver la
base de Lie correspondante (par recrochetage)? Ce type de question montre
d'où risquent de venir les principales di�cultés de cette voie. En e�et, dans
le cas libre, la preuve de l'algorithme permettant de recrocheter un mot de
Hall utilise un outil qui fait défaut dans le cas partiellement commutatif : le
lemme de Levi, qui malgré l'existence d'une généralisation au monoïde des
traces, explique à lui seul de nombreuses di�érences entre les deux cas.
Un autre axe de recherche pourrait être d'étudier les propriétés des factori-
sations localement transitives �nies, dans le but de les relier à d'autres prob-
lèmes d'informatique théorique. Malheureusement, ces objets sont encore
di�ciles à manipuler, faute d'outils et aussi de leur trop grande généralité
(les ensembles de Hall du cas non commutatif sont beaucoup plus agréables
à utiliser: on n'a pas à se soucier de l'historique des factorisations par exem-
ple).
On peut encore essayer de généraliser complètement les ensembles de Hall en
étudiant les factorisations des monoïdes du type < βZ(B) > lorsque B n'est
pas un SATF (en utilisant une approche par la théorie des automates par ex-
emple). Il faudra alors consentir à abandonner quelques unes des propriétés
des ensembles de Hall qui nous étaient bien utiles dans le cas libre.
Pour aller plus loin, on peut se poser la question de la généralisation des
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bascules (là encore le lemme de Levi risque de poser problème), ou bien de
l'élimination de Lazard dans d'autres structures partiellement commutatives
libres: p-algèbre de Lie, super algèbre de Lie (s'il existe un analogue par-
tiellement commutatif de cette structure) etc...
En bref, le travail e�ectué sur les factorisations de Hall dans cette thèse
n'est qu'une première étape dans la construction de "vraies" bases de Hall
partiellement commutatives. De nombreux et intéressants problèmes nous
attendent encore dans ce domaine.



Chapter 3

Support de l'algèbre de Lie

partiellement commutative libre

3.1 Introduction

Un théorème de Ree [?] a�rme qu'un polynôme est orthogonal à tout polynôme
de Lie si et seulement si il est combinaison linéaire de mélanges propres (i.e.
uv avec u, v 6= 1). Il est naturel de se demander quels sont les mots qui satis-
font cette propriété. Plus précisément : quel sont les mots qui n'apparaissent
jamais dans le support d'un polynôme de Lie développé. Cette question,
posée par Schützenberger a été résolue dans [?].

Théorème(Duchamp-Thibon)
Un mot apparaît dans le support de l'algèbre de Lie libre si et seulement si
il n'est ni une puissance > 1 d'une lettre, ni un palindrome de longueur paire.

Par exemple le mot abba n'apparaît pas dans le support de L(A). En ef-
fet, il peut être écrit comme

abba = abba− 1

2
abab.

Ce résultat peut aussi être véri�é en développant tous les crochets des mots
de Lyndon de multidegré (2, 2). Par contre, le mot aba apparaît dans le
support comme le montre le développement

[a, [a, b]] = aab− 2aba+ baa.

69
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Dans ce chapitre, nous traiterons du même problème dans le cadre des com-
mutations partielles. Ce sujet a fait l'objet d'un travail en collaboration avec
G. Duchamp et E. Laugerotte et d'un exposé lors du colloque WORD'99 [?].

3.2 Généralités

Dans tout ce paragraphe le morphisme canonique A∗ → (A, θ) sera noté πθ.
Soit f une application de A∗ dans un ensemble S. On dira que f est θ-
cohérente si elle est constante sur les classes de commutation. Dans ce cas,
on peut dé�nir une application fθ de (A, θ) dans S telle que fθ ◦ πθ = f .
(3,3) (0.5,2.5)A∗ (2.5,2.5)S (1.5,0.5)(A, θ) (1.5,2.8)f (0.5,1.5)πθ (2.5,1.5)fθ

->(1,2.5)(2,2.5) ->(0.5,2.2)(1.2,1) ->(1.8,1)(2.5,2.2)
Soient f : A∗ → (A, θ) et g : A∗ → S deux applications θ-cohérentes . Alors
gθ ◦ f est aussi θ-cohérente et on a (gθ ◦ f)θ = gθ ◦ fθ.

(3,3) (0.5,2.5)A∗ (2.5,2.5)S (0.5,0.5)(A, θ) (2.5,0.5)(A, θ) (1.5,2.8)g (0.2,1.5)f
(1.5,0.2)fθ (2.8,1.50)g)θ (2.1,1.2)πθ (1.5,2.2)(gθ ◦ f)θ ->(1,2.5)(2,2.5)

->(0.5,2.2)(0.5,0.8) ->(2.5,0.8)(2.5,2.2) ->(1.2,0.5)(1.8,0.5) ->(0.6,2.2)(2.2,0.8)
->(0.6,0.8)(2.2,2.2)

Par exemple, la longueur (resp. le degré partiel par rapport à un sous alpha-
bet S ⊆ A) d'un mot est une application θ-cohérente.
L'application A∗ → P(A) associant à tout mot l'ensemble des lettres le com-
posant est aussi une application θ-cohérente. Dans ces cas on notera |t|, |t|S
et t) à la place de |t|θ, (|t|a)θ et θ(t).
Rappelons que l'image miroir d'un mot w = a1 · · · an est le mot w = an · · · a1

où a1, . . . , a − n ∈ A. La symétrie de θ implique que l'application linéaire
πθ ◦ () est θ-cohérente. On appellera involution d'une trace t = a1 · · · an la
trace t = an · · · a1. On dira qu'une trace est involutive si et seulement si elle
est égale à son involution1.
Lemme 61 Il n'existe pas de trace connexe de longueur impaire de la forme
t = bwc avec b 6= c ∈ A telle que bw et wc soient des traces involutives et
connexes.

1Il s'agit de la généralisation des palindromes. Toutes les traces involutives ne peuvent
pas s'écrire comme des palindromes. En e�et, si on considère l'alphabet (A, θ) = a− b c
alors la trace cabc est involutive.



3.2 Généralités 71

Preuve Supposons qu'une telle trace existe. On peut alors la choisir de
longueur minimale. Notons la t = bwc. Le fait que wc (resp. bw) soit invo-
lutive implique que c ∈ (wc) (resp. b ∈ (bw)). La trace t étant de longueur
impaire on a nécessairement w 6= 1. La trace wc étant non connexe, cela
signi�e qu'il existe une lettre d ∈ w) telle que (c, d) 6∈ θ et donc c ∈ (t).
De même, on peut montrer que b ∈ (w). Alors t = bcw1bc où cw1b est une
trace connexe de longueur impaire (en e�et cw1b) = t)). Les traces wc et bw
étant involutives, il en est de même pour cw1 et w1b. Ce sont de plus deux
traces connexes car w1) = t). Il en découle que la trace cw1b véri�e encore
les hypothèses et contredit la minimalité de t.

L'application de Dynkin r de A∗ dans L(A) est dé�nie par r(a) = a si a ∈ A
et r(aw) = [a, r(w)] pour tout mot w ∈ A+.
Proposition 62 L'application πθ ◦ r est θ-cohérente.

Preuve On a besoin du lemme suivant.
Lemme 63 Soient a ∈ A et v1, v2 ∈ A∗ tels que a 6∈ v1) et av1 = v1a alors

πθ ◦ r(av1v2) = πθ ◦ r(v1av2).

Preuve Nous allons montrer ce résultat par induction sur |v1|. Lorsque
|v1| = 1, le lemme découle directement de l'identité de Jacobi:

πθ ◦ r(av1v2) = πθ ◦ r(abv2)
= [a, [b, πθ ◦ r(v2)]]
= [[a, b], πθ ◦ r(v2)] + [b, [a, πθ ◦ r(v2)]]
= [b, [a, πθ ◦ r(v2)]]
= πθ ◦ r(bav2).

Sinon, supposons v1 = bv3 avec b ∈ A− {a} et a 6∈ v3). Par induction sur la
longueur du mot on trouve

πθ ◦ r(av1v2) = πθ ◦ r(abv3v2)
= πθ ◦ r(bav3v2)
= [b, πθ ◦ r(av3v2)]
= [b, πθ ◦ r(v3av2)]
= πθ ◦ r(v1av2).
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Fin de la preuve de la proposition ?? Supposons u ≡θ v et raisonnons
par induction sur la longueur de u. Si |u| = 1 alors on a nécessairement u = v
et le résultat est immédiat. Si |u| > 1, on peut écrire u = au1 et v = v1av2

avec a 6∈ v1). Si v1 = 1, alors il su�t de montrer que πθ ◦ r(u1) = πθ ◦ r(v2),
ce qui est vrai par induction sur la taille des mots. Si v1 6= 1, alors néces-
sairement v1a ≡θ av1. Le lemme ?? nous permet de conclure.

L'application rθ = (πθ ◦ r)θ est bien dé�nie grâce à la proposition ??. Les
polynômes rθ(t) seront appelés polynômes de Dynkin partiellement commu-
tatifs. Ce sont des polynômes multihomogènes.
Proposition 64 Le −module L(A, θ) est engendré par les polynômes de
Dynkin partiellement commutatifs.

Preuve Par projection, puisque les polynômes de Dynkin forment un ensem-
ble générateur de L(A) en tant que -module.

La θ-cohérence de πθ ◦ r permet de justi�er de l'existence de l'application
adjointe dé�nie par adaP = [a, P ], on a encore la formule de Leibniz

adnaP =
n∑
i=0

(−1)n−i
(n
i

)
an−iPai.

Proposition 65 Pour toute trace t on a l'égalité

rθ(t) = (−1)|t|+1rθ(t).

Preuve Soit w un mot tel que πθ(w) = t. Alors
rθ(t) = πθ ◦ r(w) = πθ(r(w)).

Or dans le cas non commutatif on a
r(w) = (−1)|w+1|r(w),

ce qui prouve le résultat.

A�n de résoudre le problème du support, on se propose d'étudier l'ensemble
des traces apparaissant (avec un coe�cient non nul) dans un polynôme de
Dynkin. Le résultat suivant nous sera utile par la suite.
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Lemme 66 Soit t ∈ (A, θ) et b 6∈ t) tel que (b× t)) ∩ θ = ∅. Alors,

1. (rθ(tb), sb) 6= 0 si et seulement si s = t.

2. (rθ(tb), bs) 6= 0 si et seulement si s = t.

Preuve Il su�t de prouver le "seulement si" de chaque assertion. Montrons-
le en utilisant un raisonnement par induction sur |t|. Si |t| = 0 alors les deux
assertions sont vraies. Supposons donc que |t| > 1. Soit a ∈ (t) et t′ ∈ (A, θ)
tel que t = at′. Alors

rθ(tb), w) = rθ(at
′b), w) = (arθ(t

′b), w)− (rθ(t
′b)a, w).

Pour (1) cette formule donne (rθ(tb), sb) = (arθ(t
′b), sb) car ab 6= ba. De

plus, si (arθ(t
′b), sb) 6= 0 alors s = as′ et (rθ(tb), sb) = (rθ(t

′s), s′b) 6= 1 et par
induction on trouve le résultat.
Pour (2), il su�t de constater que

(rθ(tb), bs) = −(rθ(t
′b)a, bs)

et un raisonnement symétrique au précédent donne le résultat.

3.3 Support simple

Le support (A, θ) de L(A, θ) est l'ensemble des traces apparaissant avec un
coe�cient non nul dans un polynôme de Lie partiellement commutatif. Cer-
taines traces particulières n'apparaissent jamais dans (A, θ). La proposition
suivante en exhibe trois catégories.
Proposition 67 Si une trace est une puissance an d'une lettre a ∈ A avec
n > 1, une trace non connexe ou une trace involutive de longueur paire, elle
n'appartient pas à (A, θ).

Preuve Si t = an ∈ (A, θ) alors t ∈ ({a}, ∅), ceci n'est possible que dans un
unique cas: n = 1.
Supposons maintenant que t soit non connexe. Alors t peut s'écrire sous la
forme t = uv avec u) × v) ⊆ θ. Alors t appartient à un polynôme multiho-
mogène de

L(t), θt)) = L(u), θu))⊕ L(v), θv)),
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ce qui implique que u = 1 ou v = 1 et contredit nos hypothèses2.

Supposons donc que t soit une trace involutive de longueur paire. Alors
t = t. La multi-homogénéïté de rθ et la proposition ?? implique qu'il su�t
de chercher les traces t′ de longueurs paires telle que t apparaisse dans le
support de rθ(t′). Or, d'après la proposition ??, on a

(rθ(t
′), t) = −(rθ(t

′), t) = −(rθ(t
′), t) = −(rθ(t

′), t) = 0.

Ceci permet de conclure.
Exemple 36 Si on considère le graphe de commutation

a b− c.

La trace abca, qui est involutive de longueur paire, n'apparaît pas dans le
support, comme le montre l'égalité

acba = acba− acab.

Remarque 37 Attention, la réciproque est fausse dans le cas général. En
e�et, considérons le graphe de commutation

a− b− c− d.

La trace abcda peut s'écrire sous la forme

abcda = bacda− badac.

On peut retrouver le même résultat en considérant les crochetages de traces
de Lyndon de multidegré (2, 1, 1, 1). Il y a ,en e�et, seulement deux traces de
Lyndon de ce multidegré: a2cdb et acadb. Leurs crochetages donnent:

[a, [[a, c], [d, b]]] = a2cdb− a2cbd− acadb+ acabd− acbac+ adbca+
abdac− adbca− acdba+ acdba− cadba− cabda+
dbaca− dbca2 − bdaca+ bdca2

[[a, c], [[a, d], b]] = acadb− acdab− acbad+ acbda− ca2db+ cadab+
cabad− cabda− adbac+ adbca+ dabac− dabca+
badac− badca− bdca2c+ bdaca

Dans la suite, on notera A4 tout graphe isomorphe à a− b− c− d.
2On peut aussi montrer ce résultat en constatant que, sous les mêmes hypothèses,

t = uv et en appliquant le théorème de Ree.
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Dé�nition 68 On notera NS0(A, θ) l'ensemble des traces t telle que t = an

avec n > 1 ou non connexe, ou involutive de longueur paire.
Si (A, θ) = (A, θ)− {1} −NS0(A, θ), on dira que L(A, θ) admet un support
simple.

On a le résultat préliminaire suivant.
Lemme 69 Soit (A, θ) un alphabet à commutations n'ayant aucun sous-
graphe de type A4. Soit t = bw une trace connexe telle que w soit non
connexe. Alors la lettre b ne commute avec aucune des lettres apparaissant
dans w.

Preuve Soient w1, . . . , wn (n > 1) les composantes connexes de w. Si
chaque wi) n'a qu'une seule lettre, l'assertion est triviale. Supposons donc le
contraire et choisissons un indice i ∈ [1, n] tel que |wi)| > 1. Soit a ∈ wi).
Supposons que (a, b) ∈ θ. Alors, il existe une lettre c ∈ wi) telle que (b, c) 6∈ θ
(dans le cas contraire wi ne serait pas une composante connexe). Soient i 6= j
et d ∈ wj) tel que (d, b) 6∈ θ. Si (a, c) 6∈ θ alors

b− a− d− c

est un sous-graphe de θ, ce qui contredit nos hypothèses. Maintenant si
(a, c) ∈ θ, il existe un chemin de a à c dans le graphe de non commutation
possédant exactement trois lettres ( dans le cas contraire, il existerait un
sous-graphe de type A4). Alors, il existe e ∈ wi) tel que (a, e), (c, e) 6∈ θ. Si
(b, e) 6∈ θ alors b− a− d− e est un sous-graphe de θ sinon c− a− b− e est
un sous graphe de θ. Ceci contredit nos hypothèses et prouve que (a, b) 6∈ θ.

3.4 Caractérisation des algèbres de Lie partielle-

ment commutatives libres admettant un sup-

port simple

Théorème 70 L'algèbre de Lie L(A, θ) a un support simple si et seulement
si le graphe de commutation de (A, θ) n'a pas de sous-graphe isomorphe à

a− b− c− d.
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Preuve Montrons la condition nécessaire par contraposition. Supposons
que a− b− c− d soit un sous-graphe de θ. Alors, la trace abcda n'appartient
ni à NS0(A, θ) ni à (A, θ) (cf. remarque ??).

Réciproquement, grâce à la proposition ??, on a
(A, θ) ⊆ (A, θ)− {1} −NS0(A, θ).

Il su�t de prouver l'inclusion inverse par induction sur |t| avec t 6∈ NS0(A, θ).
Si t est une lettre, alors il est évident que t ∈ (A, θ). Maintenant, considérons
que t 6∈ A. On peut poser t = bnt′bm avec b ∈ (t) et n + m maximum (ce
qui implique que b 6∈ (t′)∩ (t′)). Si t′ 6∈ NS0(A, θ), par induction il existe un
polynôme P tel que (P, t′) 6= 0. Cela découle de la formule de Leibniz

(m+n
b P, t) = (−1)n

(
n+m

m

)
(P, t′) 6= 0.

Supposons que t′ ∈ NS0(A, θ), nous devons considérer 3 cas.
1. Si t′ = ak avec a ∈ A, on a nécessairement t ∈ ({a, b}, θ{a,b}) et comme
t est connexe, le résultat est donné dans [?]

2. Si t′ est une trace non connexe, alors la lettre b n'appartient pas à t′) et
d'après lemme ??, aucune lettre de t′) ne commute avec b. Le lemme ??
implique (rθ(t

′b), bt′) 6= 0). Ceci donne, d'après la formule de Leibniz
(m+n−1
b rθ(t

′b), t) = (−1)n−1
(
m+n−1
n−1

)
(rθ(t

′b), bt′)

+ (−1)n
(
m+n−1

n

)
(rθ(t

′b), t′b).

Si t′ 6= t′ alors par lemme ?? on a (rθ(t
′b), t′b) = 0, d'où le résultat.

Si t′ = t′ alors un rapide calcul donne

(m+n−1
b rθ(t

′b, t′) = (−1)n−1

(
n+m

n

)
n+ (−1)|t

′|+1m

n+m
(rθ(t′b, bt′).

Dans les deux cas m 6= n et m = n (car alors |t′| = |t|− 2n est impair),
on a (m+n−1

b rθ(t
′b, t)) 6= 0.

3. Si t′ 6= ak est de longueur paire et involutive.
Supposons tout d'abord que n > 0 ou m > 1. Alors m 6= n (dans le cas
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contraire t serait involutive et de longueur paire). On a bt′ 6∈ NS0(A, θ)
et par induction il existe une trace s tel que (rθ(s), bt

′) 6= 0). Alors,
(n+m−1
b rθ(s), t) = (−1)n−1

(
n+m−1
n−1

)
(rθ(s), bt

′)

+ (−1)n
(
n+m−1

n

)
(rθ(s), t

′b).

Comme t′est involutive, ceci implique

(m+n−1
b rθ(s), t) = (−1)n−1

(
n+m− 1

n− 1

)
n+ (−1)|t

′|+1m

n
(rθ(s), bt

′).

Comme t 6∈ NS0(A, θ), on a m 6= n et nécessairement
(m+n−1
b rθ(s), t) 6= 0.

Supposons maintenant que n = 0 et m = 1 et soit c ∈ (t). Posons t′ =
ckt′′ avec c 6∈ (t′′). La maximalité de m+n implique c 6∈ (t). Supposons
que k > 1. Le cas précédent implique qu'il existe un polynôme de Lie
P tel que (P, bt′′ck) 6= 0 ( car t = bt′′c), ce qui prouve que (P, t) 6= 0.
Si k = 1, on doit considérer deux cas. Si t′′b 6∈ NS0(A, θ) alors par
induction il existe un polynôme de Lie tel que (P, t′′b) 6= 0 et alors

([P, c], t) = (Pc− cP, ct′′b) = (P, t′′b) 6= 0.

Si t′′b ∈ NS0(A, θ), par dé�nition de NS0(A, θ). On a encore trois
possibilités.
(a) Si t′′b = ak ce implique t′′ = 1 et le résultat.
(b) Si t′′b est non connexe, il su�t de remarquer, en utilisant le cas

2), qu'il existe un polynôme de Lie P tel que (P, t) 6= 0 et alors
(P, t) 6= 0.

(c) Si t′′b est connexe et involutive, le lemme ?? est contredit (car
ct′′ = t′ est involutive et connexe et t est paire). Ceci prouve le
théorème.

3.5 Pliage de graphe

Dans ce paragraphe la paireG = (A, θ) dénotera un alphabet à commutations
(i.e. un graphe connexe sans boucles). Le graphe complémentaire de G est
le graphe

Gc := (A,A× A− θ −∆A)
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où ∆A = {(a, a)/a ∈ A}. Un morphisme (resp. isomorphisme) φ d'un
alphabet à commutations (A, θ) dans un alphabet à commutations (A′, θ′)
est une application (resp. une bijection) de A dans A′ telle que pour tout
couple (a, b) ∈ A2 tel que φ(a) 6= φ(b) on ait

(a, b) ∈ θ ⇔ (φ(a), φ(b)) ∈ θ′.

On notera vG(a) le voisinage propre de a dans G, c'est à dire l'ensemble des
lettres b 6= a telle que (a, b) ∈ θ. On dira que deux lettres ont le même rôle
si et seulement si

vG(a)− b = vG(b)− a.
Ceci dé�nit une relation d'équivalence sur A3 qui sera notée ≈.
Lorsque ≈G= IdA on dira que G est pliable sinon G sera dit plié.
Lemme 71 Un alphabet à commutations est pliable si et seulement si son
complémentaire l'est.

Preuve Il su�t de remarquer que ≈G=≈Gc .

Supposons G pliable. Soient a, b deux sommets ayant le même rôle. Si
on note G le sous graphe de G engendré par A − {b} (i.e. le graphe de
commutation (A− {b}, θA−{b})), on écrira alors G . G′. On peut voir facile-
ment que . dé�nit une relation d'ordre partiel sur l'ensemble des alphabets
à commutations. On notera ∗. la cloture transitive de ..
Exemple 38 On considère le pliage suivant.

(10,3) (1,2)a (1.5,1)c (2,2)b (3,2)d (3,1)e (5,1.5)a (6,1.5)d (8,1.5)a
(1.2,2)(1.8,2) (1,1.8)(1.4,1.2) (1.6,1.2)(2,1.8) (3,1.8)(3,1.2)

->(3.5,1.5)(4.5,1.5) ->(6.5,1.5)(7.5,1.5) linestyle=dashed (1.5,1.5)(0.8,0.8)
(3,1.5,0)(0.25,0.8) (5.5,1.5)(0.7,0.25) (1.5,0.6)(1.5,0.2) (1.5,0.2)(5,0.2)

->(5,0.2)(5,1.2) (3,2.4)(3,2.8) (3,2.8)(6,2.8) ->(6,2.8)(6,1.8)
(5.5,1.2)(5.5,0.2) (5.5,0.2)(8,0.2) ->(8,0.2)(8,1.2)

Le graphe ci-dessus peut donc se replier en le graphe trivial (un seul point).
Ce n'est pas le cas de tous les graphes comme le montre le graphe suivant

(3,3) (2,2.5)a (1,2)b (3,2)c (1,1)d (3,1)e (1.8,2.3)(1.2,2.1)
(2.2,2.3)(2.8,2.1) (1.2,2)(2.8,2) (1.2,1)(2.8,1) (1,1.8)(1,1.2) (3,1.8)(3,1.2)

3Cette relation d'équivalence apparaît pour la première fois dans [?]
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qui n'est pas pliable.

Proposition 72 La relation
∗
. est con�uente (aux isomorphismes près).

Preuve Il su�t de prouver que la relation . est con�uente. Soient G,G1, G2

trois graphes de commutations tels que G / G1 et G / G2. On notera φ1

le morphisme canonique de G dans G1 et φ2 le morphisme canonique de G
dans G2. Soit (a1, b1) (resp. (a2, b2)) la paire associée au pliage élémentaire
G . G1 (resp. G . G2). Si {a1, b1} ∩ {a2, b2} = ∅ alors φ2(a1) ≈G2 φ2(b1) et
φ1(a2) ≈G1 φ1(b2). Ceci nous permet d'écrire

G � G1

5 5
G2 � G3 = G1 − φ1(b2) = G2 − φ2(b1).

Dans le cas contraire, comme ≈G est une relation d'équivalence, les graphes
G1 et G2 sont isomorphes. Ceci prouve le résultat.

Corollaire 73 Pour tout graphe de commutation G, il existe un unique( à

un isomorphisme près) graphe plié Gm tel que G
∗
.Gm.

Preuve Supposons qu'il existe deux graphes pliésG1 etG2 tels queG ∗.G1, G2.
La proposition ?? nous donne l'existence d'un graphe G3 tel que

G
∗
� G1

5∗ 5∗
G2

∗
� G3.

La minimalité de G1 et G2 implique donc que G1, G2 et G3 sont isomorphes.
On appellera Gm le replié de G. Maintenant, on va caractériser les graphes
admettant G0 = ({a}, ∅) comme replié.

Proposition 74 Supposons que G ne soit pas isomorphe à G0 et qu'il n'admette
aucun sous-graphe de type A4. Alors G ou Gc est non connexe.

Preuve Si |A| = 2 alors la propriété est triviale. Sinon, choisissons une lettre
a ∈ A et posons G′ = (A− {a}, θA−{a}). On doit considérer deux cas.
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1. Si G′ est non connexe, alors pour toute lettre b 6= a, il existe une lettre
c telle que b et c soient dans deux composantes connexes di�érentes de
G′. On peut supposer que G est connexe ( dans le cas contraire il n'y a
rien à montrer). Alors il existe un chemin dans le graphe G allant de b
à c et passant par a. Considérons un tel chemin de longueur minimale.
Comme G ne possède aucun sous-graphe de type A4, cette longueur est
égale à deux. Ceci prouve que (a, b) ∈ θ et que {a} est une composante
connexe de Gc.

2. Si G′ est connexe alors, comme A4 est isomorphe à Ac4, les graphes Gc

et G′c n'admettent aucun sous-graphe de type A4. Supposons alors que
Gc soit connexe. Comme par induction G′c est non-connexe, on prouve
le résultat par la méthode utilisée dans le cas 1).

Corollaire 75 Tout graphe de commutation non isomorphe à G0 et n'admettant
aucun sous-graphe de type A4, est pliable.

Preuve Soit G = (A, θ) un tel graphe. La propriété est aisément véri�ée
lorsque la taille de l'alphabet est 2. On doit considérer deux cas.

1. Supposons G non connexe. Si aucune composante connexe de G n'a
plus de une lettre, alors G est totalement déconnecté et la propriété est
immédiate. Dans le cas contraire, soit G′ une composante connexe de
G ayant strictement plus d'une lettre, et par induction G′ est pliable
et donc G aussi.

2. Si G est connexe alors la proposition ?? implique que Gc est non-
connexe. De plus il est facile de voir que Gc n'admet aucun sous-graphe
de type A4. Les arguments du cas 1) peuvent être donc appliqués à
Gc et on en déduit que Gc est pliable. Le lemme ?? permet alors de
conclure.

Ce corollaire permet de prouver le résultat principal de cette section.
Théorème 76 Un graphe n'admet aucun sous-graphe de type A4 si et seule-
ment si il peut être plié en G0.

Preuve Par induction sur la taille de l'alphabet en utilisant le corollaire ??.

On peut donc réécrire le théorème ?? sous la forme suivante.
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Corollaire 77 Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. L'algèbre de Lie L(A, θ) admet un support simple.

2. Le graphe de commutation de l'alphabet n'admet aucun sous-graphe de
type A4.

3. Le graphe de non commutation de l'alphabet n'admet aucun sous-graphe
de type A4.

4. Il existe deux lettres a1 6= a2 ∈ A telles que a1 ≈(A,θ) a2 et L(A −
{a2}, θA−{a2}) admet un support simple.

5. Le graphe de commutation de l'alphabet peut se plier en G0.

3.6 Conclusion

De nombreuses questions liées au problème du support restent encore ou-
vertes. Notamment, sa généralisation complète au cas partiellement com-
mutatif. Ceci semble pour l'instant di�cile, l'approche que je propose est
l'étude du support sur les graphes minimaux pour le pliage (voir annexe 4
pour quelques exemples de graphes minimaux). On calcule le support pour
un des graphes minimaux et on essaie de généraliser le résultat à tous les
graphes qui se replient en lui (c'est cette méthode qui a, en fait, été utilisée
pour montrer les résultats de ce chapitre).
Le graphe A4 marque la limite des généralisations au cas libre. En e�et, pour
l'instant nous ne sommes pas arrivés à conjecturer une forme "agréable" pour
les traces n'appartenant pas au support. On peut prouver que les traces du
type ac1 . . . cna où c1, . . . , cn sont les parties connexes de la trace c1 · · · cn
et telle ques c1 = bc′ avec (a, b) 6∈ θ (on appellera c-traces de telle traces)
n'appartiennent pas au support. Mais il en existe d'autres beaucoup plus
complexes comme la trace dabcda pour le graphe

a− b− c− d.

Cela ressemble à des "enchevêtrements" de c-traces, en�n à quelque chose
de di�cile à dé�nir et encore plus à utiliser dans une preuve. Peut-être
touche-t-on là les limites de l'approche combinatoire du problème? On pourra
tout de même noter que ces "enchevêtrements" apparaissent dès le graphe
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A4. Bizarrement, ce graphe a des propriétés remarquables pour d'autres
problèmes liés aux commutations partielles. On pourra citer par exemple le
théorème du sous-groupe dû à Droms dans le cas partiellement commutatif
[?], ainsi que la décidabilité de certains problèmes sur des langages de traces
[?].
Il semblerait hors de portée de vouloir trouver une algorithmique rapide
pour calculer le projecteur orthogonal dans le cadre des commutations par-
tielles alors que ce problème n'a pas encore été complètement résolu dans le
cas libre (on pourra se référer à un article de Duchamp [?] pour connaître
un algorithme de construction du projecteur orthogonal, malheureusement
celui-ci s'avère trop coûteux en temps pour être utilisable sur de grands
polynômes). Cependant, derrière le problème du projecteur orthogonal se
cache une autre question fondamentale : Qu'est ce qui remplace l'action
du groupe symétrique à droite (peut être n'est ce pas un groupe?)? Moins
formellement, qu'est-ce qui remplace la notion de place dans un mot ?



Chapter 4

Automates admettant un produit

de mélange

4.1 Introduction et généralités

La notion de produit de mélange dans A∗ a été introduite par Chen, Fox et
Lyndon dans "Free di�erential calculus" [?]. Un mot w est un mélange de
deux mots u et v si il existe un entier p tel que u = u1u2...up, v = v1v2...vp
avec vi, ui ∈ A∗ et w = u1v1...unvn. On note uv la somme

∑
w[I]=u, w[J]=v

|w|=|I|+|J|, I∩J=∅

w.

Ce produit s'étend facilement par linéarité et continuité à l'algèbre des séries
à coe�cients dans un semi-anneau K: K〈〈A〉〉. Lorsque ce semi-anneau est ,
on obtient le produit de mélange de deux langages [?] [?], ce produit préser-
vant la rationnalité, il est très utilisé pour la théorie des langages. En 1990,
Schmitt [?] a généralisé cette notion aux commutations partielles et D.Krob
et G.Duchamp ont donné une formule explicite pour calculer le mélange de
deux traces.
Le produit de mélange peut être dé�ni de nombreuses façons. Cependant,
il existe des caractérisations remarquables. La première utilise les transla-
tions: le produit de mélange se dé�nit par induction comme l'unique produit

83
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d'algèbre1 tel que {
11 = 1
a−1(uv) = (a−1u)v + u(a−1v)

Une autre caractérisation utilise l'application duale c du produit de mélange
dé�ni comme l'unique morphisme c : K〈A〉 → K〈A〉 ⊗K〈A〉 tel que{

c(1) = 1⊗ 1
c(au) = (a⊗ 1 + 1⊗ a)c(u)

On a alors (c(w), u⊗ v) = (w, uv).

4.2 Séries sur un monoïde et automates

Dé�nition 78 Soient f : A∗ → X et ≡ une congruence sur A∗. On dira
que f est ≡-compatible si

u ≡ v ⇒ f(u) = f(v).

Un automate à multiplicités A = (λ, µ, γ) sera dit compatible avec la con-
gruence ≡ (≡-compatible) lorsque µ : A∗ → Kn×n le sera.

La congruence la moins �ne compatible avec une fonction f s'appelle tra-
ditionnellement la congruence syntactique de f . Lorsque un automate A =
(λ, µ, γ) est ≡- compatible, on peut voir facilement que son comportement

B(A) =
∑
w∈A∗

(λµ(w)γ)w

l'est aussi. La réciproque n'est pas vraie en général ( par exemple si λ = 0)
mais est vraie lorsque A est un automate minimal et K un corps (commutatif
ou non) ou un anneau principal.
Dans le cas des morphismes de monoïde, f : A∗ → M (c'est ici le cas de µ),
la ≡R-compatibilité est testable sur R, précisément

(∀(u, v) ∈ R)(f(u) = f(v))⇒ f est ≡ −compatible.
Géométriquement, la ≡R-compatibilité de µ signi�e que pour tout état q de
l'automate et tout couple (u, v) ∈ R on a q.u = q.v (propriété du diamant).

1C'est d'ailleurs cette caractérisation qui sert à interpoler entre le produit de mélange
et la concaténation [?]
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Proposition 79 Soient K un corps (commutatif ou non) et S : A∗ → K
une série rationnelle. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. La série S est ≡-compatible.

2. L'automate minimal de S est ≡-compatible.

Preuve Montrons que (1) implique (2). Soit A = (λ, µ, γ) l'automate min-
imal de S.
M.Flouret a adapté dans [?] le théorème de Schützenberger au cas non com-
mutatif: il existe des mots

u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn ∈ A∗

tels que la matrice carrée en blocs colonnes G = (λµ(ui))i∈[1,n] et la matrice
carrée en blocs lignes D = (µ(vi)γ)i∈[1,n] soient des matrices n×n inversibles.
Soient w ≡ w′. Alors

Lµ(w)R = (λ(uiwvj)γ)1≤i,j≤n
= (〈S|uiwvj〉)1≤i,j≤n
= (〈S|uiw′vj〉)1≤i,j≤n
= Lµ(w′)R.

L'inversibilité des matrices L et R donnent alors µ(w′) = µ(w). La réciproque
est immédiate.

Exemple 39 Soit la série dé�nie par

S =
∑
w∈A∗

(π1 ◦ c(w), aab+ baa)w

où π1 est l'application linéaire de projection2 de K < A > ⊗K < A > dans
K < A > telle que π1(u ⊗ v) = v. Le coe�cient en w de S est en fait le
nombre de fois où aab et baa sont sous-mots de w.
Soient R1 = {(a2, a3), (b2, b3)} et R2 = {(aab, baa)}. La série S est elle
≡R1-compatible? ≡R2-compatible? Pour répondre à cette question, il su�t
de construire son automate minimal.

2cf ??



86 Automates admettant un produit de mélange

(8,5) (1,2.5)10a (2,4)10b (6,4)10d (7,2.5)10e (6,1)10f (2,1)10h
[angleA=270,angleB=90,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2]->aaa+ b

[angleA=90,angleB=270,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2]->eea+ b ->aba
->bda ->deb ->ahb ->hfa ->fea <-(1.3,2.5)(2,2.5):U1

<-(6,2.5)(6.7,2.5):U1

Un rapide calcul matriciel nous permet alors d'observer qu'elle est ≡R1 com-
patible mais pas ≡R2 compatible.

Ce résultat peut être étendu aux anneaux principaux (comme , /p[X], [X]
...). Il est clair que la ≡-compatibilité est stable par combinaison linéaire (i.e.
si (Si)i∈I est une famille de séries ≡- compatible alors ∑αiSi,jβj est encore
≡-compatible) et produit de Hadamard. Ce n'est pas le cas du produit de
Cauchy comme le montre l'exemple:

R = {(ab, ba)}, S = a et T = b.

4.3 Mélanges d'automates à multiplicités sur

des semi-anneaux

Il est possible d'adapter pour les automates le produit de mélange des lan-
gages ou des séries rationnelles.
Soient A1 = (λ1, µ1, γ1) et A2 = (λ2, µ2, γ2) deux automates sur le même
semi-anneau K. Leur produit de mélange sera noté

A1A2 = (λ1 ⊗ λ2, (µ1(a)⊗ I2 + I1 ⊗ µ2(a))a∈A , γ1 ⊗ γ2).

La justi�cation de cette dé�nition se trouve dans [?]. Dans le cas des corps
la compatibilité des automates avec le produit de mélange est équivalente à
la compatibilité du coproduit. Ce que montre le théorème suivant.
Théorème 80 Supposons que K soit un corps. Soit ≡ une congruence à
�bres �nies3.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Si A1 et A2 sont deux automates ≡-compatibles alors A1A2 l'est
aussi.

3Une congruence à �bres �nies est une congruence dont les classes sont �nies.
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(b) Le coproduit respecte ≡ en le sens suivant.
Pour tout couple (u, v) ∈ A∗ × A∗, on a

u ≡ v ⇒ c(u) ≡⊗2 c(v)

où ≡⊗2 désigne le carré tensoriel de ≡ dé�ni comme étant le noyau
de l'application naturelle

K〈A〉 ⊗K〈A〉 → K[A∗/≡]⊗K[A∗/≡]

2. Les assertions précédentes impliquent que si S et T sont deux séries ≡-
compatibles alors ST l'est aussi.

Preuve Pour montrer que (1.b) implique (1.a), il su�t de remarquer que
si on pose A1 = (λ1, µ1, γ1), A2 = (λ2, µ2, γ2) et A1A2 = (λ, µ, γ) alors
µ = (µ1 ⊗ µ2) ◦ c.
Montrons maintenant que (1.a) implique (1.b). Considérons la relation d'ordre
produit sur les multidegrés (α, β ∈(A)):

(α ≤ β)⇔ (∀a ∈ A)(α(a) ≤ β(a)).

Soit w un mot. On notera [w] := a→ |w|a son multidegré et Cl(w) sa classe
d'équivalence modulo ≡.
Soient w1 ≡ w2 deux mots équivalents. Posons

t1 = sup
w∈Cl(w1)

[w].

Et soient C1, . . . , Ck les classes contenant au moins un mot de multidegré
inférieur ou égal à t1. Posons

t2 = sup
w∈

⋃k
i=1 Ci

[w]

(5,5) (0,5)(2.5,1)(5,5) linestyle=dashed (1.2,3)(3.85,3) (0.6,4)(4.4,4)
(1.6,2.4)(1.6,4)(2,4)(2,1.8) (1,3.4)(1.6,3.4) (2,3.6)(2.4,3.6)(2.4,1.2)

(2.4,2.2)(3.2,2.2) (2.4,3)(3,3)(3,2.2) (4,3.4)(3,3.4)(3,2.2)
(3,3.4)(3,3.6)(4.1,3.6) (0.4,4.4)(4.6,4.4) (1,5)(1,4.4) (3,5)(3,2.2) (4.4,3)t1

(4.8,4)t2 (2.5,0.5)Classes de ≡ dans A∗
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(t1 et t2 sont bien dé�nies grâce aux hypothèses sur les �bres �nies). On
dé�nit la troncature de ≡ par

u ∼ v ⇔


Cl(u) 6⊆ A≤t2 et Cl(v) 6⊆ A≤t2

ou
Cl(u) = Cl(v)

Le lemme suivant est immédiat.
Lemme 81 1. La relation d'équivalence ∼ est une congruence plus grossière

que ≡.

2. Les classes de ∼ sont C1, C2, . . . , Ck, Ck+1, . . . , Cp−1 et

Cp =
⋃

Cl(w) 6⊆A≤t2

Cl(w)

où C1, . . . , Cp−1 sont des classes d'équivalences de ≡ induites sur A≤t2.

3. En particulier, si w1 ∼ w2 et [w1] ≤ t1 alors w1 ≡ w2.

(5,5) (0,5)(2.5,1)(5,5) linestyle=dashed (1.2,3)(3.85,3) (0.6,4)(4.4,4)
(1.6,2.4)(1.6,4)(2,4)(2,1.8) (1,3.4)(1.6,3.4) (2,3.6)(2.4,3.6)(2.4,1.2)

(2.4,2.2)(3.2,2.2) (2.4,3)(3,3)(3,2.2) (4,3.4)(3,3.4)(3,2.2) (4.4,3)t1 (4.8,4)t2
(2.5,0.5)Classes de ∼ dans A∗

Pour tout a ∈ A, on dé�nit µ(a) comme la matrice (par rapport à la base
(Cj)j∈[1,p]) de l'application linéaire u→ a.u ∈ A∗/∼, où u représente la classe
de u dans ∼. Plus précisément,

µ(w) : Cj → w.Cj.

Alors, µ est ≡-compatible et les automates Ai,j = (eTCi , µ, eCj), où (eCi)i≤i≤p
est la base canonique de Kp×1, sont ≡-compatibles. Donc, d'après (1.a)
les p4 automates Ai1,j1Ai2,j2 sont aussi ∼-compatibles. Ceci implique que le
morphisme ν : A∗ → Kp2×p2 dé�ni par ν(a) = µ(a)⊗ Ip+ Ip⊗µ(a) pour tout
a ∈ A, est ∼-compatible. Donc, comme w1 ≡ w2,∑

I+J=[1...n] µ(w1[I])⊗ µ(w1[J ]) = ν(w1)

= ν(w2)
=

∑
I+J=[1,...,n] µ(w2[I])⊗ µ(w2[J ]),
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ce qui prouve (en évaluant l'application linéaire sur 1⊗ 1) que∑
I+J=[1,...,n]

w2[I]⊗ w2[J ].

Mais [wi[I]], [wi[J ]] ≤ t2 et le lemme ?? implique c(w1) ≡⊗2 c(w2).

Maintenant, montrons que (1) implique (2). En fait on a,
(ST,w) = (S ⊗ T, c(w)).

Comme S et T sont≡-compatible, l'assertion (1.b) implique la≡-compatibilité
de ST .
Exemple 40 Soient les automates,

(10,5) (2,2)10a (5,2)10b (7,3)10c (7,1)10e (9,2)10d
[angleA=90,angleB=270,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2]->aaa ->bca
->cdb ->beb ->eda ->(1.3,2)(1.7,2) ->(4.3,2)(4.7,2) ->(9.3,2)(9.7,2)

(1,2)A1 : (4,2)A2 :

Soit ≡θ la congruence engendrée par les couples {(ab, ba)}. Les deux auto-
mates sont ≡θ compatibles donc l'automate

(2,0)(10,5) (5,2)10b (7,3)10c (7,1)10e (9,2)10d ->bca ->cdb ->beb ->eda
[angleA=90,angleB=270,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2]->dda
[angleA=270,angleB=90,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2]->bba

[angleB=180,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2]->cca
[angleB=180,loopsize=-0.5,arm=0.5,linearc=.2]->eea (3,2)A1A2 :

<-(5.3,2)(5.7,2) ->(8.7,2)(8.3,2)

l'est aussi.

En fait, (1.b) peut être formulé sans les hypothèses sur K et les �bres de ≡.
Dans le cas le plus général (1.b) implique (1.a). Ceci nous permet de donner
la dé�nition suivante.
Dé�nition 82 Soit K un semi-anneau4. Une congruence sera appelée K−
compatible si (1.b) est véri�ée.

4Nous considérons ici que les axiomes des semi-anneaux sont stables, ce qui implique
que 0K est l'élément absorbant.
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Cette dé�nition est équivalente au fait qu'il existe une application "coproduit
quotient" c≡ telle que le diagramme suivant commute:
K < A >cK < A > ⊗K < A >π≡π≡ ⊗ π≡K[A∗/≡]c≡K[A∗/≡]⊗K[A∗/≡]fig.1

Dé�nition 83 Soit ≡ une congruence K− compatible alors le diagramme
précédent nous permet de dé�nir un produit de mélange ≡ sur A∗/≡ par
(u≡v, w) = (u⊗ v, c≡(w)).

Exemple 41 1. Nous verrons plus loin que la congruence ≡ engendrée
par le couple (a9, b3) est /3− compatible. On peut e�ectuer le calcul
suivant

a9
≡b =

9∑
i=0

a9−ibai + b4.

2. Soit ≡ la congruence engendrée par {(a2b, ba2), (ab2, b2a), (abab, baba)}
( la proposition ?? montrera qu'elle est /2− compatible).

ab2≡a
2bc = (ab2≡a

2b)c+ (b2a2b)ca
+(a≡a

2b)cb2 + (1≡a
2b)cab2

= b3a3c+ b3a2ca+ ba3cb2 + a2bcab2.

On peut remarquer que si ≡ est engendrée par {(a2b, ba2), (ab2, b2a)} le
même calcul donne

ab2≡a
2bc = b3a3c+ abababc+ bababac+ b3a2ca+ ba3cb2 + a2bcab2.

4.4 Le cas général

Nous utiliserons par la suite de quelques propriétés élémentaires que nous
allons examiner dans cette section.
Lemme 84 (Propriétés des scalaires) Soit φ : K1 → K2 un morphisme de
semi-anneaux. Alors

1. (a) Si ≡ est K1− compatible alors elle est K2− compatible.

(b) Si φ est injective alors la réciproque est vraie.

2. Une congruence est K− compatible si et seulement si elle est .1K−
compatible.



4.4 Le cas général 91

Preuve Les assertions 1.a et 1.b proviennent du fait que l'application re-
streinte .1K1 → .1K2 est surjective.
La distributivité du produit par rapport à l'addition dans K ainsi que la
formule de developpement du coproduit implique l'assertion 2.
Le lemme ?? impliquent que si une congruence est − compatible alors elle
est K− compatible pour tout semi-anneau K. Soit K un semi-anneau, on
s'intéressera dans la suite de la discussion au sous-semi-anneau5 .1K = K0

que l'on peut caractériser par deux grandeurs:
ρ(K) = inf{e ∈ /∃r ∈∗, e.1K = (e+ r).1K}

et si ρ(K) <∞

p(K) = inf{r ∈∗ /ρ(K).1K = (ρ(K) + r).1K}

(13,6) arrowscale=1.5 (0,3)(6,3) =0.0+1.55(,3)2pt=0.0+1.5,�=1.0+1.54-
>(,3)(�,3)|-|(0,2)(6,2)[90](3,2)ρ(K)(8,3)�=0+30,=25+3012->(0,0)2�

[linestyle=dotted]<-(0,0)1.6170190 linestyle=none[c](0,0)1.2240300p(K)
=0+3012(2;)2pt

Remarque 42 1. Si ρ(K) = 0 et p(K) = 1 alors K est l'anneau nul.

2. Si ρ(K) = 0 et p(K) > 1 alors K est un anneau de caractéristique
p(K).

3. Si 0 < ρ(K) <∞ alors K n'est pas un anneau.

4. Si ρ(K) =∞ alors .1K est plongeable dans un anneau de caractéristique
0 (i.e. ).

Exemple 43 1. Soit T = (,max,+) le semi-anneau tropical. Montrer
qu'une congruence est T− compatible revient à montrer qu'elle est −
compatible.

2. Soit H le corps des quaternions. Montrer qu'une congruence est H−
compatible revient à montrer qu'elle est − compatible.

3. Soit n un entier. Montrer qu'une congruence est /n[i]− compatible
revient à montrer qu'elle est /n− compatible.

5L'action de sur K est dé�nie par 0.x = 0K et (n + 1).x = n.x + x pour tout n ∈ et
tout x ∈ K.



92 Automates admettant un produit de mélange

Lemme 85 (Propriétés des relateurs)

1. Si ≡1 et ≡2 sont K− compatible alors ≡1 ∨ ≡2 et ≡1 ∧ ≡2 sont K−
compatibles.

2. Soit R une relation sur A∗. La congruence ≡R est K− compatible si et
seulement si pour tout couple (w1, w2) ∈ R on a

c(w1) ≡⊗2
R c(w2).

3. Soit B ⊆ A un sous alphabet de A. Si ≡ est K− compatible alors la
congruence ≡B induite sur B∗ aussi.

Preuve Les assertions 1) et 3) sont évidentes. Montrons 2). Supposons que
pour tout couple (w1, w2) ∈ R, c(w1) ≡⊗2

R c(w2). Soient w ≡R w′ deux mots
équivalents. Il existe une suite d' équivalences

w0 = w ≡R w1 ≡R . . . ≡R wn−1 ≡R wn = w′

telle que pour tout entier i ∈ [1, . . . , n−1], on ait wi = uiviti et wi+1 = uiv
′
iti

avec (vi, v
′
i) ∈ R. Alors,

c(wi) ≡⊗2
R c(ui)c(vi)ck(ti)
≡⊗2
R c(ui)c(v

′
i)c(ti)

≡⊗2
R c(wi+1)

et par transitivité c(w) ≡⊗2
R c(w′).

La réciproque est immédiate.
Nous aurons besoin du lemme suivant dont la démonstration est immédiate.
Lemme 86 Soient u ∈ A+ et n l'entier maximal tel que u puisse s'écrire
sous la forme u = u1a

n avec u1 ∈ A∗ et a ∈ A. Alors, pour tout K on a

(c(u), u1 ⊗ an) = 1

Lemme 87 Toute congruence engendrée par des relateurs de la forme a ≡ b
(échanges) et cd ≡ dc (commutations) avec a, b, c, d ∈ A est K− compatible.

Preuve Il su�t de remarquer qu'elle est compatible.
c(a) = a⊗ 1 + 1⊗ a ≡⊗2 b⊗ 1 + 1⊗ b = c(b)

pour tout a ≡ b ∈ A et
c(cd) = cd⊗1+c⊗d+d⊗c+1⊗cd ≡⊗2 dc⊗1+c⊗d+d⊗c+1⊗dc = c(dc)

pour tout couple de lettres (c, d) tel que cd ≡ dc.
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4.5 Le cas ρ(K) > 0

Dans cette section, on considérera que K n'est pas un anneau ou un anneau
de caractéristique 0 (ce qui est équivalent à ρ(K) 6= 0).

4.5.1 Le cas booléen

Considérons tout d'abord le cas où K = le semi-anneau booléen. Les con-
gruences − compatibles sont caractérisées par la proposition suivante.
Proposition 88 Une congruence est − compatible si et seulement si elle est
engendrée par des relateurs du type

a ≡ 1 (EL) e�acement de lettres
a ≡ b (IL) identi�cation de lettres
ab ≡ ba (CL) commutation de lettres

Preuve Montrons tout d'abord qu'une congruence est − compatible si elle
est engendrée par des relateurs de type (EL), (IL) et (CL). D'après les lemmes
??.2 et ??, il su�t de montrer que les relateurs de type (EL) sont − com-
patibles. En fait, on a

a ≡ 1⇒ c(a) = a⊗ 1 + 1⊗ a ≡⊗2 (1 + 1).1⊗ 1 = c(1).

Ceci prouve le résultat.

Montrons maintenant la réciproque. Soit
A′ = {a ∈ A/a 6≡ 1}

et S ⊆ A′ une section de ≡ ∪A′ × A′. Il est clair que si (EL) est la liste des
couples {(a, 1)}a∈A−A′ et (IL) la liste des couples {(a, b)}a≡b,a∈S,b∈A′−S alors
≡ est engendrée par ≡S (la restriction de ≡ à S∗), (IL) et (EL). Il su�t donc
de prouver que ≡S est engendrée uniquement par des relateurs de type (CL).
Montrons tout d'abord que ≡S est multihomogène. Notons ≡m la partie
multihomogène de ≡S (i.e. la congruence engendrée par les couples (u, v)
tels que u ≡S v et [u] = [v]).
Si ≡S n'est pas multihomogène, il existe un couple (u, v) tel que u ≡S v et
u 6≡m v avec |u| minimum.
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Supposons que u = 1. On a v 6= 1 (puisque u 6≡m v). Posons v = v1a avec
a ∈ A. L'égalité

(v1 ⊗ a, c(1)) = 1

(où on note w la classe de w pour ≡S) entraîne a ≡S 1, ce qui contredit le
fait que ≡S sépare S ∪ 1. Donc u 6= 1.
Écrivons u sous la forme u = u1a avec a ∈ A. Comme (c(u), u1 ⊗ a) = 1, il
existe deux sous-mots complémentaires vI et vJ de v tels que vI⊗vJ ≡S u1⊗a.
Alors u = u1a ≡S vIvJ , ce qui implique v ≡m vIvJ . On ne peut pas avoir
vJ = 1 sinon a ≡ 1. Posons vJ = wb avec b ∈ A alors

(w ⊗ b, a⊗ 1 + 1⊗ a) = 1

d'où b ≡ a et w ≡ 1, soit w ≡m 1, ce qui implique w = 1 et vJ = b. Comme
≡S sépare S∪{1}, on a a = b. De plus, à cause de l'hypothèse de minimalité,
vI ≡S u1 implique vI ≡m u1 et alors

v ≡m vIvJ ≡m u1a = u

ce qui contredit notre hypothèse et prouve que ≡S est multihomogène.

Notons ≡θ la congruence engendrée par les couples (ab, ba) avec a, b ∈ A
et ab ≡S ba (c'est la partie de ≡m engendrée par des relateurs de type (LC)).
On a besoin du lemme suivant.
Lemme 89 Soient u ≡S v et v ∈ A∗a. Alors il existe u1 ≡θ v tel que
u1 ∈ A∗a.

Preuve De ce qui précède on a [u] = [v] (l'égalité en multidegré) et en
particulier |u|a 6= 0. Soit u1 = u2au

′
2 un mot tel que u1 ≡θ u et |u′2| minimum

(en particulier |u′2|a = 0). Si u′2 = 1, la proposition est démontrée. Sinon on
peut écrire u′2 = bu3 avec b ∈ A et u3 ∈ A∗. Soit aqb le sous-mot de u1 avec
q maximum. Il existe deux mots complémentaires vI et vJ tels que

aqb⊗ w ≡⊗2
S vI ⊗ vJ

où w est le sous-mot complémentaire de aqb dans u (ce qui entraîne |w|a = 0).
Alors aqb ≡S vI et donc vI = aq−ibai. Mais i > 0, puisque v ∈ A∗a et que
[w] = [vj]. De aqb ≡S vI , on déduit,

ab⊗ aq−1 ≡⊗2
S ab⊗ aq−1 + ba⊗ aq−1.
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On a donc ab ≡ ba. Ainsi, u ≡θ u2abu3 ≡θ u2bau3, ce qui contredit la mini-
malité de |u′2| et prouve le résultat.

Fin de la preuve de la proposition ?? Supposons que ≡S n'est pas
engendrée par des relations de commutations. Soit (u, v) un couple de mots
tels que u ≡S v et u 6≡θ v avec |u| + |v| minimal. Soit a ∈ S une lettre telle
que

u ≡θ u1a
r = u′ et v ≡ v1a

s = v′

avec r, s 6= 0, r + s ≥ 2 maximal (l'existence d'une telle lettre découle di-
rectement du lemme ??). Sans perte de généralité, supposons 0 < r ≤ s. On
a (u1 ⊗ arc(u)) = 1 et donc il existe deux sous-mots v′I et v′J de v′ tels que

u1 ⊗ ar ≡⊗2
S v′I ⊗ v′J .

La multihomogénéité de ≡S donne v′J = ar. On peut alors écrire v′I = v2a
α

où v2 est un sous-mot de v1.
Si α > 0, on a u1 ≡S v2a

α et, d'après le lemme ??, il existe une trace u2 telle
que u1 ≡θ u2a. Alors u ≡θ u2a

r+1, ce qui contredit la maximalité de s + r.
D'où α = 0 et v′I = v2 6∈ S∗a est un sous-mot de v1. On a donc

|u|a − r = |u1|a = |v′I |a ≤ |v1|a = |v|a − s.

Ceci entraîne s ≤ r et s = r. Comme v′I 6∈ S∗a, on a v′I = v1 et u1 ≡θ v1, ce
qui implique

u ≡θ u1a
r ≡θ v1a

r ≡θ v

et prouve le résultat.

4.5.2 Autres semi-anneaux tels que ρ(K) 6= 0

Théorème 90 Soit K un semi-anneau tel que ρ(K) > 0. Alors une congru-
ence ≡ est K− compatible si et seulement si

1. Si 1K +1K = 1K, elle est engendrée par des relateurs de la forme (EL),
(IL) ou (CL)

2. Si 1K + 1K 6= 1K, elle est engendrée par des relateurs de la forme (IL)
et (CL)
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Preuve Dans le point (1) on a ↪→ K, le résultat se montre en utilisant le
lemme ?? et la proposition ??. Montrons le cas (2), soit K un semi-anneau
tel que 1K+1K 6= 1K , alors il existe un morphisme de .1K sur (ce morphisme
envoie 0 sur 0 et tout élément x 6= 0 sur 1). Le lemme ?? implique que toute
congruence K− compatible est aussi − compatible. Donc ≡ est engendrée
par des relateurs de type (EL), (IL) ou (CL). En examinant chacun de ces
types, on constate que seul (EL) est impossible. Ceci prouve le résultat.
Remarque 44 La classe des anneaux de caractéristique 0 et, plus générale-
ment, de tous les semi-anneaux tels que ρ(K) = ∞ rentre dans le cadre de
ce théorème (2) et on retrouve [?].

4.6 Le cas des anneaux

4.6.1 Cas général

Nous analysons ici les congruences de type �ni telles que K[A∗/≡] soit K−
compatible. On peut, sans perte de généralité, supposer A �ni et c'est ce que
nous ferons dans l'ensemble de ce numéro.
Dé�nition 91 Soit K un anneau et ≡ une congruence K− compatible. On
dira qu'un polynôme P de K[A∗/≡] est primitif si et seulement si

c≡(P ) = P ⊗ 1 + 1⊗ P

Proposition 92 Le sous-ensemble des polynômes primitifs forme une al-
gèbre de Lie pour le crochet [ , ] dé�ni par [P,Q] = PQ−QP .

Preuve Soient P et Q deux polynômes primitifs on a alors
c≡([P,Q]) = c≡(PQ−QP )

= c≡(P )c≡(Q)− c≡(Q)c≡(P )
= (P ⊗ 1 + 1⊗ P )(Q⊗ 1 + 1⊗Q)+

+(Q⊗ 1 + 1⊗Q)(P ⊗ 1 + 1⊗ P )
= [P,Q]⊗ 1 + 1⊗ [P,Q].

Ceci montre que cet ensemble est stable pour le crochet de Lie. Il est évidem-
ment stable aussi pour les combinaisons linéaires.
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Remarque 45 Si l'anneau est de caractéristique 0, cette algèbre est l'algèbre
de Lie partiellement commutative libre (théorème de Friedrich's).

Dé�nition 93 Soit ≡ une congruence sur A∗ �niment engendrée par un
ensemble de relateurs R, on dira que R est clos si et seulement si pour tout
couple (u, v) tel que u ≡ v, u 6= v et max{|u|, |v|} < max{|u|, |v|/(u, v) ∈ R}
on a (u, v) ∈ R.

Toute congruence �niment engendrée sur A∗ est engendrée par un ensem-
ble de relateurs clos. Comme A est supposé �ni, cet ensemble de relateurs
peut être choisi �ni.
Proposition 94 Une congruence ≡ sur A∗ �niment engendrée est K− com-
patible si et seulement si il existe une famille �nie d'ensembles de relateurs
(Si)i∈[0,n] telle que

1. S0 = ∅.

2. La congruence ≡ est engendrée par l'ensemble de relateurs
⋃
i∈[1,n] Si.

3. Chaque ensemble Si avec i > 0 est un ensemble de couples (u, v) de
A∗/≡⋃

j∈[1,i−1] Sj
tels que u− v est primitif dans K[A∗/≡⋃

j∈[1,i−1] Sj
].

Preuve Par induction sur n, si une telle famille existe alors ≡ est K− com-
patible.
Montrons alors la réciproque. Considérons un ensemble de relateurs clos �ni
R engendrant ≡. On construit la famille (Si)i∈ de la façon suivante.

1. On pose S0 = R0 = ∅

2. Pour tout i > 0, Si est l'ensemble des paires (u, v) ∈ R −
⋃
j≤i−1Rj

telles que u− v soit un polynôme primitif de K[A∗/≡⋃
j≤i−1 Sj

].
3. Et Ri est l'ensemble des paires (u, v) ∈ R−

⋃
j≤i−1Rj telles que u ≡Si

v.
Pour montrer le résultat, il su�t donc de prouver que si ≡R n'est pas en-
gendrée par ⋃j≤i−1 Sj alors Si 6= ∅. Supposons R − ⋃j≤i−1Rj 6= ∅ et soit
(u, v) ∈ R−

⋃
j≤i−1Rj avec max{|u|, |v|} minimal. Supposons que

c(u− v) 6≡⊗2⋃
j≤i−1 Sj

(u− v)⊗ 1 + 1⊗ (u− v).
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Soit

Q := c(u−v)−(u−v)⊗1−1⊗(u−v) =
∑

I1+J1=[1,|u|]
I1,J1 6=∅

uI1⊗uJ1+
∑

I2+J2=[1,|v|]
I2,J2 6=∅

vI2⊗vJ2 ,

alors Q 6≡⊗2⋃
j≤i−1 Sj

0 et Q ≡⊗2
R 0. On en déduit trois possibilités:

1. Il existe deux paires de sous-mots propres de u, (uI1 , uJ1) et (uI2 , uJ2)
telles que

uI1 ⊗ uJ1 ≡⊗2 uI2 ⊗ uJ2 et uI1 ⊗ uJ1 6≡⊗2⋃
j≤i−1 Sj

uI2 ⊗ uJ2 .

2. Il existe deux paires de sous-mots propres de v, (vI1 , vJ1) et (vI2 , vJ2)
telles que

vI1 ⊗ vJ1 ≡⊗2 vI2 ⊗ vJ2 et vI1 ⊗ vJ1 6≡⊗2⋃
j≤i−1 Sj

vI2 ⊗ vJ2 .

3. Il existe une paire de sous-mots propres de u, (uI1 , uJ1) et une paire de
sous-mots propres de v, (vI2 , vJ2) telles que

uI1 ⊗ uJ1 ≡⊗2 vI2 ⊗ vJ2 et uI1 ⊗ uJ1 6≡⊗2⋃
j≤i−1 Sj

vI2 ⊗ vJ2 .

Pour ces trois cas l'argument est le même, nous ne développerons donc que le
premier. On doit examiner deux cas: uI1 6≡⋃

j≤i−1 Si
uI2 ou uJ1 6≡⋃

j≤i−1 Si
uJ2 .

Supposons que uI1 6≡⋃
j≤i−1 Si

uI2 (l'autre cas étant totalement similaire).
Alors on a

max{|uI1 , uI2|} < max{|u|, |v|},

comme R est clos, ceci implique que (uI1 , uI2) ∈ R−∪j≤i−1Rj, ce qui contredit
la minimalité de max{|u|, |v|} .
Donc R− ∪j≤i−1Ri = ∅, ce qui contredit nos hypothèses.
Comme R est un ensemble �ni, il existe nécessairement un entier n ≥ 0 tel
que Si = ∅ pour tout i ≥ n, ce qui prouve le résultat.

Exemple 46 Posons K = /2 et considérons la congruence ≡ engendrée
par les couples {(a2b, ba2), (b2a, ab2), (abab, baba)}. Cet ensemble est clos. Si
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on cherche les couples (u, v) tels que u − v soit primitif, on trouve S1 =
{(a2b, ba2), (b2a, ab2)}. On a alors

c/2(abab− baba) = 1⊗ abab+ b⊗ a2b+ a⊗ ab2+
+abab⊗ 1 + a2b⊗ b+ ab2 ⊗ a+
1⊗ baba+ a⊗ b2a+ b⊗ ba2+
+baba⊗ 1 + b2a⊗ a+ ba2 ⊗ b+

≡⊗2
S1

(abab− baba)⊗ 1 + 1⊗ (abab− baba)

La famille recherchée est donc (∅, {(a2b, ba2), (ab2, b2a)}, {(abab, baba)}).
On peut remarquer qu'une telle congruence n'est pas − compatible.

La proposition ?? permet de justi�er les dé�nitions suivantes.
Dé�nition 95 On appellera découpage primitif d'une congruenceK- com-
patible une famille (Si)i∈[1,n] d'ensembles de relateurs deux à deux disjoints
véri�ant les conditions de la proposition ??.
La profondeur d'une congruence K− compatible ≡ sera le plus petit entier
n tel qu'il existe un découpage primitif (Si)i∈[1,n] de ≡, on notera γK(≡) une
telle grandeur.
L'entier Γ(K) représentera la borne supérieure de l'ensemble des γK(≡) pour
≡ K− compatible.

4.6.2 Congruence compatible et image miroir

Comme dans les précédents chapitres, on notera w l'image miroir du mot
w. Soit α l'application linéaire de K < A > dans K < A > telle que
α(w) = (−1)|w|w (c'est l'antipode de K < A > munie du coproduit c et de
la coünité P → (P, 1)).
Dé�nition 96 Soit ≡ une congruence. On notera π≡ : A∗ → A∗/≡ la
projection naturelle et on dira qu'un monoïde ≡ est K-compatible avec

l'antipode si et seulement si les quatre conditions suivantes sont véri�ées:

1. La congruence ≡ est K− compatible.

2. Il existe une application linéaire α≡ telle que π≡ ◦ α = α≡ ◦ π≡.

3. Pour tout couple (u, v) ∈ (∗/≡)2, u − v primitif implique α≡(u − v) =
v − u.
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4. Il existe un morphisme s≡ de ∗/≡ dans K tel que s≡ ◦ π≡(w) = (−1)|w|

pour tout w ∈ A∗.

On aura besoin du lemme suivant.
Lemme 97 Soit ≡ une congruence K-compatible avec l'antipode. Soit ≡2

une congruence K− compatible sur A∗/≡ telle que ≡2 soit engendrée par
des couples (u, v) avec u − v primitif. Alors la congruence ≡ ∨ ≡2 est K-
compatible avec l'antipode.

Preuve La partie (1) de la dé�nition est immédiate.
Montrons tout d'abord que si u ≡ v (u, v ∈ A) alors u ≡ v. Il su�t de
remarquer que u = (−1)|u|α(u). Et donc

π≡(u) = s≡(π≡(u)).α≡(π≡(u)) = s≡(π≡(v))α≡(π≡(v)) = π≡(v).

Soit (u, v) ∈ A∗/≡ un couple tel que u ≡2 v et u− v primitif. Alors
v − u = α≡(u− v) = s≡(u)u− s≡(v)v.

On a deux possibilités: u = u et v = v ou bien u = v et v = u. Dans les deux
cas les relations u ≡2 v et u ≡2 v sont vraies, ce qui prouve que si w ≡2 w

′

alors w ≡2 w
′ pour tout couple (w,w′) ∈ (A∗/≡)2. On peut donc étendre la

notion d'image miroir au monoïde A∗/≡∨≡2 .
De la même façon, si u = u et v = v alors s≡(u) = s≡(v) = −1 et si v = u et
u = v on a s≡(u) = s≡(v) = 1. L'application s≡ est donc constante sur les
classes d'équivalence de ≡2. Ceci prouve la partie (4) de la dé�nition.
Maintenant, considérons un couple de mots w ≡2 w

′ alors
α≡(w) = s≡(w)w ≡2 s≡(w′)w′ = α≡(w′).

Donc, il existe une application linéaire α≡2 telle que α≡2 ◦ π≡2 = π≡2 ◦ α≡
où π≡2 est la surjection canonique de K[A∗/≡] sur K[A∗/≡∨≡2 ] (ceci prouve
aussi la partie (2) de la dé�nition).
Soit c̃ : K〈A〉 → K〈A〉 ⊗K〈A〉 le morphisme dé�ni par

c̃ = (Id⊗ α) ◦ c.

Par composition, on montre qu'il existe deux morphismes c̃≡1 et c̃≡2 tels que
(π≡1 ⊗ π≡1) ◦ c̃ = c̃≡1 ◦ π≡1
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et
(π≡2 ⊗ π≡2) ◦ c̃≡1 = c̃≡2 ◦ π≡2 .

On dé�nit l'application linéaire m : K〈A〉⊗K〈A〉 → K〈A〉 par m(P ⊗Q) =
PQ. On véri�e facilement que si P ⊗Q ≡ P ′ ⊗Q′ alors

m(P ⊗Q) = PQ ≡ P ′Q′ = m(P ⊗Q).

Ce qui permet de construire une application linéaire m≡1 véri�ant π≡1 ◦m =
m≡1 ◦ π≡1 . De la même façon, on construit m≡2 telle que π≡2 ◦ m≡1 =
m≡2 ◦ π≡2 . On a besoin du lemme suivant (montré dans [?] ).
Lemme 98

m ◦ c̃(P ) = (P, 1)

En utilisant le lemme ??, on trouve que m≡1 ◦ c̃≡1(P ) ∈ K pour tout P ∈
K[A∗/≡1 ] et m≡2 ◦ c̃≡2(P ) ∈ K pour tout P ∈ K[A∗/≡1/≡2 ].
Soit (u, v) ∈ (A∗/≡1/≡2)

2 tel que u− v primitif, alors on a
m≡2 ◦ c̃≡2(u− v) = u− v + α≡2(u− v) ∈ K.

Ceci prouve que
m≡2 ◦ c̃≡2(u− v) = 0 et α≡2(u− v) = v − u.

Donc (3) est véri�é et le lemme est prouvé.
a K < A > eK[A∗/≡1 ] i K[A∗/≡1∨≡2 ]

bK < A > ⊗K < A > fK[A∗/≡1 ]⊗K[A∗/≡1 ] jK[A∗/≡1∨≡2 ]⊗K[A∗/≡1∨≡2 ]

cK < A > ⊗K < A > gK[A∗/≡1 ]⊗K[A∗/≡1 ] kK[A∗/≡1∨≡2 ]⊗K[A∗/≡1∨≡2 ]

dK < A > hK[A∗/≡1 ] lK[A∗/≡1∨≡2 ]

− >abc− >bcId⊗ α− >cdm− >efc≡1− >fgId⊗ α≡1− >ghm≡1− >ijc≡2− >jkId⊗ α≡2− >klm≡2− >aeπ≡1− >eiπ≡1/≡2− >bfπ≡1 ⊗ π≡1− >fjπ≡1/≡2 ⊗ π≡1/≡2− >cgπ≡1 ⊗ π≡1− >gkπ≡1/≡2 ⊗ π≡1/≡2− >dhπ≡1− >hlπ≡1/≡2 [nodesep = 7pt, angle = 180]< −daε[nodesep = 7pt, angle = 0]< −liε≡1/≡2
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Remarque 47 Si ≡ est K− compatible, un argument simple de minimalité
montre que la classe de 1 est réduite à {1} ainsi ε : P → (P, 1) est constante
sur les classes de ≡.

Théorème 99 Toute congruence K− compatible �niment engendrée est K-
compatible avec l'antipode.

Preuve D'après la proposition ??, une telle congruence admet un développe-
ment primitif �ni. En appliquant à chaque étape le lemme ?? on trouve le
résultat.

Remarque 48 L'algèbre K[A∗/≡] munie du coproduit c≡ et de la coünité
ε : P → (P, 1) forme une bigèbre6. La preuve du lemme ?? montre que si
c≡(w) =

∑
i∈I wi ⊗ w′i alors∑

i

α(wi)w
′
i = m≡ ◦ (α≡ ⊗ Id) ◦ c≡(w) = ε(w).

De façon symétrique ∑
i

wiε(w
′
i) = ε(w).

Ceci prouve que K[A∗/≡] peut être munie d'une structure d'algèbre de Hopf
d'antipode α.

La preuve du lemme ?? donne le résultat suivant qui nous sera utile dans la
suite.

Corollaire 100 Soit ≡ une congruence K− compatible, et soit u, v ∈ A∗/≡
tels que u− v est primitif. Alors une des conditions suivantes est satisfaite.

1. u = u, v = v et s≡(u) = s≡(v) = −1.

2. u = v et s≡(u) = s≡(v) = 1

6Puisque, d'après la remarque ??, l'application ε est stable sur les classes de ≡, on peut
dé�nir une application ε≡ telle que ε≡ ◦ π≡ = π≡ ◦ ε. Le fait que w ≡ 1 si et seulement si
w = 1, implique que ε≡ est bien une coünité.
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4.6.3 Anneaux de caractéristique première

Le but de ce numéro est de montrer que, en caractéristique première p, la
première étape d'un découpage primitif minimal est engendrée par des com-
mutations (pLC) et les identi�cations (pLI) de p-puissances et que, de plus,
cette première étape absorbe les commutations et identi�cations de puis-
sances quelconques.
En vertu du lemme ?? 2, il su�t de traiter le cas où K = /p. Pour cela,
nous avons besoin de quelques lemmes préparatoires sur les structures par-
tiellement commutatives. On considérera d'abord le monoïde partiellement
commutatif libre (A, θ). Pour chaque trace, on dé�nit le mot standard de
t, std(t) ∈ A∗, comme le mot w le plus grand lexicographiquement tel que
πθ(w) = t, où πθ est la surjection canonique A∗ → (A, θ). Grâce à cette
notion on peut dé�nir un ordre total sur (A, θ) par

t <std t
′ ⇔ std(t) <lex std(t

′).

Nous nous intéresserons, particulièrement, à une catégorie de traces dé�nie
par Lalonde et Krob dans [?]: les traces de Lyndon. Pour toute trace de Lyn-
don l 6∈ A, sa factorisation standard est le couple σ(l) = (l1, l2) ∈ Ly(A, θ)2

tel que l = l1l2, |l2| maximal.
De telles traces véri�ent la propriété suivante.
Lemme 101 Soit l une trace de Lyndon alors

1. Le mot std(l) est un mot de Lyndon

2. Pour tout α ≥ 0, on a std(lα) = (std(l))α

Preuve La première assertion est montrée dans [?].
Montrons donc l'assertion (2). Supposons que std(lα) >lex (std(l))α. Alors
il existe un entier k ≥ 0, un pré�xe p de l, un su�xe s de l, un mot w et
deux lettres x < y tels que std(lα) = std(l)k.pxs.std(l)α−k−1 et (std(l))α =
std(l)kpyw. On ne peut avoir α = k + 1, sans quoi πθ(pyw) = l et std(l) =
pxs < pyw. Donc, α − k − 1 > 1. Ceci implique pour la même raison que
y ∈ (lα) = (l). Donc y minore l) et donc x. Il y a contradiction avec nos
hypothèses.
Lalonde a montré dans sa thèse [?] le résultat suivant.
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Théorème(de Lalonde) Soit Λ : Ly(A, θ) → LK(A, θ) l'application dé�nie
récursivement par{

Λ(a) = a si a ∈ A
Λ(l) = [Λ(l1),Λ(l2)] avec σ(l) = (l1, l2) si l 6∈ A.

Alors (Λ(l))
l∈Ly(A,θ) forme une base de LK(A, θ) en tant que K-module et de

plus pour tout l ∈ Ly(A, θ) on a

Λ(l) = l +
∑
t>stdl

βtt.

On peut en déduire le corollaire suivant.
Corollaire 102 Soit l une trace de Lyndon et α ∈ alors

(Λ(l))α = lα +
∑
t>stdlα

βtt.

Preuve Il su�t d'appliquer le théorème Lalonde et de remarquer que

(Λ(l))α =

(
lα +

∑
t>stdl

βtt

)α

= lα +
∑

t>stdl
0<k<α

βt,w,kl
ktw +

∑
t>stdl

γt,wtw.

Le lemme ?? nous permet alors de conclure car l'examen des monômes donne
std(lα) = (std(l))α < std(lk)std(tw) ≤ std(tktw)
std(lα) = (std(l))α < std(t)std(w) ≤ std(tw).

Exemple 49 Considérons le graphe de commutation

(A, θ) : a− b− c− d.

La trace adc est une trace de Lyndon et on a

[[a, d], c]2 = adcadc− adc2ad− ad2ac− ad2c2

−cadadc+ cadcad+ cad2c− cad2ca
−dacacd+ dac2ad+ dacdac− dadc2a
+dca2cd− dcacad− dcadac+ dcadca.
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On a besoin des lemmes suivants.
Lemme 103 Soit t = lα ∈ (A, θ) une puissance non nulle d'une trace de
Lyndon. Supposons que t ne puisse pas s'écrire sous la forme t = aα ou
t = aαbβ avec a, b ∈ A. Alors il existe deux sous traces complémentaires u et
v de t telles que pour tout semi anneau K on a:

(c(t), u⊗ v) = 1 et (c(t), u⊗ v) = 0

Preuve D'après le lemme ??, il su�t de montrer le résultat pour K =.
Comme t est une puissance d'une trace de Lyndon et est di�érente de aα et
aαbβ, elle peut s'écrire sous la forme

t = awbαcβ

avec a, b, c ∈ A, w ∈ A∗, α, β > 0, α + β maximum, c 6= b, a 6= c (puisque l
est de Lyndon). Cela implique b 6∈ AT (aw) et c 6∈ (awbα).

Nous allons montrer que la propriété est vraie avec le choix u = awcβ et
v = bα.
Montrons d'abord que (c(t), u⊗ v) = 1.

1. Si (b, c) ∈ θ alors t = awcβbα avec α maximal et, de la même façon que
dans le lemme ??, on montre que

(c(t), u⊗ v) = 1.

2. Si (b, c) 6∈ θ, supposons que (c(t), u ⊗ v) > 1. Alors on peut écrire w
sous la forme

w = bα1w1b
α2w2 . . . b

αnwn

avec 0 < α′ = α1 + . . .+ αn < α et aw1 . . . wnb
α−α′cβ = u.

Or t = awbαcβ, (b, c) 6∈ θ et b 6∈ AT (wn), ce qui implique α′ = 0. Il y a
donc une contradiction.

D'où (c(t), u⊗v) = 1 et donc pour tout semi-anneau K on a (c(t), u⊗v) = 1.
Montrons maintenant que (c(t), u⊗ v) = 0. Supposons que (c(t), u⊗ v) ≥ 1.
Alors il existe un su�xe s de longueur minimale de t contenant u. On peut
écrire ps = t (p = bγ). Considérons deux cas.

1. Si (c, b) 6∈ θ, puisque |s|c = |t|c on a p = 1. En ce cas, a ∈ (s) car
a ∈ (u) et donc a ∈ (t), ce qui est impossible par hypothèse.
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2. Si (c, b) ∈ θ, dans ce cas on a a 6= b (car pour un mot de Lyndon l 6∈ A,
(l) ∩ (l) = ∅) ainsi que l'égalité

ps = (bαcβ)(wa).

Le lemme de Levi nous donne l'existence de quatre traces p′, s′, r, q telles
que (s′, r) ∈ θ, p = p′s′, s = rq, bαcβ = p′r et wa = s′q. Le fait que
t soit une puissance d'une trace de Lyndon et que (c, b) ∈ θ implique
que AI(u) = {a} 6= {b}. La minimalité de s donne AI(s) = {a}. Si
r 6= 1, on a a ∈ Alph(r) ⊆ {c, b} ce qui est impossible. Donc r = 1,
ce qui implique bwa = s′s. Or |s|b ≥ |bwa|b d'où |s′|b = 0 mais comme
s′) = {b}, s′ = 1. Donc p = p′ = bαcβ, mais p) = {b} prouve la
contradiction.

Nous utilisons ici un lemme très général dont la preuve est reportée en annexe.
Lemme 104 Soit p un nombre premier et (bi)i∈I une base de L/p(A, θ).
Alors l'algèbre de Lie des élèments primitifs de /p < A, θ > a pour base
(bp

e

i ) i∈I
e≥0

.

Exemple 50 Posons K = /3[i] et

(A, θ) = a− b− c− d.

Alors le polynôme de Lie P = i[a, [b, d]]3 + 2 ∗ [c, [a, d]] est primitif. En e�et,

c(P ) = i ∗ c([a, [b, d]])3 + 2 ∗ c([c, [a, d]])
= i[a, [b, d]]3 ⊗ 1 + 3i[a, [b, d]]⊗ [a, [b, d]] + 3i[a, [b, d]]2 ⊗ [a, [b, d]]

+i ∗ 1⊗ [a, [b, d]]3 + 2[c, [a, d]]⊗ 1 + 2 ∗ 1⊗ [c, [a, d]].
= P ⊗ 1 + 1⊗ P

Lemme 105 Les seules traces de /p < A, θ > (avec p premier) qui sont des
éléments primitifs sont les puissances pα de lettres.

Preuve En utilisant le lemme ??, le théorème Lalonde et le corollaire ?? on
a

u =
∑

l∈Ly(A,θ)
α∈

βα,l(Λ(l))p
α

=
∑

l∈Ly(A,θ)
α∈

βα,l

lpα

+
∑

t>stdlp
α

γt,l,αt

 .
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Si on pose lpα
= infstd{lp

α1

1 ∈ Ly(A, θ)|βα1,l1 6= 0}, on a nécessairement
u = lp

α . Or si l 6∈ A, on peut écrire lpα
= tan avec n maximal, a ∈ A et

t 6= 1. Dans ce cas (c(lp
α
), t ⊗ an) = 1, ce qui est impossible et prouve le

résultat.
On aura par la suite besoin de quelques résultats arithmétiques.
On dé�nit pour tout n ∈ l'entier

ξp(n) =
k∑
j=0

qj
pj − 1

p− 1

où n =
∑k

j=0 q
j.pj est l'écriture en base p de n.

Lemme 106 Soit p un nombre premier.

1. Soit n > 0 un entier alors

n! = pξp(n).rn

où rn 6≡ 0 [p].

2. Soit n ∈∗ tel que
(
n
i

)
≡ 0 [p] pour tout i ∈ [1, n− 1]. Alors n est une

puissance entière de p.

3. Pour tout α ≥ 1 on a (
pα

pα−1

)
= pr

lorsque r 6≡ 0 [p].

Preuve Calcul simple à partir du théorème de Legendre

ξp(n) = bn
p
c+ b n

p2
c+ · · ·+ b n

pi
c+ · · ·

d'où on déduit les points 2 et 3.
Le résulat suivant nous sera utile pour caractériser les congruences /p− com-
patibles ≡ telles que γ/p(≡) = 1.
Proposition 107 Soit u − v un polynôme primitif de /p < A, θ > tel que
u, v ∈ (A, θ). Alors u = ap

α
et v = bp

β
ou u = ap

α
bp

β
et v = bp

β
ap

α
.
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Preuve Soit u − v un tel polynôme. Sans perte de généralité, quitte à
multiplier par −1, on peut supposer u <std v. Alors, d'après le lemme ??,
u − v ∈ L

(p)
/p (A, θ) qui admet comme base (en tant que /p-module) les pn

puissances des polynômes de Lyndon. On peut donc écrire

u− v =
∑

l∈Ly(A,θ)
n∈

αl,n(Λ(l))p
n

=
∑

l∈Ly(A,θ)
n∈

αl,n

lpn

+
∑

t>stdlp
n

γl,n,tt

 .

Soit lpn
= minstd{l′p

m
/αl′,m 6= 0}. Nécessairement lpn

= u. Le corollaire
?? implique que si u − v est primitif alors u = u et v = v ou u = v. Si
u = u, comme l est une trace de Lyndon, l = l implique l = a (en e�et si
l ∈ Ly(A, θ)− A alors (l) ∩ AT (l) = ∅) et donc v est primitif. Le lemme ??
implique alors v = bp

β et prouve le résultat. Si u = v alors u− v = lp
n − lpn .

Le lemme ?? implique que si lpn 6= aα et lpn 6= aαbβ alors u − v n'est pas
primitif. Si l = a alors u − v = 0. Supposons donc que n = 0 et l = aαbβ.
On a alors

c(u− v) = c(aαbβ − bβaα)
=

∑α
i=0

∑β
j=0

(
α
i

) (
β
j

)
aα−ibβ−j ⊗ aibj−∑α

i=0

∑β
j=0

(
α
i

) (
β
j

)
bβ−jaα−i ⊗ bjai

et
c(u− v) = (aαbβ − bβaα)⊗ 1 + 1⊗ (aαbβ − bβaα).

Ceci implique que pour tout i ∈ {1, . . . , α−1} et pour tout j ∈ {1, . . . , β−1}
on a (α

i

)
≡
(
β
j

)
≡ 0 [p]. Le lemme ?? permet de conclure.

Théorème 108 Soient p un nombre premier et ≡ une congruence /p− com-
patible. Alors γ/p(≡) = 1 si et seulement si ≡ est engendrée par des couples
de la forme (ap

α
, bp

β
) ou (ap

α
bp

β
, bp

β
ap

α
).

Preuve C'est une conséquence directe de la proposition ?? et du lemme ??.

Nous montrons que les relateurs de commutation et d'identi�cation
d'exponentielles (c'est à dire de la forme aα ≡ bβ et aαbβ ≡ bβaα) sont ab-
sorbés dans la profondeur 1.
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Théorème 109 Soit ≡ une congruence /p− compatible alors

1. La congruence ≡c engendrée par les commutations aαbβ ≡ bβaα l'est
par des commutations de la forme ap

α ≡ bp
β

= bp
β
ap

α
(pLC).

2. La congruence ≡l engendrée par les identi�cations aα ≡ bβ l'est par des
identi�cations de la forme ap

α ≡ bp
β
(pLI).

Preuve (1) On notera ≡pLC la congruence engendrée par les paires
(ap

k1 bp
k2 , bp

k2ap
k1 ) telles que apk1 bp

k2 ≡ bp
k2ap

k1 . Il su�t de prouver que si
aαbβ ≡c bβaα on a nécessairement aαbβ ≡pLC bβaα. Supposons qu'il existe
des paires aαbβ ≡c bαaβ et aαbβ 6≡pLC bβaα. Considérons une telle paire avec
α+ β minimal. Alors la K- compatibilité de ≡ donne

α∑
i=0

β∑
j=0

(α
i

)(β
j

)
aα−ibβ−j ⊗ aibj ≡⊗2

c

α∑
i=0

β∑
j=0

(α
i

)(β
j

)
bβ−jaα−i ⊗ bjai.

Comme ≡c est multihomogène, la minimalité de α+ β implique(α
i

)(β
j

)
≡ 0 [p]

pour toute paire
(i, j) 6∈ {(0, 0), (α, 0), (0, β), (α, β)}.

Alors en posant j = 0, on obtient (α
i

)
≡ 0 [p] pour tout i ∈ {1, . . . , α− 1}

et de façon similaire
(
β
j

)
≡ 0 [p] pour tout j ∈ {1, . . . , β − 1}. Le lemme

?? entraîne la conclusion.

Pour le point suivant nous avons besoin du résultat ci-dessous.

Théorème (Cauchy-Lucas-1830[?]) Soit p un nombre premier. Soit α =∑
m≤i≤M αip

i le développement de α dans la base p. Considérons un entier
γ =

∑
m≤i≤M γip

i tel que pour tout i ∈ {m, . . . ,M}, γi ≤ αi. Alors(
α

γ

)
≡

∏
m≤i≤M

(
αi
γi

)
[p]
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Suite de la preuve du théorème ?? (2) Le fait que ≡l soit /p− com-
patible provient du fait que la compatibilité est stable par restriction aux
sous-alphabets (cf. lemme ??.3). On aura besoin du lemme suivant.
Lemme 110 Toute congruence K− compatible ≡ sépare A+ et 1 (autrement
dit w ≡ 1⇒ w = 1).

Preuve Supposons que cela ne soit pas le cas. Soit w ∈ A+ tel que w ≡ 1
de longueur minimale. Comme w 6= 1, on a∑

I+J=[1,|w|]
I,J 6=∅

wI ⊗ wJ ≡⊗2 −1⊗ 1.

Ceci contredit la minimalité de w.
Fin de la preuve du théorème ?? Le lemme ?? montre que ≡ sépare
nécessairement A+ et 1. Nous nous intéresserons donc uniquement aux cou-
ples (aα, bβ) avec α, β 6= 0.
On notera ≡pLI la congruence engendrée par les paires (ap

k1 , bp
k2 )

avec apk1 ≡l bp
k2 . Supposons que l'ensemble

P = {(aα, bβ)|aα ≡l bβ et aα 6≡pLI bβ}
ne soit pas vide et considérons (aα, bβ) ∈ P tel que (max{α, β}, α + β) soit
minimal pour l'ordre lexicographique sur 2. Sans restriction de généralité, on
peut supposer α ≤ β. Nécessairement α ou β n'est pas une puissance de p.
Supposons que α ne soit pas une puissance de p. Le théorème de Cauchy
implique qu'il existe α1 (0 < α < α1) tel que

(c(aα), aα1 ⊗ aα−α1) 6≡ 0 [p].

Si aα1 ⊗ aα−α1 ne �gure pas dans le support de c≡(aα) c'est qu'il existe α2

(0 < α1 < α, α1 6= α2) tel que aα1 ⊗ aα−α1 ≡⊗2
l aα2 ⊗ aα−α2 . Supposons que

α1 < α2 (l'autre cas étant similaire). On a alors aα−α2+α1 ≡l aα, or
max{α, α− α2 + α1} ≤ max{α, β} et 2α− α2 + α1 < α + β

donc les hypothèses de minimalité donnent aα−α2+α1 ≡pLI aα. Ceci implique
aα−α2+α1 ≡l bβ. De plus

max{α− α2 + α1, β} = β = max{α, β} et α− α2 + α1 + β < α + β.
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En utilisant les hypothèses de minimalité on trouve aα−α2+α1 ≡pLI bβ, ce qui
contredit nos hypothèses.
Donc aα1 ⊗ aα−α1 ne �gure pas dans le support de c≡(aα). Alors il existe β1

(0 < β1 < β) tel que

aα1 ⊗ aα−α1 ≡⊗2 bβ1 ⊗ bβ−β1 .

Or
max{α1, β1},max{α− α1, β − β1} < max{α, β}.

La minimalité montre alors que

aα = aα1aα−α1 ≡pLI bβ1bβ−β1 = bβ,

ce qui contredit nos hypothèses.
Donc α = pk et β n'est pas une puissance de p. Alors le théorème de Cauchy
implique qu'il existe β1, β2 (0 < β1 < β2 < β), tel que bβ1 ⊗ bβ−β1 ≡⊗2

bβ2 ⊗ bβ−β2 . Comme max{β1, β2} < max{α, β}, on a bβ1 ≡pLI bβ2 et donc
bβ ≡pLI bβ−β2+β1 . Ceci implique aα ≡l bβ, max{α, β − β2 + β1} ≤ max{α, β}
et α + β − β2 + β1 < α + β. Les hypothèses de minimalité donnent aα ≡pLI
bβ−β2+β1 et aα ≡pLI bβ contredisant l'appartenance de (aα, bβ) à P . Ceci en-
traîne la conclusion.

La proposition suivante montre qu'il existe une famille in�nie (≡i)i∈I de
congruences /2− compatibles de profondeur 2 et telle que pour tout couple
(i, j) ∈ I2, i 6= j on a ≡i 6⊂≡j et ≡j 6⊂≡i.

Proposition 111 Soient n et m deux entiers alors la congruence engendrée
par

R =


a2n

b2
m
a2n

b2
m

= b2
m
a2n

b2
m
a2n

,

a2n+1
b2

m
= b2

m
a2n+1

,

b2
m+1

a2n
= a2n

b2
m+1

.

est /2− compatible.

Preuve On a l'égalité

c(a2n
b2m

a2n
b2m

) =
∑
i,j,k,l

(
2n

i

)(
2m

j

)(
2n

k

)(
2m

l

)
a2n−ib2m−ja2n−ka2m−l⊗aibjakbl.
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Donc
c(a2n

b2
m

a2n

b2
m

) =
∑

(i,j,k,l)∈{0,1}4
a2nib2

mja2nkb2
ml⊗a2n(1−i)b2

m(1−j)a2n(1−k)b2
m(1−l).

De même
c(b2

m

a2n

b2
m

a2n

) =
∑

(i,j,k,l)∈{0,1}4
b2

mja2nkb2
mla2ni⊗b2m(1−j)a2n(1−k)b2

m(1−l)a2n(1−i).

P = c(a2n
b2

m
a2n

b2
m
) + c(b2

m
a2n

b2
m
a2n

)

= a2n
b2

m
a2n

b2
m ⊗ 1 + a2n+1

b2
m ⊗ b2m

+ a2n
b2

m+1 ⊗ a2n

+b2
m ⊗ a2n+1

b2
m

+ a2n ⊗ a2n
b2

m+1
+ 1⊗ a2n

b2
m
a2n

b2
m

+b2
m
a2n

b2
m
a2n ⊗ 1 + b2

m
a2n+1 ⊗ b2m

+ b2
m+1

a2n ⊗ a2n

+b2
m ⊗ b2m

a2n+1
+ a2n ⊗ b2m+1

a2n
+ 1⊗ b2m

a2n
b2

m
a2n

Soit≡1 la congruence engendrée par (a2n+1
b2

n
, b2

n
a2n+1

) et (a2n
b2

n+1
, b2

n+1
a2n

).
Alors
P ≡⊗2

1 (a2n

b2
m

a2n

b2
m

+b2
m

a2n

b2
m

a2n

)⊗1+1⊗(a2n

b2
m

a2n

b2
m

+b2
m

a2n

b2
m

a2n

).

Ceci prouve que a2n
b2

m
a2n

b2
m

+ b2
m
a2n

b2
m
a2n est un polynôme primitif de

/2[A∗/≡1 ]. Donc R est /2− compatible.

4.6.4 Anneaux de caractéristique non première

Ce numéro est consacré à montrer que le cas de la caractéristique non pre-
mière se comporte comme celui de la caractéristique 0.

Lemme 112 Soient K1 et K2 deux anneaux et ≡ une congruence K1− com-
patible et K2- compatible. Si il existe un morphisme K1 → K2, alors tout
polynôme primitif dans K1[A

∗/≡] est primitif dans K2[A
∗/≡].

Preuve Évident, car .1K1 → .1K2 est surjectif.
Théorème 113 Soit n > 0 un entier non premier. Toute congruence /n−
compatible est engendrée par des relateurs de la forme (a, b) ou (ab, ba) avec
a, b ∈ A ((IL) et (CL)).
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Preuve On doit ici di�érencier deux cas:
1. Si n 6= pα avec p premier, alors on peut écrire n = p1p2m avec p1, p2,m ∈

et p1 6= p2 premier. Il existe donc deux morphismes φ1 : /n → /p1 et
φ2 : /n→ /p2, ce qui implique, d'après le lemme ??, que les polynômes
primitifs dans /n < A > sont primitifs dans /p1 < A > et /p2 < A >.
Donc d'après le lemme ??, si u− v est primitif dans /n < A >, alors

u = ap
α1
1 = ap

α2
2 et v = bp

β1
1 = bp

β2
2

ou
u = ap

α1
1 bp

β1
1 = ap

α2
2 bp

β2
2 et v = bp

β1
1 ap

α1
1 = bp

β2
2 ap

α2
2 .

Comme p1 et p2 sont premiers ceci implique α1 = α2 = β1 = β2 = 0. On
vient donc de prouver que γ/n(≡) = 1 si et seulement si ≡ est engendrée
par des relateurs de la forme (a, b) ou (ab, ba) avec a, b ∈ A. Montrons
maintenant que γ/n(≡) = 1 pour toute congruence /n− compatible.
Il su�t, en fait, de prouver que les seuls polynômes primitifs dans
/n < A, θ > de la forme u − v avec u, v ∈ (A, θ) sont a − b et ab − ba
avec a, b ∈ A. Cela se fait en appliquant à nouveau le raisonnement
précédent mais dans le cadre des commutations partielles.

2. Si n = pm avec m > 1. Alors il existe deux morphismes
/pm → /p2 → /p.

Le lemme ?? montre qu'il su�t de prouver la proposition dans le cas où
m = 2. Plus précisément, on s'intéressera tout d'abord aux polynômes
de /p2 < A > qui sont de la forme apα−bpβ ou apα

bp
β−bpβ

ap
α qui d'après

la proposition ?? et le lemme ?? sont les seuls candidats possibles à la
primitivité dans /p2 < A >.
Montrons tout d'abord que apα − bp

β est primitif si et seulement si
α = β = 0. Examinons deux cas
(a) Si a 6= b et (α, β) 6= (0, 0), supposons par exemple que α > 0. Le

lemme ?? implique que

(c/p2(a
pα − bpβ

), ap
α−1 ⊗ apα−1(p−1)) =

(
pα

pα−1

)
6≡ 0 [p2].

Ceci contredit la primitivité de apα−bpβ et prouve que α = β = 0.
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(b) Si a = b, si (α, β) 6= (0, 0) alors α 6= β et sans restriction de
généralité on peut supposer α > β. Encore une fois le lemme ??
implique que apα − apβ n'est pas primitif. D'où α = β = 0.

Montrons maintenant que apα
bp

β − bpβ
ap

α est primitif si et seulement
si α = β = 0. Supposons (α, β) 6= (0, 0). Si α = β = 1 alors on a

(c/p2(a
pbp − bpap), ap−1bp ⊗ a) = p 6≡ 0 [p2],

ce qui prouve que apbp−bpap n'est pas primitif. Sinon on peut supposer
sans perte de généralité que α > 0, dans ce cas le lemme ?? implique
que

(c/p(a
pα

bp
β − bpβ

ap
α

), ap
α−1

bp ⊗ apα−1(p−1)) =

(
pα

pα−1

)
6≡ 0 [p2].

On vient de montrer que γ/p2(≡) = 1 si et seulement si ≡ est engendrée
par des couples de la forme (a, b) ou (ab, ba). Pour montrer que γ/p2(≡
) = 1 pour toute congruence /p2− compatible, il su�t de prouver que
les seuls polynômes primitifs de la forme u − v avec u, v ∈ (A, θ) sont
du type a− b ou ab− ba avec a, b ∈ A. Pour cela, il su�t de remarquer
que le raisonnement précédent est indépendant des commutations. En
l'appliquant encore une fois on trouve le résultat.

Corollaire 114 Soit K un semi-anneau. Les assertions suivantes sont équiv-
alentes.

1. On a Γ(K) = 1.

2. L'anneau K0 n'est pas isomorphe à /p avec p premier.

4.6.5 Homogenéité et profondeur

Le but de cette section est l'examen des congruences compatibles homogènes
pour un poids l : A→+ (i.e. une graduation totale non dégénérée). La fonc-
tion l s'étend à A∗ par l(w) =

∑
a∈Alph(w) |w|al(a). Cette classe de monoïdes

admet une transformation de Magnus injective et nous verrons que les autres
monoïdes compatibles et de profondeur 1 ne sont pas simpli�ables.

Montrons d'abord que toutes les congruences K− compatibles admettent
une transformation de Magnus quotient.
Soit donc µ, l'unique endomorphisme de K〈A〉 tel que µ(a) = 1 + a pour
toute lettre a ∈ A. On a le
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Lemme 115 Soient K un semi-anneau et ≡ une congruence K− compat-
ible. Alors il existe un unique morphisme µ≡ tel que le diagramme suivant
commute.

K < A >µK < A >π≡π≡K[A∗/≡]µ≡K[A∗/≡]

Preuve Il su�t de remarquer que µ = (Id⊗ ev) ◦ c où ev est l'application
linéaire de K < A > dans K telle que ev(u) = 1 pour tout mot u ∈ A∗. Cette
application est constante sur A∗, elle passe donc au quotient en une applica-
tion ev≡. Comme ≡ est K− compatible c≡ existe. Le morphisme recherché
est donc µ≡ = (Id⊗ ev≡) ◦ c≡ rendant le diagramme suivant commutatif.
K < A >cK < A > ⊗K < A >Id⊗ evK < A >π≡π≡ ⊗ π≡π≡K[A∗/≡]c≡K[A∗/≡]⊗K[A∗/≡]Id⊗ ev≡K[A∗/≡]

Le lemme suivant est immédiat en remarquant que l est un morphisme.
Lemme 116 Soit R ⊂ A∗ × A∗ et l une longueur. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes:
i) Pour tout (u, v) ∈ R, l(u) = l(v).
ii) Pour tout u, v ∈ A∗, u ≡ v =⇒ l(u) = l(v).

Dé�nition 117 On dira que ≡ (resp. R) est homogène (pour l) si et seule-
ment si elle véri�e les conditions équivalentes du lemme ??.

Nous avons alors l'alternative suivante:
Théorème 118 Soient A un alphabet �ni et ≡ une congruence compatible
de profondeur 1. Alors une seule des deux propriétés suivantes est vraie.
1) Le monoïde A∗/≡ est non simpli�able.
2) Il existe une fonction de longueur pour laquelle ≡ est homogène et A∗/≡
se plonge dans un groupe.

Preuve Si ch(K) est non première alors la congruence est engendrée
par des commutations partielles. Sinon posons p = ch(K), d'après ce qui
précède une telle congruence est engendrée par des couples (pLC) et (pLI).
Les premiers sont multihomogènes et donc sont homogènes pour toutes les
fonctions de longueur. Il su�t donc de montrer, dans le cas simpli�able,
l'existence d'une longueur rendant les couples (pLI) homogènes. Si l'on note,
pour une lettre x, xp , l'ensemble de ses p-puissances, posons

G = {(a, b) ∈ (A∗)2| ≡ ∩(ap×b
p) 6=∅}
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c'est à dire les couples de lettres supports des relations engendrées par (pLI).
Il n'est pas di�cile de voir que G est le graphe d'une relation d'équivalence.
Soient deux relations apαi ≡ bp

βi ; i = {1, 2}. Supposons, sans perte de
généralité, que α1 ≤ α2, nous avons aussi

ap
α2 = [ap

α1 ]p
α2−α1 ≡ [bp

β1 ]p
α2−α1 = bp

β1+(α2−α1) ≡ bp
β
2 .

Supposons dans la suite le monoïde quotient simpli�able. On a, en vertu de
ce qui précède (et avec les mêmes notations) bpβ1+α2−α1 ≡ bp

β2 . Comme le
monoïde est simpli�able, ceci entraîne b|pβ1+α2−α1−pβ2 | ≡ 1. D'où pβ1−α2+α1 =
pβ2 comme cela résulte du lemme ??. Ceci entraîne α2 − β2 = α1 − β1. Pour
tout (a, b) ∈ G, notons da,b la di�érence commune α−β pour tous les couples
ap

α ≡ bp
β l'existence de la longueur résulte du fait suivant.

Lemme 119 (Fonction potentiel) Soit G le graphe (non orienté) d'une re-
lation d'équivalence dans un ensemble A. Soit d : G → une fonction telle
que (a, b), (a, c) ∈ G =⇒ d(a, b) + d(b, c) + d(c, a) = 0. Alors:

1. Il existe une fonction h : A→ telle que d(a, b) = h(b)− h(a).

2. De plus, si A est �ni, on peut choisir h positive.

Preuve (1) Il su�t de prendre un point distingué dans chaque classe d'équivalence
et de lui attribuer le potentiel 0.
(2) Comme h est dé�nie à une constante additive près, lorsque X est �ni, il
su�t d'ajouter une constante convenable.
Fin de la preuve du théorème ?? Dans le cas où le monoïde quotient
est simpli�able, il su�t de prouver que la condition cyclique est satisfaite.
Soient (a, b), (b, c) ∈ G. On a trois congruences:

ap
α1 ≡ bp

β1 , bp
β2 ≡ cp

γ2 , cp
γ3 ≡ ap

α3 .

Comme xpu ≡ yp
v

=⇒ xp
u+t ≡ yp

v+t , on peut supposer que β1 = β2, γ2 = γ3.
Alors apα1 ≡ ap

α3 et donc, à cause de la simpli�abilité, α1 = α3. Le calcul
des di�érences donne alors la condition cyclique.
Soit donc h une fonction potentiel positive (d'après le lemme ?? cette fonction
existe et est telle que da,b = h(a)−h(b)), la fonction l := ph rend les relateurs
(pLI) homogènes.

Montrons maintenant que le monoïde se plonge dans un groupe. L'image
de A∗/≡ par µ≡ est dans 1+M(A∗/≡) oùM(A∗/≡) est l'idéal des séries dont
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le terme constant est 0. Or 1 +M(A∗/≡) est un groupe (puisque l rend ≡
homogène). Il reste à montrer que µ≡ : A∗/≡ → 1 +M(A∗/≡) est injective.
Ce qui découle de la formule

µ≡w = w +
∑

l(u)<l(w)

nuu

où w ∈ A∗/≡.

Remarque 51 La preuve du théorème ?? montre que si un monoïde A∗/≡
(où ≡ est K− compatible de profondeur quelconque) admet une graduation
totale non dégénérée alors il se plonge dans un groupe. C'est en particulier
le cas lorsque ≡ est homogène et pas nécessairement de la profondeur 1 (cf.
proposition ??).
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4.7 Tableau récapitulatif

ρ(K) p(K) exemple EL IL CL Autres Γ(K)

1 1 ,(,max,+) oui oui oui non -

1 >1 - non oui oui non -

>1 - - non oui oui non -

0 1 Anneau nul - - - - -
(que lorsque A = ∅)

0 n > 1 /n non oui oui non 1
non

premier

0 2 /2 non oui oui 2-commutations
2-echanges ≥ 2
voir prop.??

etc...?

0 p>2 /p non oui oui p-commutations
premier /p[i] p-échanges ≥ 1

p ≡ 3[4] etc...?

∞ 0 , , , non oui oui non 1
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4.8 Conclusion

Le problème de la caractérisation des monoïdes admettant un produit de
mélange est encore ouvert lorsque K est un anneau de caractéristique pre-
mière (K0 est un corps �ni). On peut tout de même conjecturer l'assertion
suivante.
Conjecture 120 Toute congruence /p− compatible est le suprémum de deux
congruences ≡1 et ≡2 telles que ≡1 soit uniquement engendrée par des re-
lateurs de type (ap

α
, bp

β
) et ≡2 multihomogène. De plus, si p = 2, alors la

profondeur de la congruence est inférieure ou égale à deux, sinon elle est in-
férieure ou égale à un (ce qui signi�e que ≡2 est engendrée par des relateurs
de la forme (ap

α
bp

β
, bp

β
ap

α
).

La première étape pour montrer ceci pourrait être d'étudier les algèbres de Lie
des polynôme primitifs deK[A∗/≡], en extraire des bases et essayer d'adapter
les calculs vus précédemment.
Pour l'instant, on ne peut pas dire si la K− compatibilité est calculable, le
découpage primitif est un outil théorique et ne donne pas un algorithme. En
e�et, on a besoin de forme normale sur le monoïde pour pouvoir décider si
un polynôme est primitif, de plus, on ne sait pas si la profondeur des con-
gruences K− compatible est bornée.
L'étude des monoïdes à p-commutation semble être un sujet intéressant, c'est
une généralisation du cadre partiellement commutatif qui conserve des pro-
priétés agréables (groupe sous-jacent, algèbre de Lie, conservation de la mul-
tihomogénéité). On pourrait se pencher par exemple sur l'étude de la liberté
des algèbres de Lie et groupes associés, sur le calcul de factorisations et de
bases, la généralisation de la notion de code, de classe de conjugaison dans
le monoïde et dans le groupe, la rationnalité et la reconnaissabilité de série
formelle, la combinatoire de ce monoïde ( a-t-on encore un lemme de Levi?
Peut-on résoudre des équations en "p-traces"?) etc ...
Ce qui ouvre de nouvelles perspectives passionnantes...
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Chapter 5

Contribution au logiciel SEA

L'ensemble des procédures expliquées dans ce chapitre s'insère dans le projet
SEA ainsi que dans un projet commun avec l'Université du Havre sur la
parallélisation des automates à multiplicités.

La première partie de ce chapitre est consacrée à l'étude de l'algorithmique
de la minimisation dans un anneau principal. Cet algorithme permet de don-
ner une démonstration calculatoire d'un théorème de Fliess [?]. Ce procédé
a été implémenté en Maple, nous en donnerons quelques exemples.
Puis, a�n de pouvoir tester les propriétés de compatibilité des automates,
G.Duchamp m'a demandé de programmer les divers algorithmes (minimi-
sation, produits...) sur di�érents corps (et anneaux principaux). Comme
beaucoup de ces algorithmes sont communs à tous les corps, par souci de
minimiser la taille du programme, nous avons créé un type de donnée perme-
ttant de représenter un corps ( et même plus généralement un semi-anneau).
Cette structure est passée en paramètre dans chaque automate qui, de cette
façon, sait e�ectuer les opérations élémentaires (addition, multiplication, in-
verse, test d'égalité...) sur son corps ( par exemple une extension). Il n'est
pas seulement agréable de disposer d'extensions formelles de corps pour les
multiplicités. Par exemple, la décomposition en éléments simples montre que
les séries rationnelles d'une variable peuvent se décomposer en séries de rang
plus petit dès que l'on dispose des racines d'un polynôme. Par exemple:

1

1 + ix
+

1

1− ix
=

∑
n pair

2inxn =
1

1 + x2
=
∑
n≥0

(−x2)n

121



122 Contribution au logiciel SEA

5.1 Minimisation des automates à multiplicités

dans un anneau principal

M.P. Schützenberger avait inauguré l'étude des automates à multiplicités
pour K = [?]. Par la suite la minimisation a été démontrée dans K = (pour
les automates déterministes) et lorsque K est un corps. Fliess [?] montre
que si K est un anneau principal, toute série rationnelle admet une représen-
tation minimale à coe�cients dans K. Pour la démonstration du processus
que nous proposons ici, nous avons utilisé une adaptation de [?] (avec toutes
les précautions supplémentaires que réclame une structure plus faible). Le
procédé de calcul ne donne e�ectivement un algorithme que si la détermina-
tion des coe�cients de Bézout est algorithmique. C'est le cas, en particulier,
des anneaux euclidiens. Cependant, dans le cas général, ce calcul redémontre
le résultat classique1.
L'algorithme de minimisation d'un automate à multiplicités (λ, µ, γ) dans
un tel anneau K se déroule (comme dans le cas des corps) en deux parties:
une réduction à gauche puis une réduction à droite. Comme ces deux étapes
sont symétriques, nous traiterons seulement de la réduction à gauche. Le
principe de cet algorithme est de parcourir une partie pré�xielle ( parcours en
largeur) et de construire une matrice en utilisant à chaque étape uniquement
des opérations conservant la multiplicité sur l'anneau K. De cette façon, les
lignes de la matrice ainsi calculée forment une base de λµ(K < A >).
Soit S une série de représentation linéaire (λ, µ, γ) de dimension n.
L'algorithme proposé prend en paramètre une représentation (λ, µ, γ) de S et
retourne un triplet (I, T,X), où I est une matrice de K1×r, T ∈ Kr×n et X
un ensemble pré�xe (nous verrons plus bas comment utiliser ces données pour
calculer une représentation minimale)2. Il comporte deux boucles imbriquées.
Dans la plus grande (décrite par l'algorithme reduireGauche), on utilisera
en plus une variable Y désignant un ensemble contenant les mots restants à
traiter. Dans cette boucle l'indice i permettra de représenter l'état des vari-
ables après i tours de boucle (ainsi nous nous intéresserons aux quadruplets
(Ii, Ti, Xi, Yi). La variable y représentera le mot courant.
La plus petite boucle (décrite dans l'algorithme traiterLigne), permettra

1Dont la démonstration usuelle repose sur un argument de borne des dénominateurs et
un argument d'existence de bases. Ici, on utilise seulement le caractère "noethérien" des
factorisations sans avoir à borner les facteurs.

2Ici r est le rang de λµ(F < A >) où F est le corps des fractions de K.
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d'intégrer la ligne λµ(y) (après d'éventuelles transformations) dans la matrice
T et de modi�er les autres variables en conséquence. A�n de respecter la
multiplicité dans K nous utiliserons un algorithme de Gauss modi�é, faisant
appel à l'égalité de Bézout. Les variables les plus importantes de cet algo-
rithme sont:
• une matrice ligne J qui au départ sera la matrice I augmentée d'une
coordonnée, et qui sera modi�ée au fur et à mesure de l'avancement de
l'algorithme,
• une matrice M , qui au départ sera la matrice T augmentée de la ligne
λµ(y).

De la même façon que pour l'algorithme reduireGauche, le couple (Ji, Ti)
représentera l'etat des variables J et T après i étapes (2) exécutées.
Voici donc les algorithmes.
Algorithme 52 reduireGauche

Entrée: Une représentation linéaire (λ, µ, γ).
Sortie: Le triplet (I, T,X)
Début

1. Initialisation.
(I0, T0, X0, Y0) := ([], [], ∅, {1})

2. Si Yi 6= ∅ alors
On choisit y minimal en longueur dans Yi.
(Ii+1, Ti+1, Xi+1, Yi+1):=traiterLigne((Ii, Ti, Xi, Yi, y), (λ, µ, γ))

3. Retourner(I,T,X)

Fin.

Algorithme 53 traiterLigne

Entrée: Le quintuplet (I, T,X, Y, y) et la représentation (λ, µ, γ)
Sortie: Un quadruplet (I ′, T ′, X ′, Y ′).
Début
Soit m le nombre de ligne de T .

1. Initialisation: (J0,M0) := ((I, 0),
(

T
λµ(y)

)
).
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2. On pose Mi =
(
T ′

l

)
et Ji = (J ′|α) avec l ∈ K1×n et α ∈ K.

(a) Si l = 0 alors

i. Si T = T ′ alors Retourner (I, T,X, Y − {y}).
ii. Si T 6= T ′ alors Retourner (J ′, T ′, X ∪ {y}, Y ∪ yA− {y})

(b) Si l 6= 0 alors soit j le plus petit entier tel que lj 6= 0.

i. Gauss:
Si il existe une ligne (Mi)k dont la plus petite coordonnée non
nulle est
j.
a := (Mi)k,j
b := lj
d := pgcd(a, b)
et soient α, β tels que αa + βb = d (si b ≡ 0 [a] on prendra
α = 1 et β = 0).

G :=


Idk−1 0 0 0

0 α 0 β
0 0 Idn−k 0
0 − b

d
0 a

d


(Ji+1,Mi+1) := (JiG

−1, GMi)
Recommencer (2)

ii. Insertion:
Si une telle ligne n'existe pas alors on considère le plus petit
entier k tel que la plus petite coordonnée non nulle de (Mi)k
soit supérieure à j.

G :=

 Idk−1 0 0
0 0 Idn−k
0 1 0


Retourner(JiG−1, G.Mi, X ∪ {y}, (Y − {y}) ∪ yA)

Fin

Montrons que cette méthode nous permet de réduire à gauche.
Dans la suite, on notera LinK(P ) le sous-module engendré par P . Nous
aurons besoin du résultat suivant.
Proposition 121 On a les assertions suivantes.
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1. L'ensemble X est un sous-ensemble pré�xe.

2. L'algorithme reduireGauche termine.

3. On a LinK(lignes(T )) = λµ(K < A >).

4. Si S 6= 0 alors λ = IT .

Preuve 1) Une induction sur i montre que tout Xi est un sous-ensemble
pré�xe.

2) Pour toute matrice T en échelons, on notera lg(T ) le nombre de fac-
teurs premiers des éléments diagonaux (en comptant les multiplicités).
Soit Ind(i) = (n − h(Ti), lg(Ti), ]Yi) où h(Ti) est le nombre de lignes de Ti.
Il est clair qu'à chaque appel de l'algorithme traiterLigne la fonction Ind
diminue strictement dans 3 ordonné lexicographiquement. Comme ce dernier
est noethérien, l'algorithme s'arrête.

3) Pour montrer que les lignes de T engendrent λµ(K), il su�t de mon-
trer que pour tout m ∈ et pour chaque mot w de XAm, λµ(w) est une
combinaison linéaire de lignes de T . Nous procéderons par induction sur m.

Remarquons tout d'abord, qu'à chaque pas, on a
LinK(λµ(Xi)) = LinK(lignes(Ti)),

donc
LinK(λµ(X)) = LinK(lignes(T )). (5.1)

Ceci prouve notre résultat pour m = 0.
Si xa ∈ XA − X, alors il existe i tel que xa ∈ Yi et xa 6∈ Yi+1. Par
construction, il est clair que λµ(xa) ∈ LinK(lignes(Ti+1)) et donc λµ(xa) ∈
LinK(lignes(T )).
Si xa1 . . . ak ∈ XAk −

⋃
l<kXA

l alors par induction et en utilisant ??, on
peut écrire

λµ(xa1 . . . ak) =
∑

x′ak∈X∪XA

αx′λµ(x′ak).

Les cas initiaux de la récurence nous permettent alors de conclure.

4) Si S 6= 0 alors l'algorithme reduireGauche e�ectue au moins un tour
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boucle et clairement λ = I1T1.
Montrons que le produit IiTi est constant. Soit 0 < i, on a alors deux possi-
bilités.
Si |Ti+1| = |Ti| (cela correspond au cas 2.a de l'algorithme traiterLigne)
alors il existe une matrice de Gauss G, un élément α ∈ K et y ∈ X ∪XA tel
que (Ii|0) = (Ii+1|α)G et

(
Ti

λµ(y)

)
= G−1

(
Ti+1

0

). D'où, IiTi = Ii+1Ti+1.
Si |Ti+1| = |Ti|+1 (cela correspond au cas 2.b.ii de l'algorithme traiterLigne)
alors il existe une matrice de Gauss G telle que (Ii|0) = Ii+1G et

(
Ti

λµ(y)

)
=

G−1Ti+1. D'où le résultat.
Supposons (I, T,X) calculé par l'algorithme reductionGauche. L'assertion

(3) de la proposition ?? implique que pour tout a ∈ A, il existe une matrice
µr(a) ∈ Kr×r telle que

Tµ(a) = µr(a)T. (5.2)
Remarque 54 Pour le calcul, on peut écrire R sous la forme T = (T ′|M)P
où T ′ ∈ Kr×r est une matrice carrée triangulaire supérieure (inversible dans
F ), M ∈ Kr×(n−r) et P ∈ Kn×n une matrice de permutation des colonnes.
Soient Ma ∈ Kn×r et M ′

a ∈ Kn×(n−m) deux matrices telles que µ(a) =
(Ma|M ′

a)P . Alors on a

T (Ma|Ma′)P = µr(a)(T
′|M)P,

comme P est inversible, ceci implique TMa = µr(a
′). La matrice T ′ étant

inversible dans F r×r, µr(a) est donnée par la formule

µr(a) = TMaT
′−1,

mais µr(a) ∈ Kr×r à cause de la triangularité de T et de l'existence d'une
solution de (??).
De plus, pour tout w ∈ A∗,

λµ(wγ) = ITµ(w)γ = Iµr(w)Tγ.

En posant λr := I et γr := Tγ, la représentation (λr, µr, γr) est réduite à
gauche.

Pour e�ectuer la réduction à droite d'une représentation linéaire (λ, µ, γ),
il su�t d'e�ectuer la réduction à gauche de l'automate (γt, µt, λt) à multi-
plicités dans l'anneau K ′ dont le produit est dé�ni par α.K′β = β.Kα.
On a, comme dans le cas des multiplicités sur un corps, le résultat suivant.
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Théorème 122 Soient A un alphabet et K un anneau euclidien. Soit S une
série de K << A >> et (λ, µ, γ) une représentation linéaire de dimension n
de S. La représentation matricielle (λr, µrγr) obtenue par réduction à droite
puis à gauche est une représentation matricielle réduite de S.

Preuve En appliquant la minimisation à gauche puis à droite, on trouve
une représentation de même rang que celle obtenue lors de la minimisation
dans F . Ceci prouve qu'elle est minimale.

Voici quelques exemples. Considérons tout d'abord cet automate à multi-
plicités dans .
> A;

[1 2 2 4] [1]

[ ] [ ]

[3 4 6 8] [2]

[[4 10 10 25], [a = [ ]], [ ]]

[3 6 4 8] [2]

[ ] [ ]

[9 12 12 16] [4]

Après minimisation dans on obtient l'automate.
> minimization(A);

[[-113253 -42883 -239575],

[ 361567393 137666640 769104200]

[ ]

[a = [-17161437408683 -6534210426343 -36504767477325]],

[ ]

[ 3071660114005 1169533359307 6533848858977]

[ -6143]

[ ]

[291571395]]

[ ]
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[-52187250]

La programmation peut être étendue à d'autres anneaux principaux. Ici par
exemple, [X].
>A;

[2 1] [X X] [1]

[[2 + 6 X 1 + X], [a = [ ], b = [ ]], [ ]]

[1 2] [X X] [X]

>minimization(A);

[

[1499 183 1419 2 117 3

[---- + --- X - ---- X - --- X ,

[700 28 700 20

2 3 4]

9/2 + 33 X + 48 X - 33 X - 105/2 X ], [a =

]

[793 305 473 2 273 3

[--- + --- X - --- X - --- X ,

[160 32 160 32

105 2 3 1225 4]

--- + 385/8 X + 70 X - 385/8 X - ---- X ]

16 16 ]

[1521 2 429 66043 305 473 2 273 3 153]

[---- X + ---- X - ----- , - --- X + --- X + --- X - ---], b

[1600 7000 56000 32 160 32 160]

=

[633 305 2 473 3 273 4
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[--- X + --- X - --- X - --- X ,

[160 32 160 32

35 2 3 4 ]

- -- (-3 - 22 X - 32 X + 22 X + 35 X ) X]

16 ]

[ 2

[1/56000 (53235 X + 3432 X - 66043) X ,

[

[ 2]

305 2 473 3 273 4 313 ] [2 + 11/2 X + 35/2 X ]

- --- X + --- X + --- X - --- X]], [ ]]

32 160 32 160 ] [ 11 39 ]

[ - --- - -- X ]

[ 175 20 ]

5.2 Représentation d'un semi-anneau

A�n de représenter un semi-anneau, nous avons retenu quelques opérations
élémentaires qui le caractérisent: somme, produit, calcul de l'inverse, calcul
de l'opposé, test d'égalité de deux éléments, test d'égalité à 0 et à 1 (au cas
où l'égalité ne soit pas décidable) et caractéristique.
Un semi-anneau est donc représenté par une table dont les éléments sont des
procédures permettant d'e�ectuer les opérations élémentaires. Les procé-
dures permettant de renseigner ces champs et de les lire sont les suivantes.
%test d egalite

setisequal:=proc(K,p)K[`isequal`]:=p;end;

getisequal:=proc(K) RETURN(K[`isequal`]);end;

%egalite a 0

setiszero:= proc(K,p) K[`iszero`]:=p end;

getiszero:= proc(K) RETURN(K[`iszero`])end;

%egalite a 1

setisone := proc(K,p) K[`isone`]:=p end;
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getisone := proc (K) RETURN(K[`isone`]) end;

% Calcul du produit

setprod:=proc(K,p) K[`*`]:=p;end;

getprod:=proc(K) RETURN(K[`*`]);end;

% Calcul de la somme

getadd:=proc(K) RETURN(K[`+`]) end;

setadd:=proc(K,p) K[`+`]:=p end;

% Calcul de l'oppose

setopp:=proc(K,p) K[`-`]:=p end;

getopp:=proc(K) RETURN(K[`-`]) end;

% Calcul de l'inverse

setinverse:=proc(K,p) K[`inverse`]:=p end;

getinverse:=proc(K) RETURN(K[`inverse`]); end;

% caracteristique (lorsqu'il s'agit d'un anneau)

setcharact:=proc(K,p) K[`caract`]:=p; end;

getcharact:=proc(K) RETURN(K[`caract`]) end;

Les procédures par défaut représenteront le corps des complexes.
defaultiszero:=proc(a) RETURN(evalb(a=0));end;

defaultisequal:=proc(a,b) RETURN(evalb(a=b));end;

defaultisone:=proc(b) RETURN(evalb(b=1));end;

defaultinverse:=proc(a) RETURN(1/a);end;

defaultprod:=proc(a,b) RETURN(a*b);end;

defaultadd:=proc(a,b) RETURN(a+b);end;

defaultopp := proc(a) RETURN(-a);end;

La création d'un nouveau semi-anneau sera faite grâce à la procédure newsemiring
qui crée une nouvelle table et initialise les champs de façon à représenter le
corps des complexes.
> K:=newsemiring();

K := T

> eval(K);

table(sparse,[

isone = defaultisone
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+ = defaultadd

* = defaultprod

isequal = defaultisequal

- = defaultopp

iszero = defaultiszero

inverse = defaultinverse

caract = 0

])

Pour e�ectuer les opérations élémentaires du corps, on utilise les procédures
suivantes:
iszero:=proc(K,a) RETURN(K[`iszero`](a,K));end;

isone:=proc(K,a) RETURN(K[`isone`](a,K));end;

addition:=proc(K,a,b) RETURN(K[`+`](a,b,K));end;

prod:=proc(K,a,b) RETURN(K[`*`](a,b,K));end;

inverse:=proc(K,a) RETURN(K[`inverse`](a,K));end;

opp:=proc(K,a) RETURN(K[`-`](a,K));end;

isequal:=proc(K,a,b) RETURN(K[`isequal`](a,b,K));end;

Plusieurs corps sont implémentés notamment le corps /p lorsque p est pre-
mier. Pour créer un tel corps il faut utiliser la commande newpfield(p),
comme le montre l'exemple
> K:=newpfield(5);

K := T

> addition(K,3,2);

0

> inverse(K,3);

2

et les corps du type /p[i] lorsque p est un nombre premier congru à 3 modulo
4, on utilise la procédure newpcomplexfield pour leurs créations.
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> K:=newpcomplexfield(3);

K := T

> prod(K,2*I,1+I);

1 + 2 I

> inverse(K,1+2*I);

2 + 2I

5.3 Représentation des matrices

Pour gagner de la place en mémoire les matrices seront représentées par des
tables (matrices creuses).
`print/sm`:=proc(T)

`MATRIX`([seq([seq(T[i,j],j=1..getcoldim(T))],i=1..getrowdim(T))]);

end;

smatrix := proc ()

local T;

if nargs = 2 then

T := newsmatrix(args[1],args[2])

else

T := newsmatrix(args[1],args[2],args[3])

fi;

sm(T);

end;

newsmatrix := proc()

local row, col, t, L, i;

row := args[1];

col := args[2];

t := table(sparse);

t[r] := row;

t[c] := col;

if nargs = 3 then
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L := args[3];

for i to nops(L) do

putat(t,

iquo(i-1,col)+1,((i - 1) mod col) + 1,

L[i])

od

fi;

RETURN(t);

end;

La procédure `print/sm` permet d'a�cher proprement les matrices.
> A:=smatrix(3,3,[1,2,3,3+5*I,2,3,I,1+I,1]);

[ 1 2 3 ]

[ ]

A := [ 3 + 5 I 2 3 ]

[ ]

[ I 1 + I 1 ]

Une procédure znormal permet de faire le "ménage" dans la matrice en enl-
evant les indices qui contiennent des éléments égaux au 0 du corps.
De nombreuses procédures du package linalg ont été reprogrammées a�n
qu'elles puissent être e�ectuées dans n'importe quel corps. Quelques exem-
ples:
> sinverse(newpcomplexfield(3),A);

[ 2 + I 1 + 2 I 0 ]

[ ]

[ 1 + I 1 + 2 I 0 ]

[ ]

[ 1 + 2 I 2 I 1 ]

> sinverse(COMPLEXFIELD,A);

[ - 2/29 + 5/29 I 2/29 - 5/29 I 0 ]

[ ]
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[ 17 59 23 14 ]

[ --- + --- I - --- + --- I 3/10 - 9/10 I ]

[ 290 290 145 145 ]

[ ]

[ 46 28 12 ]

[ --- - --- I --- - 1/145 I - 1/5 + 3/5 I ]

[ 145 145 145 ]

> smproduct(newpcomplexfield(3),A,"");

[ 1 0 0 ]

[ ]

[ 0 1 0 ]

[ ]

[ 0 0 1 ]

5.4 Programmation des automates à multiplic-

ités dans un corps.

Les automates seront représentés par trois champs:
1. Un corps.
2. Une liste du type [λ, µ, γ] où λ et γ sont des matrices et µ une table

indéxée par les lettres de l'alphabet et contenant des matrices.
3. Une table contenant des procédures communes à cette famille d'automates,

par exemple le procédé de minimisation est commun à tous les auto-
mates à multiplicités dans un corps.

De la même façon que pour les matrices on utilisera une procédure `print/Aut'
pour a�cher les automates de façon propre, on a�chera uniquement la liste
des matrices de sa représentation. Par exemple, l'automate suivant est à
multiplicités sur /3[i].
> A;
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[ I 2 I ] [ 1 2 ] [ I ]

[[ 1 1 ], [a = [ ], b = [ ]], [ ]]

[ I I ] [ I I ] [ 0 ]

J'ai réécrit les di�érentes procédures sur les automates présentés dans SEA
a�n de les adapter à la nouvelle structure de données. En voici quelques
exemples.
> Hadamard(A,A);

[[ 1 1 1 1 ],

[ 2 1 1 2 ] [ 1 2 2 1 ] [ 2 ]

[ ] [ ] [ ]

[ 2 2 1 1 ] [ I I 2 I 2 I ] [ 0 ]

[a = [ ], b = [ ]], [ ]]

[ 2 1 2 1 ] [ I 2 I I 2 I ] [ 0 ]

[ ] [ ] [ ]

[ 2 2 2 2 ] [ 2 2 2 2 ] [ 0 ]

> minimization(");

[ 0 0 2I ] [ 0 2+2I 2I ] [ 1 ]

[ ] [ ] [ ]

[[ 2 I 1 ], [a = [ 0 2I 1+2I ],b = [ 1 2+2I 1+2I ]],[ 0 ]]

[ ] [ ] [ ]

[ 0 1 1+I ] [ 0 1 1+I ] [ 0 ]

5.5 Un exemple complet d'utilisation

Supposons que nous voulions minimiser l'automate sur une lettre et à valeur
dans le corps des quaternions suivant:

(0,2)(9.5,8.5)
(2,7)10A (6,7)10B (6,4)10D (2,4)10C ->AB41k ->BAi + k

[angleB=180,loopsize=0.5,arm=.5,linearc=.2]->AA2 + 2i

[angleB=180,loopsize=0.5,arm=.5,linearc=.2]<-BB2+2i+2j ->BD41k ->DB41k

[angleB=180,loopsize=-0.5,arm=0.5,linearc=.2]<-DD2 + 4i + 2j ->DC41k

->CDi + k [angleB=180,loopsize=-0.5,arm=0.5,linearc=.2]->CC2 + 2i + 2j



136 Contribution au logiciel SEA

->CA41k ->AC41k ->(1,6)(1.8,6.8) :U1 <-(6.2,6.8)(9,5.4):U1 + i + j + k

->(0,3)(1.8,4.2):U1 + i + j + k <-(6.2,4.2)(9.2,4.2):U−2 + 2i + 2j + 2k

<-(5,5)(5.8,4.2):U1

Un quaternion a + bi + cj + dk sera représenté par une liste de ces quatre
composantes [a,b,c,d]. Il faut, tout d'abord, programmer les di�érentes
opérations élémentaires sur le corps des quaternions. Par exemple la multi-
plication:
Hmult := proc(x, y)

local a, b, c, d, A, B, C, D;

if x = 0 or y = 0 then RETURN(0)

else

a := x[1];b := x[2];c := x[3];d := x[4];

A := y[1]; B := y[2];C := y[3];D := y[4];

if x = 1 and y = 1 then RETURN([1, 0, 0, 0])

elif x = 1 then RETURN([A, B, C, D])

elif y = 1 then RETURN([a, b, c, d])

else

RETURN([a*A - b*B - c*C - d*D, a*B + b*A + c*D - d*C,

a*C - b*D + c*A + d*B, a*D + b*C - c*B + d*A])

fi

fi

end

Une fois ceci e�ectué3, il faut créer un nouveau semi-anneau et lui a�ecter
ces opérations.
> QUATERNIONFIELD := newsemiring();

QUATERNIONFIELD := T

> setisone(QUATERNIONFIELD,Hisone);

Hisone

> setiszero(QUATERNIONFIELD,Hiszero);

...

3Il faut faire attention, tout de même, au cas particulier du 0 et du 1 qui peuvent être
représentés comme des réels
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Véri�ons que tous les champs aient bien été renseignés.
> eval(QUATERNIONFIELD);

table(sparse, [

* = Hmult

isequal = Hequal

+ = Hadd

iszero = Hiszero

inverse = Hinverse

caract = 0

isone = Hisone

- = Hopp

0 = 0

1 = 1

])

Ensuite, il faut créer un automate à multiplicités sur ce corps. Le mieux est
d'écrire une procédure permettant d'initialiser ce type d'automate.
QuaternionAutomaton := proc()

local A;

A := Automaton();

setsemiring(A, QUATERNIONFIELD);

setmini(A, smini);

RETURN(A)

end

La procédure smini étant la procédure qui permet la minimisation d'un
automate à multiplicités sur n'importe quel corps. Il su�t alors de créer cet
automate en appelant cette procédure et en lui donnant sa représentation
sous forme de matrice. Ainsi notre automate sera représenté par:
>A;

[[[1, 0, 0, 0], [1, 1, 1, 1], [1, 1, 1, 1], [-2, 2, 2, 2] ],

[[2, 0, 2, 0] [0, 0, 0, 41] [0, 0, 0, 41] 0 ]

[ ]

[[0, 1, 0, 1] [2, 2, 2, 0] 0 [0, 0, 0, 41]]

[a= [ ] ],
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[[0, 1, 0, 1] 0 [2, 2, 2, 0] [0, 0, 0, 41]]

[ ]

[ 0 [0, 1, 0, 1] [0, 1, 0, 1] [2, 4, 2, 0]]

[0]

[ ]

[0]

[ ]]

[0]

[ ]

[1]

La minimisation se fait alors de façon classique.
> minimization(A);

[

[[-2, 2, 2, 2] , [-98, 74, -74, 82] , [-3542, 84, -180, 116]],

[ 0 0 [360, 344, 360, -328]]

[ ]

[a = [[1, 0, 0, 0] 0 [-188, -8, -8, 0 ]]],

[ ]

[ 0 [1, 0, 0, 0] [ 6, 2, 2, 0 ]]

[1]

[ ]

[0]]

[ ]

[0]

5.6 Validation

A�n de valider l'ensemble des procédures programmées, nous avons e�ectué
plusieurs types de tests.
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• Des tests exhaustifs sur des automates de petites dimensions lorsque
l'anneau est �ni (Par exemple dans /2 il y a 256 automates de dimension
2 sur l'alphabet a).
• Des tests exhaustifs sur des automates de petites dimensions à valeur
dans un sous-ensemble �ni de K lorsque celui-ci est in�ni (ou trop
grand).
• Des tests sur des automates de plus grandes dimensions générés aléa-
toirement.

Les algorithmes ont été testés sur les corps , , , H, /p (lorsque p est premier),
/p[i] (lorsque p est premier et p ≡ 3 [4], ainsi que sur les anneaux et [x].
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Chapter 6

Conclusion générale

Dans le cas non commutatif, le produit de mélange est relié à de nombreuses
notions: les sous-mots, les bases de Hall, la transformation de Magnus, le
projecteur orthogonal, les polynômes primitifs (algèbre de Lie) etc...

Ce produit admet une généralisation dans les monoïdes de traces. Nous
avons montré que le cadre des commutations partielles est maximal (aux
identi�cations de lettres près) lorsque K est un semi-anneau qui n'est pas
un anneau ou un anneau de caractéristique non première. Nous avons donc
étudié quelques propriétés combinatoires du monoïde des traces.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à l'étude des fac-
torisations de (A, θ) et des bases de LK(A, θ). Nous avons montré qu'il
était possible de généraliser l'élimination de Lazard pour des sous-alphabets
quelconques mais que les facteurs droits ne sont pas toujours des monoïdes
partiellement commutatifs libres. Nous nous sommes donc intéressé aux bi-
sections transitives car elles respectent la liberté du facteur droit. Ainsi
par composition nous avons construit des factorisations complètes et par
crochetage des bases de LK(A, θ). En utilisant cette méthode, nous avons
donné une généralisation des bases de Hall pour une famille d'alphabets à
commutations. Il reste cependant de nombreuses questions encore ouvertes:
• Peut-on trouver une généralisation des bases de Hall pour l'ensemble
des algèbres de Lie partiellement commutatives libres?
• Est-il décidable si deux factorisations transitives �nies admettent un
majorant commun?
• Comment factoriser les facteurs droits des bisections non transitives?

141
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• Y a-t-il une algorithmique intéressante avec des automates reconnais-
sants βZ(B)?
• Existe-t-il d'autres factorisations dichotomiques transitives?

Le problème du support, qui est l'objet du chapitre 3, est intimement lié au
produit de mélange. En e�et, le théorème de Ree (ou plutôt son analogue par-
tiellement commutatif) implique que tout mot (toute trace) qui n'appartient
pas au support peut s'écrire comme une combinaison linéaire de mélanges de
deux mots non vides. Nous avons apporté une solution à ce problème pour
les monoïdes de traces dont l'alphabet à commutations ne contient aucun
sous-graphe (strict) de la forme a− b− c− d.

Étrangement, ce sous-graphe apparaît dans d'autres problèmes, comme
le problème du sous groupe et de la décidabilité du fait que deux parties
rationnelles sont disjointes. Nous n'avons, pour l'instant, aucune explication
à ce phénomène qui reste mystérieux.

Le produit de mélange s'étend à d'autres monoïdes dans le cas de la
caractéristique première. Bien que nous n'ayons pas encore réussi à car-
actériser complètement l'ensemble de ces monoïdes, nous avons dégagé un
outil : l'existence d'un découpage primitif, qui permet de n'utiliser que des
polynômes de Lie pour construire des congruences K− compatibles. Nous
avons montré que les congruences de profondeur 1 sont toutes engendrées par
des p-commutations et des p-identi�cations et que ce cas absorbe toutes les
relations de la forme aα ≡ bβ et aαbβ ≡ bβaα. Nous donnons dans le cas de
la caractéristique première une famille de congruences de profondeur 2.

Nous avons prouvé que le mélange de séries reconnaissables saturées par
une congruence ≡, K− compatible est lui aussi saturé. Il reste à écrire
une algorithmique des congruences K− compatibles: peut-on décider si une
congruence est /p− compatible?

Bien qu'il reste de nombreux travaux à e�ectuer dans ce domaine, on peut
espérer trouver une théorie plus complète mettant en évidence les propriétés
combinatoires des monoïdes A∗/≡ et des algèbres associées (existe-il des bases
de Lyndon? quels sont les propriétés des classes de conjugaison? quels sont
les dimensions des composantes multihomogènes -lorsque ≡ est homogène- de
l'algèbre de Lie des polynômes primitifs? Quelles sont ses bases?...). Ce qui
précède montre qu'il y aurait une branche de la combinatoire à développer
en caractéristique p (la p-combinatoire selon A.A.Mikhalev [?]).
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Appendix A

Structures partiellement

commutatives

D'autres structures partiellement commutatives sont bien connues et sont
utilisées dans le document. En fait, le problème de l'existence d'une struc-
ture partiellement commutative libre peut se poser dans toute catégorie pour
laquelle il existe une notion de commutation symétrique.
Mentionons tout d'abord l'algèbre associative partiellement commutative li-
bre sur un semi-anneau K dé�nie comme K < A, θ >= K[(A, θ)]. Lorsque
K est un anneau , l'algèbre de Lie partiellement commutative libre LK(A, θ)
peut être réalisée comme étant l'algèbre de Lie engendrée par les lettres. Le
groupe partiellement commutatif libre (A, θ) est le groupe construit à partir
du monoïde (A, θ). Ces structures ont été étudiées par Duchamp et Krob
dans [?], [?] et [?]. Les structures K < A, θ >, LK(A, θ), (A, θ) et (A, θ) sont
libres chacune dans leur catégorie.

De la même façon que dans le cas non commutatif, on dé�nit l'algèbre
associative K << A, θ >> des séries formelles de traces. On dé�nit les com-
posantes multihomogènes d'une série S =

∑
(S,w)w par Sα =

∑
w∈Mα

(S,w)w.
Le résultat suivant, très général, sera utilisé dans la discussion sur les

congruences K− compatibles. Il s'applique aux commutations partielles.
Théorème 123 Soit g une algèbre de Lie sur un anneau de caractéristique
première p, de base (bi)i∈I et telle que son algèbre enveloppante A soit munie
du coproduit usuel c .
Alors la famille (bp

e

i ) i∈I
e∈

est une base de l'algèbre de Lie des éléments primitifs

(c.a.d. tels que c(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x) de A.

I



II Structures partiellement commutatives

Preuve La famille (bp
e

i ) i∈I
e∈

est une famille libre de A (c'est une sous famille
de la base de Poincaré-Birkho�-Witt). Il su�t donc de prouver qu'elle en-
gendre tous les éléments primitifs (c'est à dire que si un élément de la base de
Poincaré-Birkho�-Witt est primitif alors il s'écrit sous la forme d'une com-
binaison linéaire de bpe

i ) .
Soient

Pa = aα1
i1
· · · aαn

in
,

et
Pb = bβ1

j1
· · · bβm

jm
.

Alors
c(Pa) =

∑
r1,...,rn

(
α1

r1

)
· · ·
(
αn
rn

)
ar1i1 · · · a

rn
in
⊗ aα1−r1

i1
· · · aαn−rn

in
(A.1)

et
c(Pb) =

∑
s1,...,sm

(
β1

s1

)
· · ·
(
βm
sm

)
bs1j1 · · · b

sm
jm
⊗ bβ1−s1

j1
· · · bβm−rm

jm

Si Pa 6= Pb alors les produits tensoriels intervenant dans c(Pa) sont di�érents
de ceux intervenant dans c(Pb). Donc si

P =
∑

i1>...>in
α1,...,αn 6=0

λi1,...,in,α1,...,αnb
α1
i1
· · · bαn

in
,

c(P ) est primitif si et seulement si tous les monômes de son support le sont.
Soit Pa un tel monôme. Le développement (??) montre que si Pa est primitif,
n = 1 et que pour tout j ∈ [1, α1 − 1],

(
α1

j

)
≡ 0 [p]. D'après le lemme ??

que α1 est une puissance de p. Ceci prouve le résultat.
Dé�nition 124 Une série S est dite de Lie si et seulement si ses com-
posantes multihomogènes sont des polynômes de Lie.

Le lien avec les éléments primitifs est le suivant.
Théorème 125 1. Si S est de Lie alors c(S) = S ⊗ 1 + 1⊗ S.

2. Si K est de caractéristique 0, c(S) = S ⊗ 1 + 1⊗ S implique S est de
Lie1.

1c désigne le coproduit du produit de mélange



III

On dira d'une famille de séries (Si)i∈I qu'elle est sommable (ou localement
�nie) si pour tout w ∈ (A, θ) la famille ((Si, w))i∈I est à support �ni. On
dé�nit alors ∑

i∈I

Si :=
∑
w∈M

(∑
i∈I

(Si, w)

)
w.

On pourra aussi multiplier une famille ordonnée de séries (Si)i∈(I,<) telles que
(Si, 1) = 1 si pour tout mot w il existe Fw ⊂ I �ni tel que pour tout L �ni,
Fw ⊂ L ⊂ I on ait (

→∏
i∈Fw

Si, w

)
=

(
→∏
i∈L

Si, w

)
.

On peut alors poser (
→∏
i∈I

Si, w

)
=

(
→∏

i∈Fw

Si, w

)
.

On véri�e facilement que ce coe�cient ne dépend pas du choix de Fw sta-
tionnaire. Les produits décroissant

←∏
i∈I

Si se dé�nissent de façon identique.
La dé�nition suivante est motivée par le fait que, pour K =, les exponen-

tielles de séries de Lie sont des éléments de type groupe.
Dé�nition 126 Une série S est dite de type groupe si et seulement si c(S) =
S ⊗ S et (S, 1) = 1.

Théorème 127 Dans << A, θ >>, S est de type groupe si et seulement si
log(S) est de type Lie (primitif).

Le résultat suivant, très général, s'applique dans le cas des commutations
partielles.
Proposition 128 Soit (1+S+

i )i∈i∈I une famille de séries telle que (S+
i , 1) =

0 de << A, θ >>. Supposons que le produit
←∏
i∈I

(1+S+
i ) soit convergent. Alors

log

(
←∏
i∈I

(1 + S+
i )

)
−
∑
i∈I

log(1 + S+
i )

est une série de Lie sans terme de degré 1.



IV Structures partiellement commutatives

Preuve Soit T = {ti}i∈I un alphabet. On considère le morphisme
φ :<< T >>→<< A, θ >> tel que φ(ti) = log(1 + S+

i ).
Dans << T >>, eti est un élément de type groupe. Donc, il en est de même
de

←∏
i∈I

eti .
Par suite,

log

(
←∏
i∈I

eti

)
−
∑
i∈I

eti

est une série de Lie sans composante de degé 1 et donc une combinaison
linéaire (in�nie) de [u, v].
La transformation par φ implique que

log

(
←∏
i∈I

(1 + S+
i )

)
−
∑
i∈I

log(1 + S+
i )

est une combinaison linéaire de crochets de séries SR − RS, ce qui entraîne
le résultat.



Appendix B

Quelques graphes connexes

minimaux pour le pliage.

n=1 unit=0.5
(1,1) (0.5,0.5)4a

n=2
Pas de graphes minimaux

n=3
Pas de graphes minimaux

n=4
(-2,0)(1,1) (-2,0)4a (-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d ab bc cd

n=5
(-2,0)(1.5,1.5) (-2,0)4a (-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d ab bc cd (-2,0)(2.5,2.5)
(-2,0)4a (-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d (2,0)4e ab bc cd de (-2,0)(1.5,1.5)
(-2,0)4a (-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d (-1,1)4e ab bc dc be (-2,0)(1.5,1.5) (-2,0)4a
(-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d (-.5,1)4e ab bc dc be ec (-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a
(1,0)4b (-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e ab bd ac de ec (-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a
(1,0)4b (-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e ab bd ac de ec dc

V



VI Quelques graphes connexes minimaux pour le pliage.



Appendix C

Quelques graphes qui ne sont pas

du type H

n=1
Tous les graphes sont de type H.

n=2
Tous les graphes sont de type H.

n=3
Tous les graphes sont de type H.

n=4
(-2,0)(1,1) (-2,0)4a (-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d ab cd

n=5
(-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a (1,0)4b (-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e bd ac (-1,0)(1.5,2.5)
(-1,0)4a (1,0)4b (-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e ab bd ec (-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a
(1,0)4b (-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e ab bd ad ec (-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a (1,0)4b
(-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e ab bd ac de (-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a (1,0)4b (-1,1)4c

(1,1)4d (0,2)4e ab bd ad de ec dc

VII


