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Chapter 1

Introduction générale

Le produit de mélange dans A* a été introduit par Chen, Fox et Lyndon
dans "Free differential calculus" [?]. Ce produit peut se généraliser a d’autres
monoides dont le plus connu est le monoide partiellement commutatif libre.
Sa généralisation au cadre des commutations partielles n’est pas la simple
projection du produit de mélange de A* dans (A, ). En effet, si on considére
les commutations a — b ¢ alors abgc = abc + acb + bac + cab ce n’est pas
la projection de abc = abc + ach + cab. Si on veut le généraliser par une
projection, il faut utiliser sa loi duale qui est un coproduit (|?]). Par ce biais,
on peut justifier la notion de paires complémentaires sous-mots partiellement
commutatifs (sous-traces).

Dans un premier temps, on peut se demander s’il y a d’autres relateurs que
les commutations partielles qui permettent le passage au quotient du copro-
duit. La discussion, qui occupera le chapitre 4 de notre mémoire, s’organise
ainsi:

Pour les semi-anneaux qui ne sont pas des anneaux et pour les anneaux
dont la caractéristique n’est pas un nombre premier (c’est a dire 0 et les nom-
bres composés), il n’y a que les commutations partielles. En caractéristique
p d’autres phénomeénes curieux apparaissent.

En fait, le monoide partiellement commutatif admet une combinatoire
assez proche de celle du monoide libre. Dans les deux premiers chapitres de
cette thése, nous étudierons quelques propriétés de ce monoide. L.e monoide
des traces ou monoide partiellement commutatif libre a été introduit dans le
cadre de l'informatique théorique par Mazurkiewicz |?, 7|, mais il a été défini
quelques années plus tot par Cartier et Foata pour des probémes combina-
toires |?] .
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La notion de commutation partielle ne se restreint pas aux monoides,
d’autres structures libres peuvent se généraliser. Nous utiliserons en par-
ticulier, 1'algébre des polynomes (resp. séries) partiellement commutatifs,

le groupe et P'algébre des polynomes (resp. séries) de Lie, ces notions sont
définies dans |7, 7, ?].

Dans le premier chapitre, nous nous intéresserons a la notion de fac-
torisation du monoide des traces. Cette notion, qui a été trés étudiée par
Viennot [?, ?| puis par Schiitzenberger [?, ?|, posséde de nombreuses pro-
priétés généralisables aux commutations partielles. En effet, nous verrons
que 'existence d’un coproduit de mélange nous permet de définir une algébre
de séries de Lie, ce qui interviendra dans la preuve d’une version partielle-
ment commutative du théoréme de factorisation de Schiitzenberger |?|. Ce
théoréme, que nous avons prouvé en collaboration avec M.Flouret [?|, est
utile & plusieurs titres. Non seulement, il permet de relier les notions de
classe de conjugaison (étudiées dans ce cadre par Choffrut et Duboc [?, ?|)
et de factorisation, mais aussi, va nous encourager a réaliser une généralisa-
tion du procédé d’élimination de Lazard. En effet, les classes de conjugaison
et les bases de 1'algeébre de Lie partiellement commutative libre ont la méme
combinatoire et donc il en est de méme pour les factorisations complétes.

Il est alors légitime de vouloir construire bijectivement un ensemble de
factorisations complétes et un ensemble de bases, de la méme facon que dans
le cas non commutatif.

X. Viennot [?] construit bijectivement de tels ensembles en utilisant la
notion de bascule. Cette notion semble pour 'instant difficile & appréhender
dans le cadre des commutations partielles, nous nous intéresserons donc a un
sous-ensemble: les factorisations utilisant les bisections de type "Lazard".
Nous donnerons une généralisation de ces bisections, ainsi qu’une méthode
pour construire des factorisations et des bases en les utilisant ([?]). Pour
certains monoides, nous donnerons une généralisation des ensembles de Hall
[7].

Le chapitre suivant porte sur un travail que nous avons réalisé en collab-
oration avec E.Laugerotte [?]: 1’étude du support d’une famille d’algébres
de Lie partiellement commutatives libres. Le probléme du support est lié a
I'étude du projecteur orthogonal [?, 7, ?|, le produit de mélange intervient
dans cette étude. En effet, un théoréme de Ree [?] montre qu'un polyndome
est orthogonal & tout polyndéme de Lie si et seulement si il est une combi-
naison linéaire de mélanges propres et on peut montrer facilement que ce



théoréme vaut encore dans le cadre des commutations partielles. Le prob-
léme du support a été résolu dans le cadre non commutatif par Duchamp
et Thibon [?]. Ce chapitre répond a la question suivante: quels sont les
alphabets & commutations pour lesquels ce probléme se généralise de facon
"agréable"? (c.-a-d. la solution est proche du cadre non commutatif). En
fait, nous verrons que ce n’est pas toujours le cas et nous donnerons la famille
d’alphabets qui satisfait a cette condition.

Le chapitre trois est consacré a la généralisation du produit de mélange
a d’autres monoides. On a vu que la généralisation de ce produit au cas
partiellement commutatif passe par la projection de son coproduit. Pour
trouver une généralisation, il suffit donc de trouver les congruences compati-
bles avec ce dernier. Tout d’abord, nous montrerons que la notion de mélange
d’automates a multiplicités dans un semi-anneau et sur un monoide quotient
A*/— est stable si (et seulement si quand on considére les automates min-
imaux & multiplicités dans un corps) le coproduit passe au quotient. Puis
nous donnerons, une forme combinatoire explicite pour les congruences com-
patibles avec le produit de mélange sur des semi-anneaux qui ne sont pas des
anneaux et des anneaux de caractéristiques non premiéres. Dans le cas des
anneaux de caractéristique premiére, nous donnerons une décomposition des
congruences. Grace a ce coproduit, nous verrons que les notions de sous-mots,
d’image miroir et d’éléments primitifs peuvent se généraliser a ces monoides.

Enfin, je parlerai de ma participation au projet SEA, nous donnerons un
algorithme de minimisation des automates a multiplicités dans un anneau
principal. Nous donnerons des exemples de minimisation dans et [X]. Puis
j'expliquerai notre choix des structures de données afin de programmer les
diverses opérations sur les automates & multiplicités sur n’importe quel semi-
anneau.
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Chapter 2

Factorisations partiellement
commutatives libres

2.1 Factorisations du monoide

2.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions quelques propriétés combinatoires des monoides
partiellement commutatifs libres. Ces monoides sont des monoides quotients
A*/= ou A est un alphabet et = une congruence engendrée par des couples
(ab,ba)'. En fait, sans perte de généralité, on ne considérera ici que les com-
mutations.

Les commutations peuvent étre représentées a minima par des graphes non-
orientés sans boucle?. Si € est une relation de commutation, on note (A, §) =
A*/-,, oit =g est la congruence engendrée par les relateurs ab =4 ba pour tout
couple (a,b) € 0, le monoide partiellement commutatif libre sur I’alphabet &
commutations (A, 6).

Le monoide partiellement commutatif libre a été, déja, 'objet de nombreuses
¢tudes. Il est défini par Mazurkiewicz ( [?] ) en 1977, dans le cadre du paral-
lélisme, mais il apparait dans des articles antérieurs comme celui de P.Cartier
et D.Foata [?]. En fait il est étudié selon trois voies:

! Les seuls monoides admettant un produit de mélange sur un anneau de caractéristique
0 sont les monoides quotients A*/= ou = est engendrée par des couples de la forme (a,b)
ou (ab, ba) avec a,b € A [?].

2" ndependance alphabet" dans The book of traces [?]
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e Algébrique par Cartier et Foata |?], Dick |?], Droms [?, ?])...

e Combinatoire par Cori [?],Choffrut et Duboc (|7, ?]),Viennot [?]), Duchamp
et Krob [?, 7, ?]), Lalonde [?], Kobayashi ([?]), Sakarovitch ([?, 7], Per-
rin [?]...

e Informatique par Zielonka |?, ?]|,Aalbersberg et Hoogebomm [?],

Diekert |7, 7], Gastin [?, 7, 7|, Gaubert et Mairesse |?, ?], Muscholl |?],
Vuillon [?]...

Dans la suite, nous utiliserons essentiellement les notations que 'on peut
trouver dans " The book of traces" [?]. Le monoide partiellement commutatif
libre admet une réalisation géométrique remarquable trouvée par X. Viennot,
celle des empilements qui a trouvé son application toute naturelle dans 1’étude
de problémes de "job-shop" |7, 2, 7].

Par exemple, si on considére les commutations suivantes

(10,2) (2.5,0)(7,0) (4,0)(4.7,1.5) (5.5,0)(4.7,1.5)
(2.5,0)[linestyle=none,fillstyle=solid|b (4,0)[linestyle=none,fillstyle=solid|d
(5.5,0)[linestyle—none,fillstyle—solid|a (7,0)[linestyle—none,fillstyle—solid|c

(4.7,1.5)|linestyle=none,fillstyle=solid|c

la trace abcde peut étre représentée par I’empilement

(-4,-1)(9,5) viewpoint=-1 -1 .8 [normal=0 0 1](0,0,0)[gridlabels=0](-1,-
1)(4,2)linecolor=white,fillstyle=solid,fillcolor=gray(-1,-1)(1,1)(1,-1)(1,0)(2,-
1)(2,0)(3,-1)) 000al 0-11h2 1-12¢3 2-13d4
-1-12e3

Ces monoides sont appelés partiellement commutatifs libres car ils sont libres
pour la catégorie des alphabets a commutations. En effet, définissons un
morphisme ¢ de (A4, 6) dans (A’, ") comme une application telle que (a, b) € 6
implique (¢(a), ¢(b)) € ' ou ¢(a) = ¢(b). Tout monoide peut étre considéré
lui-méme comme un alphabet & commutations: en terme de catégories, on
peut définir un foncteur d’oubli O de la catégorie des monoides dans la
catégorie des alphabets & commutations par O = (,6) ol € est I’ensemble
des couples (z,y) €%, x # y tel que zy = yx. On peut donc reformuler la
propriété d’universalité de (A, #) de la fagon suivante. Soit un monoide tel
qu’il existe un morphisme d’alphabet & commutations ¢ de (A, 0) dans alors
il existe un unique morphisme de monoide ¢ de (A, #) dans tel que ¢ = poiy
(o1 7p est l'injection canonique de (A, #0) dans (A,0)).
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(3,3) (0.5,2.5)(A,0) ->(1,2.5,1)(2.2,2.5) (2.5,2.5) (1.5,2.8)¢ (1.5,0.5)(A, 0)
—>(0.4,2.2)(1.45,0.8) ->(1.55,0.8)(2.4,2.2) (0.4,1.4)i (2.4,1.4)¢

En particulier si M =), on obtient une fléche naturelle M/ 2,4 qui fournit
le multidegré. Les M, = ¢~ (a) sont appelées classes de multihomogénéité de
M. Ladonnée de = (A, ) est équivalente a celle de (A, 6) car A = —(—1)*—1
et 0 = {(z,y) € Ax Alx # y et xy = yx}, nous serons amenés de nombreuses
fois dans la suite a discuter d’une propriété de en fonction de la forme de

(4,0).

Nous nous intéresserons ici a la notion de factorisation. Cette notion est
bien connue dans le monoide libre et a été intensivement étudiée dans |?],
[?], [?], 1?], |?] et [?]?. La premiére partie, qui contient les premiers résul-
tats de ce mémoire, porte sur un travail que j’ai réalisé en collaboration avec
G.Duchamp et M.Flouret [?], sur la combinatoire des classes de conjugaison
et des factorisations de (4,6) en monoides libres®. Il s’agit en fait d’une
généralisation a ce cadre du théoréme de factorisation de Schiitzenberger
|7]. Nous verrons que les factorisations complétes admettent une "bonne
combinatoire". Plus précisément, le nombre d’éléments d’une factorisation
compléte de multidegré égal & un multidegré donné vérifie la formule de Witt
généralisée [?], ce qui fait de ce type de factorisation de bons candidats pour
la réalisation de bases de L (A, #). La notion de classe de conjugaison a été
traitée par Duboc dans |?|.

Ensuite, nous expliquerons comment généraliser les bisections de Lazard au
cadre partiellement commutatif et, par itération, comment réaliser de nou-
velles factorisations complétes. Cette partie provient d'un article écrit en
collaboration avec G.Duchamp [?]. Enfin, nous montrerons que 'on peut
étendre les notions d’ensembles de Hall et d’ensembles de Lazard a une
famille particuliére de monoides partiellement commutatifs libres en util-

30n connait quelques factorisations du monoide partiellement commutatif telles que
les traces de Lyndon définies par Krob et Lalonde dans [?] et [?], on peut aussi citer une
généralisation des bisections de Lazard [?, 7, 7, ?, ?] au cadre partiellement commutatif
donnée par Duchamp et Krob dans [?] et [?]. Cette généralisation peut étre encore éten-
due & celle de bisection transitive, notion stable car les membres droits et gauches d’une
bisection transitive sont encore des monoides partiellement commutatifs libres (nous ver-
rons que, contrairement au cas non commutatif, ce n’est pas le cas de toutes les bisections
images de bisections de Lazard - c’est & dire obtenues par des éliminations d’un certain
nombre de lettres-) et qui sera définie et discutée plus tard (cf. chap.2.1.4).

“Non commutatifs
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isant ces nouvelles factorisations. J’obtiendrai alors des bases de 'algébre de
Lie partiellement commutative libre ayant des propriétés similaires aux bases
de Hall du cas non commutatif. Ainsi, nous mettrons en évidence une corre-
spondance Hall-Lazard et une algorithmique liée aux séquences standard.

2.1.2 Combinatoire des classes de conjugaison

Si u = P, on notera ¥/u =t la racine PICIe do o T unicité d’une telle trace
est montrée dans [?]. Dans le méme article, il est montré que si g, r, et ¢
sont trois traces de (A, 0) telles que g = r? = P avec ¢q,p €, alors il existe
g € (A, 0) et m € tels que glm, plm et g = ¢g"™. Ceci permet de justifier
I'existence et I'unicité d’une plus petite racine \/g d'une trace g. On peut
donc définir I’exzposant d’une trace g comme étant 'entier p tel que g = ¢’P
ol ¢ est la plus petite racine de g.

Exemple 1 Soit le graphe
(A,0)=a—-0b c
on a Vbabcac = bac et exp(babcac) = 2

Deux mots w et w’ du monoide libre A* sont dits conjugués lorsqu’il existe
deux mots u et v tels que w = uv et w' = vu. L’ensemble des couples con-
jugués forme une relation d’équivalence sur A*. Cette notion peut s’étendre
au cas partiellement commutatif. Deux traces ¢t et t' de (A,6) sont dites
transposées (resp. élémentairement transposées) si et seulement si il existe
deux traces u et v telles que t = wv et t' = vu (resp. une lettre a € A et
une trace v telle que ¢t = av et t' = wva); elles seront dites conjuguées si et
seulement si il existe une trace u non triviale telle que tu = ut’. Clairement,
si t et ¢’ sont transposées alors elles sont aussi conjuguées. Notons cependant
que la réciproque est fausse.

Exemple 2 Soit le graphe
(A,0)=a—-10b e

Les traces aabac et acabb sont transposées (donc conjuguées), mais aacbb et
abcab sont conjuguées et non transposées puisque

aachb.(aacab) = aacaabbcab = aacababeab = (aacab)abcab.
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La transposition est une relation symétrique (en général non transitive), par
contre la conjugaison est une relation d’équivalence. En effet si tu = ut’ et
t'v = vt” alors

tuv = ut'v = uvt”.

En fait, la conjugaison est la fermeture transitive de la transposition 5.

La proposition suivante permet de relier les notions de classes de conjugaison
et de radicaux de traces.

Proposition 1 Soit C une classe de conjugaison, soit f € C,g € (A,0) el
p € tels que f = gP alors pour tout f' € C, il existe ¢ € (A,0) tel que
f'=4g"®. De plus, g est conjuguée a g.

Preuve Il suffit de montrer que cette propriété est vraie pour les trans-
positions élémentaires. Soit [’ une transposée élémentaire de f € C; alors
il existe a € A et u € (A,0) tels que f = ua et f' = au. Si a commute
avec toutes les lettres de w alors [/ = au = uwa = f. Dans le cas con-
traire, il existe ¢’ € (A4,0) telle que g = ¢”"a, alors f = g '¢”a et donc
f/ _ agp—lg// _ CL(g//a)p—lg// _ (ag//)p.

Soit, C' une classe de conjugaison. On déduit de ce qui précéde que I'exposant,
est constant sur C'. On appellera cet entier 1’exposant de C'. L’ensemble des
traces {/g}gec forme une classe de conjugaison que I'on nommera la classe

racine de C' et que 'on notera v/C.

Exemple 3 Soit le graphe

<A7‘9> = |

U — o

La classe de conjugaison de la trace abcdabed est
C' = {abedabed, dbeadbea, acbdachd, debadceba}
On a alors exp(C') = 2 et I'ensemble

VC = {abcd, dbea, acdb, dcba}

est la classe de conjugaison de abed.

et donc de la transposition élémentaire(voir [?]).
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Dans le cas non commutatif, un mot est dit primitif s’il n’est pas puissance
non triviale d’'un mot plus petit. Cette notion s’étend au cas d’un monoide
partiellement commutatif. Soit (A, #) un alphabet a commutations et ¢ une
trace, t est dite primitive si son exposant est 1. Elle est dite fortement
primitive si et seulement si ¢t = uv = vu implique ©v =1 ou v = 1.

Exemple 4 Soit le graphe
(A,0)=a—0b e

La trace acch est fortement primitive, aabbaba est primitive mais non forte-
ment, el acacac n’est pas primitive.

P.Lalonde a montré dans |?| qu’une trace est fortement primitive si et
seulement si elle est primitive et connexe et que toute trace conjuguée d’une
trace primitive (resp. fortement primitive) est primitive (resp. fortement
primitive). Ceci permet de mettre en évidence la notion de classe de conju-
gaison primitive (resp. fortement primitive) définie comme étant une classe

de conjugaison dont tous les éléments sont primitifs (resp. fortement primi-
tifs).

2.1.3 Extension du théoréme de factorisation de Schiitzen-
berger

Soit un monoide et = (;);c; une famille de sous-monoides de (totalement
ordonnée sur J par la relation d’ordre <). On dit que est une factorisation
de si tout élément x de peut s’écrire de fagon unique sous la forme

r = fi--- fn avec f; €,

avec jp > jo > --- > j,. Par souci de clarté, dans le cas des monoides libres
ou partiellement commutatifs libres, une factorisation sera représentée par la
famille de ses générateurs minimaux®.

Si = (Y;)ies est une factorisation de (A, #), on appelera | J

la factorisation 7. On le notera .

ey Yi le contenu de

Le monoide (A4, 0) étant localement fini alors tous ses sous monoides aussi. Un sous
monoide n’admet alors qu’un et un seul ensemble générateur minimal (qui s’appelle base)
—(=1)?2 =1, il n’y a donc pas d’ambiguité dans cette représentation.

"Cette notion est due & Viennot [?]
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Remarque 5 En fait = (Y;)ics est une factorisation de (A,0) si et seule-
ment si on peut écrire

(4.0 - [<v>

icJ

On dit qu’une factorisation = (;);cs est une bisection si |J| = 2; ¢’est une
factorisation compléte si tous les éléments de sont des singletons.

Exemple 6 Considérons l'ordre lexicographique sur A™. Les mots de Lyn-
don sont les mots primitifs minimauz dans leur classe de conjugaison. Ils
forment une factorisation compléte de A*.

Si alphabet est A = {a,b,c} avec a < b < ¢, aababc et bbcbe sont des mots
de Lyndon, contrairement a abaab et bebe. St [’on choisit un mot quelconque
de A*, bbabaabbacbabbaa par exemple, il se décompose bien de facon décrois-
sante en mots de Lyndon, soit ici bb.ab.aabbacbacbabb.a.a.

Plus généralement, on peut créer une factorisation compléte de A* en en-
gendrant un ensemble de Lazard de la facon suivante. Un sous-ensemble L
de AT est un ensemble de Lazard sur A* si et seulement si il est totalement
ordonné (<) et que pour tout degré n on ait L N AS" = {z,--- 2.} avec
21 = 2g < -0 = 2y tels qu’il existe une famille (Z;)icp. k41) de codes vérifiant

o 7, =A,

o Vie [l k],z € Z,

o Vi€ [Lk], Ziys = 25 (Z; — ),
o 7 1 NAS" =1,

Nous verrons dans la section 77 comment étendre cette notion a une famille
de monoides de traces.

Les mots de Lyndon sont un cas particulier de factorisation de Lazard. La
notion de mots de Lyndon peut se généraliser auxr monoides partiellement
commutatifs libres de la facon suivante.

Soit 7y la surjection canonique de A* dans (A, 6), le mot standard (t) d’une
trace ¢ est le plus grand mot pour I'ordre lexicographique dans m, L(t). On
définit l'ordre standard comme ordre total < sur (A,6) tel que t <} si et
seulement, si (t) <g, std(t'). Les traces de Lyndon sont définies comme
étant des traces fortement primitives minimales pour 'ordre standard dans
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leurs classes de conjugaison. Dans [?] G.Duchamp et D.Krob montrent que
I'ensemble de ces traces muni de 'ordre standard forme une factorisation
compléte de (A, 6). On notera cet ensemble (A, 6).

Exemple 7 Soit le graphe
(A,0) =c—a—-b—d.

On a bac <, cb. En effet le plus grand élément de my(bac) = {bac, abec, bea}
pour lordre lexicographique est bea et le plus grand élément de mo(ach) =
{acbh, cab, cba} est cba.

Exemple 8 Soit le graphe
(A,0)=c—a—b—d

avec a < b < ¢ < d. AFlors acd,acb € (A,0) et adc € (A,0). En effet, ces

trois traces sont conjuguées, leur classe de conjugaison est [’ensemble
{acd, dac, cda, adc}.

1l faut alors rechercher le plus petit des mazximaux des ensembles ng(acd) =
{acd, cad}, 7, (dac) = {dac,dca}, 7, (cda) = {cda} et 7, (adc) = {adc}.

Cet élément se trouve dans m, ' (adc) d’ot le résultat.

On a la propriété suivante.

Proposition 2 Soit C' une classe de conjugaison connexe. Alors,

cn lr)=t

le(A,0)

Preuve Soit p I'exposant de C'. Puisque C est connexe, v/C est fortement
primitive donc v/C' N Ly(A, I) = {I}. Soit I € (A, ) telle que ' € C. Alors
g=petl' € VCN(A0), doul=1.

On va ici énoncer le résultat principal de cette section.

Soit (Y;)ies une famille de sous-ensembles non-commutatifs (i.e. pour tout
coupe déléments z,y € Y? on a zy # yzr) de (A, 0). On considére les asser-
tions suivantes.
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(I) Chaque t € (A,0) posséde au plus une écriture sous la forme
t= fife...fn avec f; €Y, et j1 > jo > ... > Jp.
(II) Chaque t € (A, 0) posséde au moins une écriture sous la forme

t= f1f2fn avec fz € Y;Z et jl > jg > .2 ]n

(I11) Chaque monoide (Y;) est libre pour ¢ € J. Pour toute classe de con-
jugaison C de (A,0), si C est connexe alors il existe un unique ¢ € J
tel que C'N(Y;) # () et dans ce cas C' N (Y;) est une (Y;)-classe de con-
jugaison (au sens non commutatif), par contre si C' n’est pas connexe
alors pour tout i € J,C' N (Y;) = 0.

Schiitzenberger a montré dans le cas non-commutatif un analogue du théoréme
suivant®|[?].
Théoréme 3 Deux des affirmations précédentes entrainent la troisiéme.

Preuve Pour tout ¢ € J, 'ensemble minimal de générateurs de (Y;) est
F, = ({Y;) = 1) — ({Y;) — 1)%. On peut remarquer que si les conditions ()
et (I1) sont réunies alors (Y;) est libre de base Y;. Pour montrer que (/) et
(II) = (I11), le lemme suivant est nécessaire.

Lemme 4 Soit = (Y;)ics une factorisation de (A,0) en monoides libres de
codes Y; non commutatifs. Alors

log <M> _fEZFlog (1 _1£>

est une combinaison linéaire (infinie) de polynomes de la forme uv — vu
(u,v e (A,0)).

1
1-Y;
Il résulte de la proposition 7?7 (annexe A) que la différence

log (M) _ ;log (1 _1£>

8Dans le cas non commutatif assertion (III) est remplacée par:
(IIT) Chaque monoide (Y;) est libre. Pour toute classe de conjugaison C' de A*, il existe un
unique ¢ € J tel que CN(Y;) # 0 et dans ce cas C'N(Y;) est une (Y;)-classe de conjugaison.

Preuve Soit la famille (Si = ) . Pour touti € Jona (5;,1) = 1.
ieJ




14 Factorisations partiellement commutatives libres

est une série de Lie sans terme de degré 1.

D’aprés le lemme 77,
log((4,0)) Zlog (Y7

est une combinaison linéaire (peut-étre infinie) de polynémes de la forme
uwv — vu (avec u,v € (A,0)). Soit C' une classe de conjugaison.
Alors,

(C.log((A,0))) = (C, > log(¥;"

icJ
Or
(A,0) = r,
1e(A,0)
et donc

(C,log((A,0)) = (C, Y log(l") = (C, Y Z%zm).

1E(A,0) le(A,0) m>1

De plus, comme Y; est un code pour tout i € J (car dans le cas contraire
'assertion (I) serait fausse). On a donc

log(Y;") Z . 0

m>1

15 D SETENIED 9) SERD)

le(A,0) m>1 eJ m>1

Finalement,

Deux cas se présentent alors selon que C est connexe ou non.
Supposons tout d’abord que C ne soit pas connexe. Toute trace de Lyn-
don [ étant connexe par définition, on a pour tout m > 0, (C,I™) = 0. D’ou

53D I WEIGE DS TOE)

i€J m>1 le(A,0) m=>1

Ceci implique que pour tout 7 € J, Y;*NC = ().
Supposons & présent que C' soit connexe. Si C' est fortement primitive, il
résulte de |?]| que

CZZ—Z’” c > n=

1E(A,0) ma1 1E(A,0)
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et donc

€YY ym=1

i€eJ m>1

Comme toutes les traces de C sont d’exposant 1, il en est a fortiori de méme
dans les Y;* et comme ces derniers sont libres on a, si Y"NC # 0, (CNY;™) >
m et donc

(e D= I ES

m>1

Il existe donc un unique i € J tel que CNY;* # 0, de plus Card(CNY;™) = m,
ce qui prouve que C' NY;* est une Y;*-classe de conjugaison.
Si C' n’est pas fortement primitive (C' est toujours supposée connexe) alors
V/C' est fortement primitive. D’aprés le cas fortement primitif, il existe un
unique ¢ € J tel qu’il existe g € Y, N VC. Alors g* € C ou p est I'exposant
de C' donc C'NY;* # (). Supposons que /g € Viela Y, alors g € Y NY] et
donc 7 = j. Ceci implique que 'exposant de g dans Y,* est supérieur ou égal
a p. Comme p est 'exposant de g dans (A, 0) il y a en fait égalité entre ces
deux entiers. Or C'NY;* est une réunion de Y;*-classes de conjugaison.
Posons C NY;* = U C; ou k € et ol pour tout j, C; est une Y;*-classe de
1<j<k
conjugaison. Cette union étant disjointe, on a

(€3 v =30 Y v,

m>1 j=1

Or Y;* est un monoide libre de code Y; et donc

D’ou

Or d’autre part, on a

ey Y= Y Y=

i€J m>1 1€(A,0) m>1
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d’aprés la proposition ??. D’ou I'unicité et £ = 1.

Réciproquement, montrons que (I) et (111) (resp. (I1) et (I11)) impliquent
(I1) (resp. (I)). Soit C une classe de conjugaison de (A, @). On considére a
nouveau deux cas.

Si C' est connexe, il existe un unique 7 € J et une unique F;*-classe de
conjugaison C; telle que C; = C' N F. Or

1
<Q7 Z ZEZ Cla Z
ieJ m>1 me1
oll p est 'exposant de Cj, et
(C,log((A,0))) = (C, Y Z—zm = -
le(A,0) m>1

d’aprés la proposition 77.
Donc,

Si C' n’est pas connexe, on a
1
(C.log((A,0)) = (C, >, > —I")=0.

D’autre part,

par hypothése.
Ainsi, pour toute classe de conjugaison C, connexe ou non, de (A, 6), on a

(C,log((A,0))) = (C, ZZ —Fm
e m>1

Soit © une classe de multi-homogénéité de (A,6). Alors Q est une réunion
de classes de conjugaison.

Donc,
(Q.1og((4,0)) = (2, Z

ied m>1
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Ceci permet d’écrire,

éllog((4,6))] = [Z SR

i€ m>1

O ¢ est la surjection canonique de << A,6 >> dans [[4]]. Comme ¢ est
continu, ceci est équivalent a

log(6((4,0))) = log(] [¢(£7)).

ieJ

et donc

o((A,0)) = [ [o(F)).

ieJ
La condition (I) (resp. (I1)) implique qu’il existe S € ((A, 0)) telle que

«—
(A,0) =[]F +e5
ieJ
avec (S,t) > 0et e =1 (resp. € = —1) pour tout ¢ de (A,0).
On peut donc écrire

H
3((A,0)) = eo(S) + o(] [ 1) = [ [o(FD)

ieJ ieJ
ce qui implique que ¢(S) = 0 et donc que S = 0 car S est a coefficients
positifs. La famille (F}");c; est donc une factorisation de (A, 6).
Si A = {ai,---,an}, on écrira 7% = a2 ... a5 € (4, A%) pour tout
a €4, en notant a = (a(ay),- -+, a(a,)). Soit X un sous-ensemble de (A, 6),
on notera X, = {t € X/¢(t) =T}

La propriété suivante se déduit du théoréme 77 et de I’égalité des distribu-
tions des factorisations complétes et généralise une propriété classique dans
le monoide libre.

Proposition 5 Soit une factorisation compléte de (A,0), et C' une classe
de conjugaison de (A, 0). Alors,

(cn) = { 1 szj C' est fortement primitive
0 sinon
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Preuve Une factorisation compléte est une factorisation de (A, #) en monoides
libres. On peut donc utiliser le théoréme ??, et donc, si C' est fortement prim-
itive, (CN) = 1.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 6 Soit o €4, et et deuz factorisations complétes de (A,0). Alors,

(a) = (a)

Preuve On a

1 1 1\«
i~ T - ()

f€ OCEA fea OCEA
De méme,
II 1 II ( 1 )(d
fe 1_¢(f) ach L=T
Or, et sont deux factorisations complétes de (A, ). Donc,
1 T 1
A =|l—=1|]|—
=t el Bl Sl

En appliquant le morphisme continu ¢ a cette égalité on obtient

1 (1_1Ta)<a> 1 (1_1Ta)(a>‘

acd ach

1\ @@
11 (1 — Ta) =1

ach

D’ou

Ceci correspondant & un cas particulier du lemme 1 p.35 dans [?], on obtient
finalement (,) = (a)-

Le fait que toute classe de conjugaison fortement primitive posséde une trace
de implique l'inégalité

(o) = (a(4,0)),
qui est stricte si et seulement si , admet un élément non fortement primitif.
Or (A, 0) étant une factorisation compléte de (A,0), le lemme ?? implique



2.1 Factorisations du monoide 19

que toute trace f € est fortement primitive et appartient & une classe de
conjugaison fortement primitive.

Ceci prouve que les factorisations complétes de (A, #) possédent une combi-
natoire analogue au cas non commutatif. L'un des invariants de ’algorithme
de constructions des ensembles de Lazard? est de garantir qu’a chaque étape
on a utilisé au plus une fois chaque classe de conjugaison. Ceci nous permet
de penser qu’il existe une construction similaire dans (A, 6). Dans la suite
de ce chapitre, nous développerons une méthode permettant de généraliser
les bisections de Lazard puis, pour une famille de monoides, les ensembles
de Lazard.

2.1.4 Bisections transitives

Le but de cette section est de généraliser au cas partiellement commutatif
les bisections de Lazard (cf [?] et [?] par exemple). Une bisection est le cas
particulier des factorisations ne possédant que deux facteurs. Formellement,
soit un monoide, un couple (1,) forme une bisection si et seulement si
I’application
1X2 -
(m1,m) — mymy

est une bijection.

Dans A*, les bisections de Lazard sont définies de la fagon suivante. Si
B est un sous alphabet de A, alors (A — B)B* est un code et on a

A= B .(A— B)B")"
Soit X un sous-ensemble de (A, 6), on pose
Ox = {<I1,$2> € X2|ZE1) X ZL’Q) - 9}

Les commutations considérées ici sont strictement alphabétiques, c’est a dire
que pour tout couple (x1,22) € Ox on a 1) Nxy) = 0. On notera 6_64 ).
Dans |?] et [?], Choffrut introduit la notion de codes partiellement commutat-
ifs comme étant les ensembles générateurs des sous-monoides partiellement
commutatifs libres de (A, 0). En fait si X est un tel code, alors toute trace
t €< X > admet une unique décomposition sur X aux commutations pres,
ou plus précisément (X,6x) est 'alphabet & commutations de < X > 10,

9Procédé d’élimination de Lazard.
1°De facon équivalente:
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Exemple 9 (i) Pour tout alphabet & commutations, les sous alphabets B de
A sont des codes partiellement commutatifs.
(i1) Considérons

(A, 0)=a—-0b c.

Alors Uensemble de traces {c,cb,ca} est un code partiellement commutatif,
le monoide engendré est en fait non-commutatif libre.

(1ii) Pour le méme alphabet a commutations, l'ensemble {b, a,ca} est lui aussi
un code partiellement commutatif, son graphe étant

a—b ca

il est de plus isomorphe a (A,0).

(iv) Soit maintenant l’ensemble X = {b,a,ca,cb}. Bien que ce soit un en-
semble générateur minimal de (X), ce n'est pas un code partiellement com-
mutatif. En effet on a ca.b = cb.a.

Dans la suite, on utilisera les notations suivantes:

e AI(t) pour désigner Palphabet initial {z € A/t = zw,w € (A,0)} d'une
trace t,

e AT(t) 'alphabet terminal {z € A/t = wz,w € (A,0)} de t,

ces notations sont empruntées a 'ouvrage [?].
Il existe une généralisation du lemme de Levi (|?] chap.1) au cadre partielle-
ment commutatif que nous utiliserons de nombreuses fois par la suite.

Lemme 7 (Levi) Soient x,y,t,z € (A, 0) quatre traces telles que

Ty = tz.

1. Le monoide < X > est isomorphe & (X,f0x) et <X > —(< X > —-1)2 - 1= X.

2. Le diagramme suivant commute.

a(X,6)

— >abiy— >acis< —bcis

b(X,0x) c< X >
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Alors il eziste quatre traces p,q,r,s € (A,0) telles que

r=pr, Yy=sq,
t=mps, z=rq.

etr)xs)C@.

Déterminer si un sous monoide ' d’un monoide est le facteur gauche (droit)
d’une bisection n’est pas un probléme trivial. Il est montré dans [?]| que si
=1 .2 est une bisection alors ; satisfait (u,uv €1) = (v €;). Cette condition
n’est pas suffisante, en général, on peut le voir en posant ; = 2 C='1.

La proposition suivante traite le cas particulier des bisections de Lazard de

(A, 0).

Proposition 8 Soit (A,0) un alphabet & commutations et B C A. Alors
(B,0p) est le facteur droit (resp. gauche) d’une bisection de (A, 0)

Preuve En fait, il suffit de prouver que la série (B, 05) (A, ) (resp. (A4,60).(B,05)™ ")
est la série caractéristique d’un monoide. Sil’on traite le cas gauche (le droit
étant symétrique) on a

(B,0) " (A,0) =< X >

ou X = {zwlz€ A— B,w € (B,0p), (zw) = {z}}.

Définition 9 Soient BA un sous-alphabet (quelconque) de A et Z = A— B
on notera
Bz(B) ={z2w|z € Z,w € (B,0p), (z2w) = {z}}.

Le monoide < (z(B) > n’est pas toujours partiellement commutatif libre.
En effet si on pose

(A, 0)=a—-b ¢
et B ={c} alors a,b,ac,bec € B7(B) et a.bc = b.ac.
Il existe pourtant de nombreux cas pour lesquels 5z(B) est un code partielle-
ment commutatif. Par exemple, G.Duchamp et D.Krob ont montré dans |?|
que lorsque Z = A — B est non- commutatif (i.e. Z x ZN6 = Q) alors 8z(B)
est un code non-commutatif (i.e. < fz(B) >= §3(B)).
Il existe d’autres cas. En effet, si on pose

(A, ) =a—-b—c

"Elle I'est lorsque M est libre (cf. [?], [?], [?])-
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et B = {c}, le monoide < 3,;(c) >= (Bap(c),0s,,()) admet comme alphabet
a commutations

Cela est équivalent a

(Bz(B)) = 1—(b+ ano ac") + ano bac™

Un critére simple permettant de décider que Bz(B) est un code partiellement
commutatif nous conduit a la définition suivante.

Définition 10 Soit B C A. On dira que B est un sous-alphabet transi-
tivement factorisant (SATF) si et seulement si pour tout zy # zo € Z et
wy, we, wy, wh € (A, 0) tels que (zywy) = (z1w)) = {21} et (z2ws) = (2owh) =
{z2} on a

21W1 29We = 29Waz W] = W1 = W, Wa = W,

La bisection (B, Bz(B)) sera dite transitive.

On a le théoréme suivant.

Théoréme 11 Soit B C A. les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Le monoide < Bz(B) > est partiellement commutatif libre,

2. Le sous alphabet B est SATF,

3. Pour tout couple (2,2') € Z?> N0, le graphe de non commutation'?
n’admet aucun graphe partiel de la forme

z2—by—...—b,— 72
avec by, ...,b, € B,
4. Pour tout couple (z,2') € Z? on a

(2,2") € 0 & B.(B) x B(B) € 6.

12Dependence graph [?].
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Preuve Prouvons tout d’abord I'implication (1)=-(2) par contraposition.
Si B n’est pas un SATF, on peut trouver quatre traces zjwy, z1w], zoWws,
zwh € Bz(B) telles que zjwi.zowe = zowh.zqw] avec wy # w) ou wy # wh,
ce qui implique que (3z(B) n’est pas un code partiellement commutatif.

Montrons maintenant que (2)=-(3). Supposons que
2—by—...—b,— 7,

avec (z,2') € Z2 N0 et pour tout i € [1,n], b; € B, soit un graphe partiel
du graphe de non commutation. Alors il existe un sous-graphe du graphe de
non commutation de la forme

Z2—C—...—Cp— 2
avec ¢; € B. Soit k le plus petit entier tel que (cxi1,2') € 0. Alors on a

201 ... Cp 2 Cpg1 O = 2201 O,

ce qui prouve que B n’est pas un SATF.

Montrons que (3)= (1). Supposons que zw;.z'wy = z'wh.zw] avec
ZWy, Z/w27 Zwllv Z/wé € BZ(B)

et
Wy # wy, Wy # wi.
Le lemme de Levi appliqué a ’équation

w12 we = 2wy 2w

implique l'existence d’une trace w' € (B,60) — {1} telle que w] = ww’ et
wy = whw'. De plus, si zw € (z(B) et b € w), il existe un graphe partiel du
graphe de non commutation de la forme

z—by—...—b,—0.

Il en découle, si on prend ¢ € w'), que le graphe de non commutation admet
un graphe partiel de la forme

z—by—...—b,—c=0b,—...—b -7
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Ceci prouve que (3)=-(1).

Montrons que (3)= (4). Supposons que l'on ait (3). Si 3,(B) x 3.(B) C 6
alors de facon triviale (z,2) € 0.

Réciproquement, supposons que (z,z2') € 6. Soient zw € (,(B) et 2w’ €
B.(B). Si(zw,2') ¢ 0, comme z # 2’ et |w|z = 0, on a nécessairement
zw.z # Z.zw. Ceci implique qu’il existe un graphe partiel du graphe de
dépendance de la forme

z2—by—...—b,— 72

avec b; € w) C B pour tout i € [1,n], ce qui contredit (3). Supposons main-
tenant que (2, zw) € 0 et (Z'w',zw) ¢ 6. On peut alors écrire zw.z'w' =
2'u.zwv ot w' = wv et u est le plus grand préfixe de w' tel que (u, zw) € 6.
Ceci implique alors que zwv, Z'u € (z(B), et donc B n’est pas un SATF.
Or on a vu que (2)< (3). Cela contredit donc nos hypothéses et prouve
I’assertion.

Enfin, montrons que (4)=-(1). Soit x Papplication de Z dans K << A,0 >>
définie par pz = 5,(B).
Comme

(2,2') € 0z = [uz, pz'] = [B:(B), B (B)] = 0

et que (uz,1) = 0, on peut étendre p en un morphisme continu de K <<
Z,07 >> dans K << A, 0 >>. Soit s le morphisme de < (3.(B) > dans
(Z,07) défini par szw = z pour tout zw € Bz(B).

On a
<B.(B)> = s((Z02))

= D we(z02) s~ Hw)

wE(Zﬂz) /’Lw
= N(Zv QZ)

Soit le polynéme P(6;) = @. Comme g est un morphisme continu, on a

1 1
<P2B) == 56,)) = Pl

C’est la série caractéristique de (37(B),0,(p))-
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Remarque 10 Ceci prouve que la liberté de [57(B) (qui est généralement
infini) est décidable. Grace o Uassertion (3) du théoreme 77, nous ramenons
le probleme a un calcul de composantes connexes sur les graphes engendrés
par les alphabets B U {z, 2"} pour tout couple (z,2') € 6.

Exemple 11 1. Soit (A,0) le graphe de commutation suivant.

(2,0)(13,8) linestyle=dashed, framearc=1,fillstyle=solid,
filleolor=mongyris(3,5)(11,7.5)(3,0.5)(12, 3)[135](4.5, 6.0)a[45](9.5, 6.0)e[270] (4.5, 1.5)d[270](7.5, 1

Alors B = {b,c,d} n’est pas un SATF. FEn effet, le graphe de non
commutation admet le graphe partiel

a—b—d—e.
Cela peut aussi se vérifier en constatant [’égalité ed.ab = a.edb.

2. Soit (A, 0) le graphe de commutation suivant.

(7,7) linecolor=red(1,5.5)(3.5,3.5)(1,1.5)(6,5.5) (1,5.5)(6,5.5)
(1,5.5)(1,1.5) (1,1.5)(6,1.5) (6,1.5)(6,5.5)
(1,5.5)[linestyle=none, fillstyle=solid]c
(1,1.5)[linestyle=none,fillstyle=solid|d
(3.5,3.5)[linestyle=none, fillstyle=solidja
(6,1.5)[linestyle=none, fillstyle=solid[b
(6,5.5)[linestyle=none,fillstyle=solidfe linestyle—dashed [lin-
earc=0.5,linecolor=green](0.25,.75)(0.25,6.25)(1.75,6.25)(1.75,2.25)(6.75,2.25)

(6.75,.75) [lin-
earc=0.5,linecolor=green|(2.75,3.75)(5.75,2.75)(6.75,5.25)(5.75,6.25)
(4.5.3.15)4 (3.5,1.2) B

Alors B = {a,d,b} est un SATF de A. Cela peut se vérifier sur le
graphe de non commutation.

(7,7) linecolor=red(1,5.5)(7,7)(6,1.5)(3.5,3.5)(6,1.5)(1,1.5)(2.25,
4.5)(6,5.5)(6,5.5) (1,5.5)[linestyle=none,fillstyle=solidjc
(1,1.5)[linestyle=none, fillstyle=solid/d
(3.5,8.5) [linestyle=none,fillstyle=solid[a
(6,1.5)[linestyle=none,fillstyle=solid[b
(6,5.5)[linestyle=none, fillstyle=solidfe
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En effet, les lettres a et e sont sur deur composantes connexes dif-
férentes.

Le graphe

(2,0)(14,7) framearc=1 (1.5,3.5)(13.5,6.5) (2,0.5)(10.5,3)
border—2pt (3.4.5)(3,2) (3,4.5)(8,2) (6.5.4.7)(3,2) (6.5,4.7)(8,2)
(10.5,4.7)(3,2) (10.5,4.5)(8,2) fillstyle=solid,
fillcolor=mongyris(3,5)(.7,.7)(11,5)(2,1)(8,2)(.7,.7)(3,5) ab™
(6.5,4.7)[linestyle=none,fillstyle=solid]a (11,5)abTc(b+ c)*
(5,6)8.(c,d,b) (5,1)B.(c,d,b) (3,2)[linestyle=none,fillstyle=solid]e
(8,2)ed*

est le graphe de commutation de < B7(B) >.

2.1.5 Factorisations transitives

Rappelons tout d’abord quelques définitions données par Viennot dans [?] et

171

Définition 12 Soit un monoide et ' C un sous-monoide. Soit = (;);cs une
factorisation de . On notera | = (; Jrex ot K = {k € J/i C'} la restriction
de a'.

Remarque 12 En général, la restriction d’une factorisation & un monoide
n’est pas une factorisation.

Définition 13 Soit un monoide. On définit < l'ordre partiel sur [’ensemble
des factorisations de par = (;)ics <'= (})icy si et seulement si J' admet une
décomposition en une somme ordonnée d’intervalles J' = Y ._, J; telle que
pour tout i € J, la famille (%);es, soit une factorisation de ;. On dira dans

J
ce cas que ' est plus fine que .

On a, de facon triviale, la propriété suivante.

Proposition 14 Soit un monoide. Soient = (;);c; et deux factorisations
de telle que =<'. Alors pour tout i € I,’|, est une factorisation de ;.
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Définition 15 Soient = (B, Bs) une bisection et = (Y;);cs une factorisa-
tion toutes deuz de (A,0). On dira que Y; est coupé par si et seulement si les
monoides ;() =< By >N <Y; > et ;() =< By >N <Y; > sont non-triviauz
(i.e. différents de 1).

Nous aurons, dans la suite, besoin du lemme suivant.

Lemme 16 Soient = (B, By) une bisection de (A,0) et = (Y;)icpn une
factorisation de (A,0) telles qu’il existe une factorisation = (Gi)rex telle
que , = alors < si et seulement si aucun Y; n’est coupé par .

Preuve Comme , <, K peut se décomposer en une somme ordonnée d’intervalles

K=J+J,= ZL

1€[1,n]

en accord avec la définition ??. Il existe donc un entier k € [1,n] tel que
Ji =2 icppon itk et Jo =TI/ +3 .y, L avec Iy = I + I}/ Ceci prouve
le résultat.

(7,4) (1,3.4)(6,3.4) (6.5,3.4) (1,3.35)(1,3.45) (4.5,3.35)(4.5,3.45) (1,2)(6,2)
(6.5,2) (1,2.05)(1,1.95) (3,2.05)(3,1.95) (4.5,2.05)(4.5,1.95) (5,2.05)(5,1.95)
(5.5,2.05)(5.5,1.95) (6,2.05)(6,1.95) (1,1)(6,1) (6.5,1) (1,1.05)(1,0.95)
(3,1.05)(3,0.95) (4.5,1.05)(4.5,0.95) (5,1.05)(5,0.95) (5.5,1.05)(5.5,0.95)
(6,1.05)(6,0.95) (3.4,1.05)(3.4,0.95) (2.1,1.05)(2.1,0.95) (2.5,1.05)(2.5,0.95)
(5.7,1.05)(5.7,0.95) linestyle=dashed (4.5,3.4)(4.5,1) (3,2)(3,1) (5,2)(5,1)
(5.5,2)(5.5,1)

Définition 17 Soit = (;)ie; une factorisation d’un monoide et pour un
ke I, soit’ = (})icr une factorisation de . La composition de et ' est la
factorisation "o = (!)ierr ot Uensemble 1" = I U I' — {k} est ordonné par la
relation v < j si el seulement si

1. (i,jeleti<pj)ou(i,jel eti<pj),
2.ie€li<;ketjel,

3. 0€el,j>ketjel
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" _ i sii €l

sit el
Définition 18 On appellera factorisation transitive toute factorisation qui
est composée de bisections transitives.

(7,4) (1,3)(6,3) (1,2)(1.9,2) (2.1,2)(3.9,2) (4.1,2)(6,2) (1,1)(6,1)
(1,3.2)(1,2.8) (2,3.2)(2,2.8) (4,3.2)(4,2.8) (6,3.2)(6,2.8) (1,2.2)(1,1.8)
(1.3,2.2)(1.3,1.8) (1.9,2.2)(1.9,1.8) (2.1,1.8)(2.1,2.2) (2.5,1.8)(2.5,2.2)

(3.2,1.8)(3.2,2.2) (3.9,1.8)(3.9,2.2) (4.1,1.8)(4.1,2.2) (5,1.8)(5,2.2)
(6,1.8)(6,2.2) (1,0.8)(1,1.2) (1.3,0.8)(1.3,1.2) (2,0.8)(2,1.2) (2.5,0.8)(2.5,1.2)
(3.2,0.8)(3.2,1.2) (4,0.8)(4,1.2) (5,0.8)(5,1.2) (6,0.8)(6,1.2) linestyle—dashed

(1.3,2)(1.3,1) (2,3)(2,1) (2.5,2)(2.5.1) (3.2,2)(3.2,1) (4,3)(4,1) (5,2)(5,1)
(05, ) (15,25)1 (3725)2 (5725)3 (35705)3 09 010

Exemple 13 Si on considere le graphe

o — o

a
|
d —
et les bisections transitives 1 = (a,{d,b} U ca®) et o = (ca*,{d,b}) alors la
factorisation

= (a,ca*,{b,d}) =5 01

est transitive.

Lemme 19 Soit = (Yi)icp1p une factorisation transitive de (A,0) et soit
= (B, Bz(B)) une bisection transitive telle qu’il existe une factorisation plus
fine que et . Alors, il existe au plus un Y; coupé par et si un tel facteur
existe il vérifie les assertions suivantes

1. Le sous-ensemble T = Y; N (B,0p) est un SATF de Y; et ;() est le
monoide droit de la bisection associée (c’est a dire ;() = (By,—r)(T), 0y, _r(1)));

2. La famille (Y1,...,Y;1,T) est une factorisation transitive de (B,0p),

3. La famille (By,—r(T),Yit1,...,Y1) est une factorisation transitive de
(B2(B),05,(3))
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Preuve Supposons que ¢ > j soient deux indices de [ tels que Y; et Y} soient
coupés par . Alors, le fait que et aient un majorant commun implique que

i0 € (B,08) N (B2(B).0p,(8)) = {1}
et contredit le fait que Y; soit coupé par . Dot 7 = j.

(74)

(1,3.4)(6,3.4) (6.5,3.4) (1,3.35)(1,3.45) (4,3.35)(4,3.45) (1,2)(6,2) (6.5,2)
(1,2.05)(1,1.95) (3,2.05)(3,1.95) (4.5,2.05)(4.5,1.95) (5,2.05)(5,1.95)
(5.5,2.05)(5.5,1.95) (6,2.05)(6,1.95) (1,1)(6,1) (6.5,1) (1,1.05)(1,0.95)

(3,1.05)(3,0.95) (4.5,1.05)(4.5,0.95) (5,1.05)(5,0.95) (5.5,1.05)(5.5,0.95)

(6,1.05)(6,0.95) (3.4,1.05)(3.4,0.95) (2.1,1.05)(2.1,0.95) (2.5,1.05)(2.5,0.95)

(5.7,1.05)(5.7,0.95) (4,1.05)(4,0.95) (3.5,1.7)T (4.6,1.7)By,(T) (4,2.4)Y;

linestyle—dashed (4,3.4)(4,1) (3,2)(3,1) (5,2)(5,1) (5.5,2)(5.5,1) (4.5,2)(4.5,1)

Supposons qu’il existe un indice i € I tel que Y; soit coupé par . Montrons
tout d’abord l'assertion (1).
Par identification des facteurs on trouve alors

(B,05) = [ [ (01.6v)-S1

1<i

et
(BZ(B)’ ‘9/5'2(3)) = 52 H (YE? 9Yl)

>4

Avec (Y;,HYZ) = 51.52 == (1 —I—S;’_)(l +S;_) =1+ Sf— +S;_ + SIFS;_ DOHC13

Sy = (Y;?eYz) © (ngB) = (YZ,Q}/@) N (B’ 03)

Sy = (Yi,0v) © (B2(B),03,8) = (Yi, 0v,) N (B2(B), Us,(5))
Si on pose T'=Y; N (B,0g), on a alors

(Y;aeYz) N (3793) = (T7 eT)

D’ou
(Y;,0y,) = (T,07).5.

13Le signe ©® désigne le produit de Hadamard des séries défini par (S © T,w) :=
(S, w)(T', w)
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Ceci prouve que S; est la série caractéristique de (By,_r (7)) dans la bisection
"= (T,Y; =T). Deplus Y; = T € (82(B),08,(8))-

On va montrer maintenant que 7' est un SATF de Y; (ce qui correspond a
'assertion (1)).

Supposons que T’ ne soit pas SATF. Alors, il existe y;,yo € Y; — T tel que
(y1,92) € Oy, et une suite (;)icp1p) (avec p > 0) d’éléments de T telle que

Yyr—t1— ... —tp — Yo

soit un graphe partiel du graphe de non commutation de fy,. De plus, comme
Y; est le code d’un facteur d’une factorisation SATF', alors toute trace t; est
connexe.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 20 Soient (A, 0) un alphabet & commutations et B un SATF de A.
Soit t € (Bz(B),0s,(B) une trace connexe. Alors pour tout couple de lettres
(x,y) € (t) x (t), il existe une chaine de non commutations

T—ay = —ap— Y
0w a; € t).

Preuve Soit x € (t) et y € AT(t). Alors, comme t € (82(B),05,(B), on a
nécessairement x € Z. Par contre pour y, il faut considérer deux cas.

1. Si y € B, lorsqu’il n’existe pas une telle chaine on peut écrire t = yt’,
ce qui contredit la définition de Bz(B).

2. Siy € Z, supposons qu’il n’existe pas ce type de chaine de non com-
mutation. Alors on peut écrire ¢ sous la forme

t = xwzwy - ZpWEY = YTW2LW - - - ZpW

avec z;w;, xw € [z(B). Or B est un SATF donc cette commutation
est alphabétique, ce qui signifie que ¢ est non connexe et contredit nos
hypothéses.

Comme Y] est le code d’un facteur d’une factorisation transitive, il existe un
SATF B’ de A tel que Y; C (B’,0p). Le fait que

h—ti—...—t,— Yo
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soit une chaine de non commutation implique que la trace y,ti---t,ys est
connexe. Soit a € (y1)et b € (y2). Alors le lemme ?? montre qu’il existe une
suite de lettres (¢;)ieq1,...qp telle que

a—c—--—cg—Db

soit une chaine de non commutation.
Posons

a:=max{j € {1,....q}¢c; €n)}
et
ﬁ = mln{] € {]-7 s 7Q}|Cj € y2)}

Comme (y1,y2) € 0y, ona f—a >0 et
Ca —Ca41 — ...~ Cp—1 —Cp
est une chaine de non commutation. Et donc

Y1 — Cat+1 — - —€C3-1 — Y2

aussi. On posera a; := cqy1,. .., = C3_1.
On peut supposer que ¢ = j si et seulement si a; = a;. En effet, si a; = q;
alors

Yp—ay — .. —Qj—1 — Q5 — Ajq1 — ... — Q1 — Y2

est une chaine de non commutation.
Posons y1 = zywy...zpwy et yo = Zqwi..zpwp o0l 24,2 € Z et zyw;, Zjw) €
Bz(B). Comme (yi,a1) € 0, il existe i € [1,k] tel que (z;w;,a1) € 6. Si
a; € Alph(w;) alors il existe un facteur gauche u de w; tel que z;ua; € 5z(B).
Si a; & Alph(wy), alors z;w;a; € B7(B).

Ceci implique, grace au lemme ??7, que dans tous les cas, il existe un
graphe partiel du graphe de non commutation de 6 de la forme

zi—bl—...—bt—al

avec by, ...,b, € B. De méme on montre qu’il existe un graphe partiel du
graphe de non commutation de 6 de la forme

Zj—Cl— . — Cs—
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avec j € [1, k] et ¢y, ...,cs € B. Ceci implique que
Zi—b— .. = —ay —..qp—Cy— ... — 1 — 2

est un graphe partiel du graphe de non-commutation de 6. Or (z;, z;) € 0,
donc B n’est pas un SATF de A. Il y a une contradiction avec les hypothéses,
ce qui prouve que 1" est un SATF de Y;.

Montrons maintenant (2) et (3) par induction sur p.

Si p = 1 alors le résultat est trivial, sinon on peut écrire sous la forme
=1 090" ou ' = (B, [z (B’)) est une bisection transitive, 1 = (Y7,...,Y%)
une factorisation transitive de (B’,6%) et o = (Yi11,...Y,) une factorisation
transitive de (8z/(B’),03,,(5)). Si =" alors le résultat est trivial. Dans le cas
contraire, le fait que et ’ aient un majorant commun implique que 'on a
nécessairement B C B’ ou bien B’ C B. Supposons tout d’abord B’ C B,
et considérons la trisection transitive (B, Bp_p/(T'), Bz(B)). Les hypothéses
d’induction impliquent que

(Yk’-‘rla s 7}/;—17T) et (ﬁYZ'—T(T))}/;-i-lv cee 7}/;))

sont des factorisations transitives, respectivement, des monoides

(Be—p/(B"), 05, ..(B)) et (82(B),0s,5)).
Alors
(Y1,...,.Y: 1, T) =1 o(Yis1,...,Yi1) o (B, Be_p/(B"))
est une factorisation transitive.
Maintenant supposons B C B’. En utilisant les hypothéses d’induction, les
factorisations (Yji1,...,Yi—1,T) et (By,—r(T),Yi+1,...,Y,) sont transitives
et

(5}/ T( ) iFly e Yl) =2 O(ﬁy TaY;+1 ) (B B Bﬁz(B B’(B B))

est une factorisation transitive. Ceci prouve le résultat.

(7,4) (1,3.4)(6,3.4) (6.5,3.4) (1,3.35)(1,3.45) (4,3.35)(4,3.45) (1,2)(6,2) (6.5,2)
(1,2.05)(1,1.95) (3.2.05)(3,1.95) (4.5,2.05)(4.5,1.95) (5,2.05)(5,1.95)
(5.5,2.05)(5.5,1.95) (6,2.05)(6,1.95) (1,1)(6,1) (6.5,1) (1,1.05)(1,0.95)

(3,1.05)(3,0.95) (4.5,1.05)(4.5,0.95) (5,1.05)(5,0.95) (5.5,1.05)(5.5,0.95)
(6,1.05)(6,0.95) (3.4,1.05)(3.4,0.95) (2.1,1.05)(2.1,0.95) (2.5,1.05)(2.5,0.95)
(5.7,1.05)(5.7,0.95) (4,1.05)(4,0.95) (3.5,L.7)T (4.6,1.7)By,(T) (4,2.4)Y; (1,0)(6,0)
(6.5,0)/ linestyle=dashed (4,3.4)(4,0) (3,2)(3,0) (5,2)(5,0) (5.5,2)(5.5,0)
(4.5,2)(4.5,0)
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Lemme 21 Soient = (B, [z(B)) une bisection transitive et = (Y;)icn)
une factorisation transitive telle que <. Alors les factorisations |(pgy) et
(82(B).0s,, () sont transitives.

Preuve Il s’agit d'un cas particulier du lemme 77 en posant =.

Proposition 22 Soient = (Yi)ics et ' = (Y])jes deux factorisations transi-
tives finies de (A, 0) telles qu’il existe une factorisation avec | <. Alors il
existe une factorisation transitive finie ' telle que

1. On a linégalité
<<

2. Pour tout j € J, la factorisation ’|(yj’9yj) est transitive finie.
3. Pour tout j € J', la factorisation /|(yj/79/y_) est transitive finie.
J

Preuve Sans restriction, on peut poser J = {1,...,n} et J ={1,...,n'}
avec n,n’ €. Raisonnons par induction sur n. Si n = 1, le résultat est
trivial. Si n = 2, le résultat découle directement des lemmes 7?7, 77 et 77.
Supposons alors que n > 2. On peut poser =; 00 ou = (B, [z(B)) est
une bisection transitive de (A,0), ;1 = (Y7,...,Y%) une factorisation tran-
sitive de (B, (z(B)) et 5 = (Yii1,...,Y,) une factorisation transitive de
(B2(B),0s,(B)y). Grace au lemme ?7, on peut construire la factorisation tran-
sitive finie

/ : /
"o__ s1 =
- { (Y7, Y/, T, Bys(T), Y}y, .., YY) sinon
ot i est I'unique indice tel que Y, soit coupé par . Cette factorisation vérifie
I'inégalité
/ _<//_<
De plus chaque ”|(y-,.,) est une factorisation transitive de (Y7, 6y,). En effet,
: J
sii # j il s’agit de la factorisation triviale (sinon ”|y g,y = (T, By,(T)) qui

est transitive d’aprés le lemme ?7). De la méme facgon, les factorisations
//‘(Bﬂs) = (}/1/7 SR >Yvi/717 T)

et
" |

(Bz(B)9s,(B)) — (ﬁYi’—Ta Y;'I+1> e 7Y7~:/)
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sont transitives.
On peut donc utiliser les hypothéses d’induction pour construire une factori-
sation | telle que

1. On a l'inégalité
" Bon) 212 |(B.os)

2. Les factorisations 7|y, ¢, ) pour j € {1,..., k} sont transitives finies,
J

3. Les factorisations |(y/,,) pour j € {1,...,i— 1} et {[(7,) sont tran-
J

sitives finies
et une factorisation § telle que

1. On a linégalité
1 1
2, [(82(B).05,,(5)) 2223 |(82(B)05, ()

2. Les factorisations 5|y, g, ) pour j € {k+1,...,n} sont transitives finies,
J

3. Les factorisations 5|7, pour j € {t+1,...,n'} et la factorisation
J

" e .
2‘(5YiI_T(T)70’BYZ/—T(T)) sont transitives finies.

Posons " =] ojo. On a /< G’ <. Les hypothéses d’induction, le lemme ??

et la construction de ” nous permettent de conclure.

(5,5) (2.5,2.5)(2.5,2.5)
hatchwidth=.1pt,fillstyle=crosshatch* linestyle=dotted (2.5,3.5)(1.5,1.5)
(2,4)1 (3.4) (2.5,2.5) (2.5,1) - (2,3.8)(2.5,2.7):U= ->(3,3.8)(2.5,2.7):U=

->(2,3.8)(2.3,1.2):U= ->(3,3.8)(2.7,1.2):U= (6,4) Transitives finies
(6,1)Factorisations (6,3.8)(3.5,3) (6,1.2)(4,2)

Remarque 14 La méthode de construction décrite dans la preuve de la
proposition 77 est utile lorsque l’on veut décider si deux factorisations tran-
sitives ont un majorant commun. En effet, si on arrive a construire la fac-
torisation ' la réponse est évidemment affirmative. Dans le cas coniraire on
s’arréte lorsque l'on doit calculer le majorant de deux bisections (B, Bz(B))
et (B',B7/(B'")) telles que B  B' et B' € B (car de telles bisections n’ont

pas de magjorant commun,).
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Exemple 15 1. Considérons le graphe de commutation suivant
(A,0) =a—-b—c

avec a > b > c. Soient les bisections transitives 1 = ({b,c},ac*) et
2 = (¢, {b} Uac*). Alors on a

12 = (A,0) = (c,b,a,ac,ac?, ... ac",...)
La factorisation recherchée est’ = (c, b, ac").

2. Fxaminons un cas un peu plus compliqué.
Soit le graphe suivant

(4,0) = |

_QL—
|
)

On condidére les trisections
1 = ({a,d, e}, ce*, ({b,c}etaf{a, d, e}* Ube*)(ce*)*)
et

2 = ({a,e},ceUd(a* Uafa,e}”),
{bUc}((ce Uda*e{a,e}*)* U
Ue*a{a, e}*(da* Uda™{a,e}*)* U {b, ce}e (dat{a,e}*)*).

Ces deux trisections sont transitives. En effet, 1 peut s’écrire sous la

forme
1 =201
avec
1= ({a,d, e}, {b, cte*({1} Ueafa, d, e}")
et

o = (ce*, ({b,c}eta{a,d, e} Ube*)(ce*)*)).

La trisection o peut, elle aussi, s’écrire comme la composée de deux
bisections transitives

2 =4 03
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avec
3 = ({a,e}, be” Uce* Ube{a, e} Uce{a, e} Uda" Uda{a,e}”)
et

1 = (ceUd(a*Ua{a,e}),
{bUc}((ce Uda*ef{a,e}*)*U
Ue*a{a, e}*(da* Udat{a,e}*)* U{b, cete™ (dat{a,e}*)*)).

Suivons 'algorithme décrit dans la proposition 77. On remarque tout
d’abord que 1 coupe [ce Ud(a* Ua{a,e}*)]. Pn définit donc la factori-
sation transitive

5 = ({a,e},d(a* Ua{a,e}*), ce(da{a,e})*,
{bUc}((ce Uda*e{a,e}*)" U
Ue*a{a, e}*(da* Udat{a,e}*)* U{b, cete™ (dat{a,e}*)*)).

Si on pose X = {b,c}e*({1} Uea{a,d,e}*), il faut maintenant trouver
un majorant commun aux bisections o et

/

olx = (ce(da{a, e})",
{bUc}((ce Uda*ef{a,e}*)* U
Ue*a{a, e}*(da* Udat{a,e}*)* U{b, cetet (dat{a,e}*)*)

Comme on n'a ni ce* C ce(da{a,e})* ni ce(daf{a,e})* C ce*, on peut
en déduire que 1 et o n'ont pas de majorant commun pour <.

Corollaire 23 Soient = (Y;)ie; = deux factorisations transitives finies.
Pour tout i € I, la restriction'|(y, g,y est une factorisation transitive finie.

Preuve Il suffit d’utiliser la proposition précédente en posant ,’ <.

La définition suivante est ’adaptation au cas partiellement commutatif d’une
définition due & Viennot |?].

Définition 24 Une factorisation (Y;);er de (A,0) a localement la pro-
priété P si et seulement si pour tout sous alphabet fini B C A et tout entier
n > 0, il existe une factorisation (Y/)ep avec la propriété P et une applica-
tion strictement croissante v : I' — I vérifiant

Y/ N B=" = Yy N B="



2.1 Factorisations du monoide 37

et
Y; N B=" =)

sij € V(I').

Définition 25 On notera CLTF(A,0) ’ensemble des factorisations com-
plétes localement transitives finies.

Remarque 16 Cet ensemble comprend les factorisations de Lyndon, les fac-
torisations de Lazard dans le cas non-commutatif, les factorisations définies
par Duchamp et Krob dans [?] (ces factorisations sont obtenues en effectuant
des bisections transitives avec Z totalement non-commutatif, puis en appli-
quant le principe de factorisation de Lazard sur chacun des monoides fac-
teurs). Il comprend aussi d’autres factorisations comme le montre l’exemple
sutvant:

Considérons le graphe

(A,0)=a—-b—c—d

On construit une factorisation compléete localement transitive finie en élimi-
nant successivement les traces c,ac?,b,d,ac et a (on obtient alors la factori-
sation

(A,0) = c*.(ac®)*.b*.d*.(ac)*.a*.

ot est un monoide (non-commutatif) libre) puis en factorisant par un en-
semble de Lazard sur .

Montrons que l'on ne peut pas obtenir une telle factorisation en utilisant
seulement des bisections transitives avec un membre droit non-commutatif.
Ezaminons les différentes bisections non commutatives de (A, 6)

1.1 = ({a,c}, Brala,c))

1=
2. 9= ({b,c}, Baalb,c))
3. 3= ({b,d}, Buc(b; d))
4. 1= ({a,b,c}, Ba(a, b, )
5. 5= ({a,c,d}, By(a, ¢, d))
6. ¢ = ({b, ¢, d}, Ba(b, ¢, d))
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7. 7= ({a,b,d}, Be(a,b,d))

Imaginons que la factorisation coincide pour n < 3 avec une factorisation

transitive finie de la forme ' =) oho; pour i € [1,7]. On doit donc examiner

chaque cas:

1. impossible puisque dans notre factorisation on a ac < b
impossible puisque dans notre factorisation on a ac? > b
impossible puisque dans notre factorisation on a ¢ > b
impossible puisque dans notre factorisation on a a < d

impossible puisque dans notre factorisation on a b > a

S St e

impossible puisque dans notre factorisation on a ac® > d

7. impossible puisque dans notre factorisation on a ¢ > a

Ceci prouve le résultat.

2.1.6 Algorithmes de décomposition

Soit B un sous alphabet de A non forcément SATF. Alors, on peut facile-
ment trouver la factorisation d’une trace ¢ suivant la bisection (B, 8z(B)) en
appliquant 'algorithme donné dans la proposition suivante.

Proposition 26 L’algorithme

Algorithme 17 Décomposition_bisection
Entrée: t une trace et = (B, 57(B)) une bisection.
Sortie: (x,y) la factorisation de t selon

Début

Si |t|z = 0 Alors retourner(¢,1)

Sinon

On poset =t'zw avect € (A,0), z€ Z et w € (B,0p).

Soit w' le préfize mazimal de w tel que (z,w) € 0, posons alors
w = w/w//

(x,y) <Décomposition_bisection(t'w’,)

Si y =1 Alors retourner(z, zw")

Sinon retourner(z,y.zw")

Fin si
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Fin si
Fin

calcule la décomposition d’une trace t selon une bisection de la forme (B, 57(B)).

Preuve Par induction sur la longueur de la trace.

Exemple 18 Soient ’alphabet & commutations
(A,0)=a—-b—c d

et B = {c,d}. L’algorithme ?? trouve la décomposition de la trace decbcabedeac
en effectuant les étapes suivantes.

(decbeabedeac, 1)
(decbeabede, ac)
(decheac, bde.ac)
(dcche, ac.bdc.ac)
(dcce, b.ac.bde.ac)

On utilise alors cet algorithme pour calculer la décomposition d’une trace
selon une factorisation transitive finie.

Algorithme 19 Décomposition_FT

Entrée: t une trace et =, o---o1 une factorisation transitive finie.
Sortie: La décomposition t selon .

Début

(x,y) < Décomposition_Bisection(t,; )

Si n =1 Alors retourner(z,y)

Sinon
(@1,...,2x) < Décomposition_FT(z,|(5e,))
(xk+1w..,xn+1)«—-Décomposition_FT(y,kgzu”ﬁmﬂBﬂ)
retourner(zy,...,x,)

Fin si

Fin
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2.2 Décomposition transitive

2.2.1 Elimination transitive

Le théoréme suivant montre que 'on peut généraliser I’élimination de Lazard
dans Lk (A,#0) de la méme facon que la bisection de Lazard dans (A, 0).

Théoréme 27 Soit (B, Z) une partition de A. Alors,
1. On a la décomposition en somme directe
Lik(A,0)=Lg(B,0g)® J
ot J est lidéal de Lie engendré par

7(B) ={[...[z,b1],...,bu]|n €,2by ... b, € B2(B)}.

2. La sous algébre J est partiellement commutative libre si B est un SATF
de A.

3. Réciproquement, si 77(B) est une famille basique de J alors B est un
SATF de A.

Preuve Dans le cas (non-commutatif) libre, I'élimination de Lazard s’écrit
Lk(A) = Lk(B) ® Lk (Tz(B))
ol
Tz(B)={[...[z,b1],.. ], bn]In €,2 € Z,by,...,b, € B}.
Soit 7y la surjection naturelle de Lg(A) sur Lg(A,#). On remarque que
ol .. [z, 01],.. ], bn] =0 20y ... b, & Bz(B).

En effet, si on suppose zb;...b, € Bz(B) alors il existe m € {1,...,n} tel
que (2by...by,_1,by) € 0. Ceci prouve que [...[z,b1]...0pn_1],bn] = 0 dans
Lk(A,0). On a donc my(Tz(B)) = 72(B), d’ou découle (1).

Montrons (2). Supposons que B est un SATF de A. Considérons 1’algébre
de Lie partiellement commutative libre Ly (8z(B),0s,(p)). Soit b € B. On
définit I'application D, de $z(B) dans Lk (6z(B),0s,5)) telle que

zwb si zwb € B4(B
Dy(zw) :{ 0 sinonZ( )

pour tout zw € fBz(B) avec z € Z. On a besoin du lemme suivant.
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Lemme 28 Si B est un SATF de A alors Dy, peut étre étendue en une unique
dérivation de Li(B7(B),0s,5))-

Preuve 1l suffit de montrer que pour tout couple (z,w1, z2w2) € 63,5, on
a

Dy(z1w1)zowg + 21wy Dy(20w2) = Dy(2z0wa) 21wy + 20we Dy(zqwy).  (2.1)

Supposons que zjwpb et zewyb appartiennent toutes deux a (z(B). Alors, il
existe des lettres by,...,b,, b, ..., b, € B avec n,m > 0 telles que le graphe
de dépendance admette le graphe partiel

H—bi— . —by—b—b — = — 2.

m

Ceci contredit le fait que B soit un SATF de A. Donc soit zyunb € Gz(B)
soit zewsb & Bz(B). L’équation (?77?) est alors simple a établir.

Suite de la preuve du théoréme 7?7 On notera D, la dérivation engendrée
par Dy.

Soit D le morphisme de B dans (Lx(8z(B),0s,s))) défini par D(b) = D,
On a besoin du lemme suivant.

Lemme 29 [] existe un morphisme de Lie
Lk(B,0p) — (Lk(Bz(B),0s,(5)))
prolongeant D.
Preuve Grace a la propriété d’universalité de Lk (B, 0p), il suffit de prouver
que [Dy, Dy ] = 0 lorsque (b, V') € 0. Soit zw € Bz(B). Sizwb, zwb' € Bz(B)
alors
[Dy, Dy|(2w) = DyDy (2w) — Dy Dy(zw) = zwbb' — zwb'b = 0.
Si zwb & Bz(B) ou zwb' & Bz(B) alors
DyDyzw = Dy Dyzw = 0.

Ceci prouve le résultat.
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Suite de la preuve du théoréme 7?7 On définit un morphisme d’algebre
de Lie

a: Lr(Bz(B),0s,5) — (72(B),0:,(5)

en posant a(zby...b,) = [...[z,1]...,]b,] pour toute trace zb;---b, €
Bz(B) et une application

o LK(BZ(B)79ﬁz(B)) XD LK(BﬁB) - LK(A, 9)

telle que pour tout polynéome P € L (B2(B),0s,)) et Q € Li(B,0p), on

ait 6(P, Q) = a(P) + Q.
Montrons que ¢ est un morphisme d’algébre de Lie. Soit P, P' € Li(87(B),0s,(B))
et Q,Q" € Lg(B,0g). On a :

[0(P,Q),s(P', Q)] = [a(P), a(P)] = [Q, a(P)] + [Q, a(P")] + [Q, Q).
On a besoin du lemme suivant.

Lemme 30 On a
a(Dq(P)) = [a(P), Q)]
pour tout P € Li(B2(B),0s3,)) et Q € Lg(B,0p).

Preuve Montrons le résultat par induction sur (). Si Q = b € B alors on

montre le résultat par induction sur P. Si p = 2z € Z alors le résultat est
évident. Si P = [Py, P») on a

a(Dy([Pr, P2])) = [[a(Pr),b], Po] + [a(P1), [a(Py), b]].

Par induction et en utilisant I'identité de Jacobi on trouve le résultat. Sup-
posons que Q) = [Q1, Qo] alors

@(D[Q1,Q2]<P)) = [[a(P), Q2], Q1] — [[a(P), Q1], Q2]

en appliquant les hypothéses d’induction sur (). L’identité de Jacobi nous
donne encore le résultat.

Fin de la preuve du théoréme ?? En utilisant le lemme 77, on a

[6(P,Q),o(F', Q)] = ([P, P'| = Dy (P) + Dqo(P')) +[Q, Q']
= o(l(P,Q), (P, Q]
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Soit ¢ I'application de A dans Lk (6z(B),0s,)) Xp Lx(B,0p) définie par

| (a,0) siaeZ
VGEA’QMCL)_{ (0,a) sia€ B °

On peut voir facilement que pour tout couple (a,b) € 0, [t(a),1(b)] = 0. La
propriété d’universalité de L (A,0) permet d’étendre ) en un morphisme
d’algébre de Lie de Lk (A,0) dans Li(B82(B),0s,)) %X Lix(B,05). De plus,
un rapide calcul donne

Yop= IdLK(ﬁZ(B)ﬂBZ(B))[XDLK(B’HB)

et g ot = Idp,.(ap. Donc, les algébres de Lie partiellement commutatives
Li(A,0) et Lx(87(B),0s,)) % Lix(B,0p) sont isomorphes. Il en résulte
que Lg(67(B),0s,)) et J sont isomorphes, ce qui prouve le résultat.

Montrons (3). Supposons qu’il existe un couple de lettres (z,2') € 07 et
une suite de lettres by,...,b, € B tels que le graphe de non commutation
admette le sous-graphe

z—bl—...—bn—z’.

On a alors

(2,0 - [2,0n]y - bo), 0] = z[. . [2ba) . balby — 2bq[. . 2By - Do

Sl bl balbaz L [ bl balb 2
: L 2] bl [2, ]

Ceci prouve que J n’est pas libre de famille basique 77 (B).

Remarque 20 La partie (3) de ce théoréme ne signifie pas forcément que J
n’est pas une algebre de lie partiellement commutative libre. En effet, on peut
imaginer qu’elle admet une famille basique autre que T7(B). Nous n’avons
pas réussi & prouver ni & réfuter cette version forte du théoreme.
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2.2.2 Construction de bases de ’algébre de Lie

On définit dans ce paragraphe une classe de bases contenant les bases trou-
vées par Duchamp et Krob dans [?], [?] et [?] en utilisant des partitions
chromatiques de ’alphabet ainsi que les bases de Lyndon partiellement com-
mutatives trouvées par Lalonde dans [?, ?].

Définition 31 Soit = (Yi)ic,nt1) une factorisation transitive finie. On
notera~ ’ensemble des n-uplets de bisections transitives (1,...,,) tels que
=, 0...1. Les éléments de” seront appelés les historiques de .

Soit  une factorisation transitive et f = (1,....,) € = On notera f;*
Uhistorique (1, ... ,n—1) (de la factorisation ,_10---01).

n énér ur un risation transitiv nné nsemble ~
Dans le cas général, po e factorisation transitive donnée , I’ensemble

posséde plus d’un élément. Sa décomposition en bisections transitives n’est
pas unique comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 21 Soit le graphe a commutations
(A, 0)=a—-b—c
et la factorisation transitive = (c,b,ac*) alors

={(({b, ¢}, ac”), ({b, ¢})), (¢, {b} U ac?), (b, ac™)) }

Le but de la prochaine définition est d’étendre la construction de la décom-
position associée & une bisection transitive a toutes factorisations transitives
finies.

Définition 32 Soient = (Y;)icp1,nt1] une factorisation transitive finie et f €.
Le crochetage de suivant f est ['application

Hf — LK(A,Q)

définie inductivement de la fagcon suivante.
Sin =1 (est une bisection transitive et f est une séquence de longueur 1 de
la forme ((B, 5z(B)))) alors pour toute trace t €

M.t — tsite B
A [...[z,01]...bk) siw=2z2by...b, € Bz(B) et z € Z.
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Sin > 1, choisissons f = (1,...,n) € el posons 1 0...01 = (Y)icpin-
Soit j € [1,n] tel que n, = (Y', Byr—y»(Y]")) (avec Y]" C Y]). L’application
Iy est alors définie de la fagon sutvante. Pour tout trace t €

Mt site =Y/ UY/
st = [ My, M)y T mavg] siw €, =Y
En posant w = yyvy ... vp avec yy €Y, =Y/ et vy...vp € Y]

Exemple 22 Considérons le graphe

(4,0) =

a} —
|
C

et la factorisation
= ({a,d, e}, ce*, ({b,c}eTa{a,d,e}* Ube*)(ce*)").

On a
f = ({a,d e}, {b,c}e ({1} Uea{a,d, e}*),
(ce*, ({b,c}eta{a,d,e}* Ube*)(ce*)*))) €~

2

On peut donc définir I1;. Soit la trace t = be*aadecece’ce®. Si on pose

= ({a,d, e}, {b,c}e* ({1} Ueafa,d, e}"),

[I;t = [[[II)be’aade, ce], Ijce?], ce]
= [[lll[l1b €], €], al, al, d], e], [, ]l [[¢, e], €]l [[[[le, €], €], e], €], e]].

En utilisant le théoréme 7?7, on montre par induction sur le nombre de bisec-
tions la proposition suivante.

Proposition 33 Soit = (Y;)icnin une factorisation transitive. Alors, pour
tout f €7, on a la décomposition en somme directe

Li(A,0) = @ Lk (I1;Y;, 6;)

i€[l,n—1]
ou pour tout i € [1,n]

0 = {(Wpy1, py2)|y1, vo €, (Y1, 2) € 0.
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Exemple 23 5% on reprend lexemple 77, on trouve que
Li(A,0) = Lg(B,0p) ® Lx(X1,0x,) ® Lr(Xs,0)
ou B ={a,d,e}, X; =1Ilsce* et Xo =1I;({b,e}eTa{a,d,e}* Ube*)(ce*)*).

Dans la suite, nous généralisons la notion de crochetage aux factorisations
localement transitives finies.

Définition 34 Soit = (Y;)ics une factorisation localement transitive finie.
Un crochetage 1 de est une application de dans Lx (A, ) telle que pour tout
sous-alphabet fint B C A et pour tout entier n > 0, il existe une factorisation
transitive , = (Y-n’B)iEJmB et un historique f € , p tels que pour toute trace

(2

t € NB=" on a It =1I; ,t.
On a besoin du lemme suivant.

Lemme 35 Soient =’ deux factorisations transitives finies. Alors pour tout
f €7, il existe f' €' vérifiant, pour toute trace t €, l'identité I1st = Il t.

Preuve Posons = (Y;)icjint1). D’aprés le corollaire 77, les restrictions
/|(Yz~,9yi) sont transitives finies. Choisissons f = (1,...,,) € ~et pour tout

%

ieln] fi=(,..1)¢€ '(Yi;,yi). Alors, I’historique

P =G B )
vérifit, pour toute trace t €, I'égalité 11, = 114 ¢.

Théoréme 36 Soit (A, 0) un alphabet ¢ commutations. Toule factorisation
localement transitive finie de (A,0) admet un crochetage.

Preuve Soit = (Y;);c; une factorisation localement transitive finie. En
utilisant la proposition 7?7, on peut construire une séquence de factorisations
transitives finies (,, p)ne BcaB<co telle que

1. Sin<n'et BC B alors , g = p

2. Pour tout n € et B C A, , g =
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3. Pour tout n € et tout sous-alphabet fini B de A, si on pose , p =
(Y;n’B)ie[Lkmm, il existe une application strictement croissante ¢, g de

[1, k, p] dans J vérifiant
n,B B>" Y
<Y,L 5 9}/1713) N = = ( (z)n,B(i)’ 0Y¢n,B(i>)

et
j ¢ onp([1,k5]) = (Y;,0y,) N B=" = 0.

Grace au lemme ??, on peut définir, pour tout n > 0 et pour tout sous al-
phabet fini B de A une séquence f,, g € ,, 5 telle que pour tout m < n, tout
B’ C B et toute trace t €, g NB'=", on a l'indentité Iy ,t=1, 4t On
définit donc II comme l'application de dans Lk (A, ) telle que 1Tt = 11y, .

On a maintenant, facilement, le résulat suivant.

Proposition 37 Soit € CLTF(A,0) et 1l un crochetage de alors la séquence
(ILf) fe est une base de Lk (A,0) en tant que K-module.

Exemple 24 Soit le graphe a commutations
(A,)=a—b—c—d

On peut construire "localement” pour n < 3 la base
(lla, d],0], [la,d],d], [la,d],a], la,d], |a,]a,c]], a, [a,c], [la,d],d], [[a,d], ],
[b,d], [[b,d[,b], [[b,d],d], b, ¢, d ).

Remarque 25 Sur les exemples exposés, les bases sont les mémes que celles
obtenues dans [?], seul l'ordre change, ce qui donne lieu & de nouvelles bases
de Poincaré-Birkhoff-Witt. Cela permet aussi de développer une algorith-
mique spécifique de décomposition des polynomes. Dans le paragraphe suivant
nous étudierons la décomposition dans le cas général et, un peu plus loin, nous
verrons que dans certains cas particuliers, ['algorithmique est plus agréable
et utilise des notions comme les séquences standard adaptées du cas libre.

2.2.3 Algorithmes de décomposition

Soit B est un sous alphabet de A (non nécessairement transitif). L’algorithme
suivant permet de décrire un polynome de Lie suivant la famille de généra-
teurs 7z(B) ou B (suivant son appartenance au facteur droit au gauche de
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la bisection).

Soit P € L(A,#). On considérera ici uniquement les crochetages de traces
(la décompositions des autres polyndomes de Lie pouvant alors étre obtenue
en distribuant Palgorithme sur les composantes des polynomes).

1. Si P € A alors la décomposition est immédiate.
2. Sinon, on peut écrire P sous la forme P = [P}, P,).

(a) Si P, P, € Lg(B,0p) alors le polynome est déja décomposé.
(b) Si Py, P, €< 74(B) > alors il suffit de décomposer P, et P et de
développer [Py, Py
(C) Si P e< Tz(B) >et P € LK(B,QB) alors
i. Si P, € 74(B) et P, € B alors il n’y a rien a faire (en effet
dans ce cas P € 174(B) ou P = 0 si b commute avec Py).
ii. Si P, € 742(B) et P, € Lg(B,0p) alors P, peut s’écrire sous
la forme P, = [Py, P)]. L’identité de Jacobi donne

P =[P, Py, ] = [, By, By).

Il suffit alors d’écrire les polynomes [Py, Py, Py] et [Py, Py], Py]
selon la bisection.

ili. Si P, €< 74(B) > —714(B) et P, € Lg(B,0) alors on peut
écrire p sous la forme P, = [P}, P/']. L’identité de Jacobi
donne

P = [P1/7[P1//7P2]] + [[P{7P2]7P1//]

I1 suffit donc d’écrire les polynomes P et Py’ selon la bisection
en utilisant 2.b) et 2.c), puis [Py, P»] et [P/, P,] en utilisant
2.c.ii).

(d) Si P, € Lg(B,0p) et Py, €< 77(B) > alors il suffit d’utiliser 2.c)
avec —P.

Exemple 26 Si on considére le graphe suivant
(A,0) =a—b—dc

Palgorithme précédent décompose le monéme [[[b, cl, al, |d, c|] suivant les étapes
ci-dessous
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1. [[b,¢], a], |d, c]} = [[b, ], [a, [d, ]] + [[[b, ], d, ]} ]
2. [a,[d,c]] = [[a,d], ] + [[a, ], d]
3. [[b c], [d, ] = [[[b, ], d], ¢] = [[[b, ], c], d].
D’ou le résultat
[[[b, ], al, [d, ]} = [[b, c], [la, d, c]] = [[b, ], [[a, d], d]
+[[l[b, ], d], ], a] = [[llb, ], c], d], a] -
On peut étendre cet algorithme a toutes les factorisations transitives finies,

dont on connait une écriture sous forme de composition de bisections transi-
tives, en utilisant ’algorithme précédent pour chacune de ces bisections.

2.2.4 Eliminations transitives dans d’autres structures

L’élimination transitive admet des analogues dans d’autres structures par-
tiellement commutatives libres. La bisection de Lazard de (A, 6) donne im-
médiatement

K<Af0>~K<B,0p>®K < (2(B),0s,5) >
si B est un SATF de A.
Le groupe partiellement commutatif libre se définit par la présentation
(A, 9) =< A; {ab = ba}(&b)eg >gr -

La transposition au groupe demande de faire appel a I'alphabet des lettres
inverses. Rappelons que 'on peut construire le groupe partiellement com-
mutatif libre a I’aide de "réduites" [?, ?]. Si A est un alphabet, on construit
A= AU A ou A est une copie disjointe {a}qea de A.

I alphabet A est muni de I'involution (sans point fixe) z — z telle que z = z.
On étend 6 par

0= {(z,y) € AZ2{(z,y), (z,y), (z,y), (x,y)} N 0 # O}.

On définit ensuite application naturelle so : A — (A,0) par so(a) = a et
so(a) = a~! pour tout a € A. Comme s, respecte les commutations de 6, on
a une factorisation

aA c(A,0)
— >acso< —cbs— >ab
b(A,0)
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La fléche s est surjective. Pour tout g € (A, 0), il existe un antécédent unique
de plus petite longueur dans s~!(g). Cet élément est appelé la "réduite" de
g (lensemble de toutes les "réduites" sera noté red(A, §), ses éléments seront
appelés les traces réduites).

On a une décomposition similaire & celle de I'algébre de Lie.

Théoréme 38 Soit (B, Z) une partition de A. Alors
1. On a la décomposition en produit semi-direct
(A,0) = (B,0p) X Hy
ot Hy est le sous groupe engendré par

pz(B) = {w2wlz € Z,w € (B,0z)}.

2. Le groupe Hy est libre pour le code pz(B) et les commutations

0,:={(t,t") € pz(B)*|tt' = t't et t #1'}.

Preuve On montre I'assertion 1) par projection du cas libre.

Montrons 2). Soient p = {a;}ep,(5) un alphabet en bijection avec pz(B) et
0 la relation de commutation sur p définie par (a;, ay) € 0 si et seulement si
t £t et tt’ =t't dans (A, 0).

On définit pour tout b € B, 0y, : p — p par op(a;) = ap-14. Cette application
peut s’étendre en un automorphisme o, de (p, é) En effet, on peut remarquer
que b='th € py(B) et que si (as, ay) € 6 alors (0y(ay), op(ap)) € 6.

Soit o : B — Aut((p,0)) application définie par o(b) = 0;,. Comme pour
tout couple (b,0') € Op on a o,oy = oyoy, cette application peut s’étendre
en un morphisme o : (B,05) — Aut((p,0)).

On considére alors le produit semi-direct

£<Ba HB) Xo (:67 é)

Montrons que “et (A, ) sont isomorphes.
Soit v : p — pz(B) 'application définie par a(a;) = ¢t. Alors la définition
de 0 et la propriété d’universalité de (p,#) impliquent que « s’étend en un

~

morphisme (:57 9) - (pZ<B)79pZ(B))'
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Soit p : =(A, 8) application telle que pu((u,v)) = ua(v). Montrons que p
est un morphisme de groupe. On a alors

alo,(v)) = u a(v)u. (2.2)

Cette égalité se montre par une récurence sur (|red(v)|, [red(u)|). On a donc

p((ur, v1))p((uz, v2)) = wav)uea(vs) = uuga(ow,(vi))o(vs)
U U (0, (V1)v2)) = p((ura, ou, (V1)v2))
= u((ug,vr)(ug,v9)).

Ceci prouve que p est bien un morphisme de groupe.

Soit s : A — "lapplication définie par s(b) = (b,1) sib € B et s(z) = (1,a,)
si z € Z. Un rapide calcul montre que s peut s’étendre en un morphisme
de groupe (il suffit de montrer que si (¢,d) € 6 alors s(c)s(d) = s(d)s(c)).
En remarquant que I'applications s oy (resp. p o s) restreinte au systéme de
générateurs {(b,1)|b € B} U {(1,a)|t € pz(B)} (resp. A) est 'identité, on
trouve que s oy = Id (resp. ppos = Idap)). Ceci prouve

~

(A,0) ~ (B,0p) x, (p,0).

Il en résulte que « est un isomorphisme. Ceci achéve la démonstration de la
proposition.

Notons la différence entre I'algébre de Lie et le groupe. On peut toute-
fois retrouver un phénomeéne analogue au théoréme 7?7.3 en ne considérant
que les commutations alphabetiques.

Définition 39 Soit t € (A,0). On notera t) l'ensemble des lettres appa-
raissant dans red(t). Comme dans le cas du monoide, si E C (A,0), on
notera

O = {(t,V') € E*|tt =Vt et t)Nt') = 0}.

Proposition 40 Le sous alphabet B est TFSA si et seulement si ép =0,,B)

Preuve Supposons B est TFSA. Le fait que (w;'zywy, wy ' zowy) € ép im-
plique (21, 22) € . Comme B est TFSA alors

witziwy) N wy  zows) = z1wy) N zowy) = 0,
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ce qui prouve que ép =0,,(B)-
Réciproquement supposons que B ne soit pas TFSA. Il existe (z1,22) € 0z
et une chaine de non commutations minimale

Z1—ay—--—ag—c—b —--—b — 2.
La minimalité de cette chaine donne
(a/,;1 ceaytzay - ay, b[l bbby € 0,8 C 0,

En posant
t1 = c_la,gl ce al_lzlal < aRC

et
tg = Cilblil cee b;lngl cee blC

on a tity = toty. Pourtant ¢1) Nty) = {c}, ce qui prouve que ép Z 0,,8)-

Remarque 27 Dans le cas du monoide et de ['algébre de Lie, le code est
en bijection avec Bz(B) ( {[--- [z, ], -, anl}za1-anepy(3) Pour Ualgebre de
Lie). Dans le cas du groupe, il est en bijection avec lensemble S5(B) des
traces réduites de Bz(B) (il s’agit de {w_lzw}weﬂZR(B)).

Pour le groupe comme pour ’algébre de Lie, le fait que les commutations de
ces codes soient alphabétiques est équivalent a dire que B est TFSA.

Pour le groupe, si B n’est pas TFSA, autoriser toutes les commutations de
(A, 0) rétablit la liberté; il n’en est pas de méme de l'algébre de Lie ot d’autres

identités peuvent apparaitre (cf ’équation (*) de la section 2.2.1).

2.3 Ensembles de Hall transitifs

Dans cette section, on suppose que A est fini et on considére des graphes non
orientés sans boucle dont les sommets sont des éléments du magma libre (A)
(i.e. les arbres binaires dont les feuilles sont des lettres) muni de 'opération
?” définie par tl.tg = (thtg).

On dira qu’un sous-ensemble E C (A) est clos si et seulement si

(tl,tg) e kb= t1,t9 € E.

Et on notera (ba") = (---((b,a),a),---,a).
Pour tout arbre ¢, t) désignera 'ensemble des lettres apparaissant dans t. Si
f est une relation de commutation sur I’alphabet A, on définit

Oay = {(t, t|t) x t') C 6}.
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Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera 0_0 ).

2.3.1 Réduction étoilée
Définition 41 Soit (A,0) un alphabet & commutations.

1. On appelle descente dans (A, 0) un n-uplet de lettres (ay,...,a,) tel
que pour tout i dans [1,n] et pour tout b,c € A—{aq,...,a;}, si (b,c) €
0 alors (b,a;) € 0 ou (c,a;) € 6.

2. La letlre ay sera appelée ['amorce de la descente.

3. On dira qu’une descente (aq,...,a,) est compléte si et seulement si
A=A{ay,...,an}.

4. On dira que (A, 0) est de type H si et seulement si il admet une de-
scente complete.

Remarque 28 On peut reformuler la définition (7?) de facon récursive. Un
alphabet (A, 0) est de type H si et seulement si

1. L’alphabet A est réduit a une lettre ou

2. |A| > 1 et il existe une lettre a € A telle que pour toute commutation
(a1,a2) € 0 on ait (a,ay) € 0 ou (a,az) € 0 et que (A—a,04_,) soit de
type H.

Exemple 29 1. Pour lalphabet a commutations

—d — e
|

a
|
b — ¢

(A7 9) =

la famille (a,d, b, c,e) est une descente compléte de (A, 0) qui est donc
de type H.

2. L’alphabet a commutations

S

a

(A7 0) =

n’est pas un alphabet de type H.
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Définition 42 Soient E un ensemble clos, G = (A,0) un alphabet ¢ com-
mutations et a € A. Le H-etoilé de (A,0) selon a au rang E est lalphabet
G = (A%, 07%) défini par

A = (A—a)U{(ba") € E|n>0,(b,a) &0}
GEG == HAE“-

Lorsque E = (A)S" (I’ensemble des arbres construits sur au plus n lettres)
on notera G}*, AX* et 03¢ a la place de G733, A3 et 03

Exemple 30 Soit l’alphabet a commutations
(A,0)=a—b—c—d

alors

Proposition 43 Soit G = (A,0) un alphabet & commutations de type H et
(a1, ...,a,) une descente compléte. Alors pour tout ensemble clos fini E,
G* est de type H et (as,...,a,) est une descente de G".

Preuve Soit A,, g(G) = (a}, ..., a,,) une suite de sommets de G telle que
1. aj = df si et seulement si i = j,

3. (ag,...,a,) est une sous-suite de (a},...,a,,),

' m

4. (@al) < a; pour tout I € [2,n] et p > 1 (cela implique (a1, a;) € 6),

5. (al) > a;—1 pour tout [ € [3,n] et p > 1 (cela implique (ay, a;) & 6).

1ci 4 £ désigne le cardinal de E.
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Montrons que A,, g(G) est une descente compléte de G3*. 1l suffit de prouver
que pour tout k € {1,...p} et pour tout ki, ky >k, si (a,a;,) € 05" alors

(a},, ay,) € 03" ou (ay,,a;) € 0",

Posons aj, = @af, aj,, = ayaf' et a), = a,ai?. Par définition (a ,a},) €
67" implique (a;,,a,) € 0 et p; = 0 ou py = 0. Supposons que py = 0
(l'autre cas étant totalement symétrique). D’apres la définition de A4, g, on
a nécessairement [ < Iy, et (a,a;,) € 0 ou (a,a;,) € 6.

On doit alors considérer deux possibilités:

1. Si(aj,a1) € 0 alors p = 0 et (a), = aj,a;,al") € 05" ou (a,a;,) € OF"
(car (a;,a;,) € 0 ou (a;,a,) € 0).

2. Si (aj,a1) € 0. Supposons tout d’abord que p = 0, si (a,a;,) € 0
alors le résultat est vérifie. Si (a;,ai,) € 0 alors (a;,a;,) € 0, dans ce
cas comme (aq,...,a,) est une descente (a1, a;,) € 0 et donc p; = 0.
Ceci prouve encore le résultat. Supposons maintenant que p; # 0. Si
(a;,a;,) € 6, on a (ay,a;,) € 0 (ceci est impossible par hypothése) ou
(a1,a;,) € 0 (ceci est impossible car p; # 0), ce qui est en contradiction
avec nos hypothéses. Donc (a;, a;,) € 0 et (a;,a;,) € 0 (car (ay,...,a,)
est une descente). De plus (a;, a;) € 6 implique (pour la méme raison)
(a,,a1) € 0 et (ay, ay,) € 05"

Ceci prouve que A, g(G) est une descente. Comme m = §A%", elle est

compléte et donc G est de type H. De plus, (as,...,a,) étant une sous-

: / / 9 *QAq1
suite de (af,...,a;,), c’est une descente de Gp".

Exemple 31 Soit ’alphabet & commutations
(A,0)=a—b—c—d

alors Mgy 4 = (¢, b, ac,ac? ac®,a,d).

2.3.2 Ensembles de Lazard transitifs

Définition 44 Soit G = (A,0) et L C (A). On dira que L est un ensemble
de Lazard transitif si et seulement si pour tout sous-ensemble E clos fini de
(A), LNE = {s1, ..., sx } tel qu’il existe k+1 graphes G1 = (A1,01), ..., Gri1 =
(Agi1, Oki1) vérifiant

1. G1 =G
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2. Gry1:=(0,0)

3. Pour tout i < k41, s; € A; et s; est 'amorce d’une descente compléte
sur Gj.

4. G = (G
On notera s; > Sg > ... > S}.

La proposition suivante montre que le test de cette définition peut étre re-
streint aux ensembles d’arbres de taille bornée.

Proposition 45 L est un ensemble de Lazard transitif st et seulement si
pour tout n <1 on a, LN (A)S" = {s1,..., sx} tel qu’il existe k + 1 graphes
G1 = (A1,01), ..., Gryr = (Apy1, Orp1) vérifiant

1. G1 =G
Gre1:=(0,0)

Pour tout 1 < k41, s; € A; et s; est amorce d’une descente compléte
sur Gj.

4. Gigr = (G

Preuve Si L est un ensemble de Lazard transitif alors il vérifie les propriétés
de 'énonceé. En effet, il suffit de lui appliquer £ = (A)=" qui est un ensemble
clos.

Montrons la réciproque. Soient E un ensemble clos fini de (A) et L un en-
semble décrit dans I’énoncé. Soit n = max{|t|/t € E'}. D’aprés sa définition,
LN AS" = {sy,...,s;} et il existe k + 1 graphes G, ..., G}, vérifiant (1),
(2), (3) et (4). Or LNE C LN (A)=". Tl existe donc [ (0 <1 < k) tel que
LNE= {82‘1...82'[} ol i1,...,% € [1,]{3] et i1 > ... > 14 . On définit

o

Al = ANE
0, = ONEXE
Gy o= (A1,0)

et pour tout p (0 <p <Il+1)
;7+1 = (A;w%) = (G;)ESip-

On a besoin des lemmes suivants.
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Lemme 46 Pour tout p € [1,1], AANE =A4; NE.

Preuve Montrons le résultat par induction sur p. Sip = 1alors A} = ANE,
ce qui prouve le résultat.

Supposons I’hypothése vraie pour tout & < p. Alors A, | NE = A;  NE. Or
pour tout I € [i,_1,4, — 1], 5; ¢ F, ce qui implique que A} | NE = A; 1NE.

*S;,

_ p—1 Ayl . At — A
Comme G;, = G; "7, on peut écrire A;, sous la forme 4;, = A7 U A; o

Al = {(s sfp_l) € (A)"s € Ay, (5,8, ,) € 0;,—1}
et
Ai_p = {(8, S§p71> € (A)§n|8 S Aip—l - A;/n—b (S, Sipfl) S Qip—l}-

Montrons tout d’abord que A[p N E = (0. 11 suffit, en fait, de remarquer que
si s ¢ A, alors soit s € A;,_,, et dans ce cas par induction s ¢ E, soit
s ¢ A, et dans ce cas s = (s, sF) avec i,_; < | < i, Or par définition
sy ¢ 2, dott s ¢ E. Donc, A, NE = .

Il en découle A; N E = A;: N E et par induction

19

A NE = {(s,sfpfl) € Elsc A, (si,s) €0} =ANE.
Lemme 47 Soient G = (A,0) un graphe de commutation, A’ C A et G’ =
(A", 0') le sous-graphe de G engendré par A'. Si s = (8;)icnx est une de-
scente complete de G alors la sous-suite de s’ de s composée uniquement des
éléments de A’ est une descente compléte de G'.

Preuve Un rapide raisonnement par I'absurde montre que si s’ n’est pas
une descente alors s n’est pas une descente.

Le fait qu’il existe une descente compléte de G; d’amorce s;, implique,
d’aprés le lemme 77, qu’il existe une descente compléte de G; d’amorce s;,.
Montrons maintenant que G, NE = (,0). Soit t € A] . Alorst € A;11 C
L. Dout € L et donc t ¢ E par construction. De plus le lemme 7?7 im-
plique que pour tout p € [1,1], s, € G, Les graphes G, ..., G} vérifient donc
les conditions (1), (2), (3) et (4) de la définition des ensembles de Lazard
transitifs.

Proposition 48 Un graphe G est de type H si et seulement si il existe un
ensemble de Lazard transitif.
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Preuve Soit (si,...,$,) une descente compléte de G. Pour tout k, on con-
struit la séquence Ny de la facon suivante. On pose
DOI (51,...,Sn) GOZG
i+l i+l ()
Dipr = Ao yan(Gi) = (st i) G =Gy

et Ny = (s1"...s")), out p est le plus petit entier positif ** tel que G, = (0, 0).
De plus par construction N est une sous-suite de Ny,;. Ceci prouve que
L = lim N.'® est un ensemble de Lazard.

k—o00
Réciproquement, soit L un ensemble de Lazard transitif. Si on pose LN A =
{ai,...ax}, la suite des éléments de A, (aq,...,a;) classés dans I'ordre de L,

est une descente compléte de G.
Exemple 32 Considérons l'alphabet a commutations.
(A,0) =a—b—c—d.

St on posen = 3, on peut construire les familles suivantes en suivant l’algorithme
utilisé dans la preuve de la proposition précédente.

Dqy = (¢,b,a,d),

D := (b, (a,c), (ac?),a,d)),

Dy = ((a,c), (ac?),a, (d,b), (db?),d),

Dy := ((ac®), (a, (a,0)), a, (d,b), (db?), (d, (a, c)).d),
Dy := ((a, (a,¢)),a, (d,b), (db?),(d, (a,c)),d),
Ds := (a, (d,b), (db*), (d, (a,c)),d),

Dﬁ = ((d7 b)? (db2)7 ( ) <a7 C))? (d7 CL), (da2>7 d):
D7 = ((db2)7 (d7 (CL, C))? ( 70’)7 (da2>7 ( ) (7 b))a d):
Dy = ((d> (av C))7 ( 7a>7 (da2)7 (dv (d’ b))7 d)7

Dy := ((d> a)v (dCLQ), (d> (dv b))a d),

DlO = ((da2)7(d>( 7b>>7 d:( >a))ad):

Dy = ((d7 (d7 b))7 ( ) (d7 CL)), d):

D15 :=((d, (d,a)),d),

Dy3 = (d),

15Un tel entier existe puisque 'ensemble des arbres ayant moins de k feuilles ((A)<F)

est fini.
16 Au sens de la convergence par restriction aux arbres bornés avec un nombre de feuilles
fixé.
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D14 —- @

L’ensemble recherché est donc

{¢,0,(a,¢),((a,¢), ), (a, (a,¢)), a, (d, ), ((d, ), b), (d, (a, ), (d; a),
((d; a),a), (d, (d, b)), (d, (d, a)), d}

Dans la suite, on notera fy le morphisme canonique (A) — (A,0) que I'on
nommera feuillage.

Proposition 49 Soit (B, 37(B)) une bisection transitive. Pour tout k > 0,
le graphe (B7(B) N (A, )=k, 03, (B)n(a0)<k) est isomorphe a (A, 0;%).

Preuve Evident si on constate que (¢;,%) € 0;® si et seulement si

(fo(tr), fo(t2)) € O3, (B).

Définition 50 On dira qu’une factorisation est gauche (resp. droite) si et
seulement si elle vérifie une des assertions suivantes:

1. FElle est indécomposable (i.e. on ne peul pas l’écrire comme une com-
position de factorisations).

2. On a =1 oy 0t o = (Y;)ier est une factorisation gauche (resp. droite)
telle que I admette un plus petit (resp. grand) élément iy et que 1 soit
une factorisation gauche (resp. droite) de <Y, >.

En appliquant récursivement la proposition 7?7, on trouve le théoréme suivant
qui justifie la limitation aux graphes de type H.

Théoréme 51 Le monoide (A,0) admet une factorisation compléte locale-
ment transitive gauche'™ (resp. droite) si et seulement si le graphe de com-
mutation de 0 est de type H.

Remarque 33 Le théoréme 7?7 prouve que le probleme d’existence de fac-
torisation de Lazard transitive est décidable.

17"Voir Viennot [?] pour une étude compléte des factorisations localement dichotomiques
gauches finies dans le cas libre.
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2.3.3 Définition et propriétés des ensembles de Hall tran-
sitifs

Définition 52 Un ensemble de Hall transitif pour la commutation 0 est

une famille d’arbres (h)pey de (A) totalement ordonnée par une relation

d’ordre < telle que la famille (fo(h))nen forme une factorisation compléte de
(A, 0) et que les condilions suivantes sonl vérifiées

1. ACH
2. Sih=(h,h")e H—Aalorsh” € H et h <h”
3. Sih=(hW,n") e (A) — A alors h € H si et seulement si

(a) W',W' € H
(b) W <"

(c) (fo(W), fo(R")) & 0
(d) Soit h' € A soit h"' = (x,y) avecy > R’

Le résultat suivant permet de caractériser les éléments d’'un ensemble de
Lazard transitif d’une facon proche des ensembles de Hall.

Théoréme 53 Soient (A, 0) un alphabet & commutations et L C (A). Alors
L est un ensemble de Lazard transitif si et seulement si c’est un ensemble de
Hall transitif.

Preuve Soit L un ensemble de Lazard transitif. La partie (1) de la définition
?7? est évidente.

Soit h € L — A. Alors, on peut écrire h sous la forme h = (hih}) avec p > 1
avec hy,hy € L et p > 0. Posons LN (A)SM = {s;,... 1 }. Alors, il existe
G, ...,Ggyq vérifiant les assertions (1), (2), (3) et (4) de la définition des
ensembles de Lazard. Soit [ le plus petit entier tel que h € A;. Par construc-
tion s;_1 = hg, ceci prouve que hy > h et Iassertion (2).

Montrons maintenant la propriété (3).

Soit h € L— A. Posons LN (A)Sh = {s;,... 1 }. Alorsil existe Gy, ..., Gry1
vérifiant les assertions (1), (2), (3) et (4) de la définition des ensembles de
Lazard. De plus h peut s’écrire sous la forme (hyh%) avec (hihS ") < hy € Let
p > 0. En effet, si on considére le plus petit entier [ < k tel que (hyhb) € A,
alors hy = s,1, hy € A; (et donc hy < hg) et (hlhg_l) € A; (et donc
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(hih5™") < hy). De plus par construction, ((hih "), hy) & 6, ce qui im-
plique (fo((h1h5 ")), fo(hs)) € 6. On a prouvé les parties (3.a), (3.b) et (3.c)
de la définition ??. Si p = 1, alors comme hy > hy, h vérifie 'assertion (3.d)
de la définition des ensembles de Hall transitifs. Si p > 1, supposons h; # A.
On peut écrire hy sous la forme hy = (R{A") avec h”y > hy. En effet, si
I' est le plus petit entier tel que hy € Ap alors hf = sp_1 et I! < [, ce qui
implique h{ > hy. La partie (3.d) de la définition des ensembles de Hall est
donc satisfaite.

Réciproquement, considérons un arbre h = (hq, hy) vérifiant les assertions
(3.a), (3.b), (3.c) et (3.d) de la définition ??. On peut poser L N (A)<M =
{s1,..., s }. D’apres la définition de L il existe k+ 1 graphes Gy, ... Gy vérifi-
ant les points (1), (2), (3) et (4) de la définition des ensembles de Lazard
transitifs. Par construction, il existe i > j € [1,k] tel que hy = s; et
hy = s;. Si hy € A alors comme h; € A;, on a nécessairement hy € A;yq. Or
(fo(h1), fo(h2)) & 6 donc (hy,hy) € Aj4q et h € L. Supposons maintenant
que hy ¢ A;. On peut écrire hy = (s,,8)) avec m > I, p > 1 et | <i. On
a s; > hg, ce qui implique [ < j. De plus hy € A; et ¢ > j dout by € A; et
he AN (AN cL.

Montrons maintenant la réciproque. Soit H un ensemble de Hall transitif.
On a besoin des lemmes suivants.

Lemme 54 On a max{h € H} = c € A et V(b,a) € 0 on a (b,c) € 6 ou
(a,c) €0

Preuve L’appartenance de max{h € H} a A provient du fait que tout arbre
de H est inférieur a son sous arbre droit.

Supposons qu'’il existe (b,a) € 6 tel que (b,c) € 6 et (a,c) ¢ 6. 1l faut
considérer quatre cas:

1. Si (a,c b,c) > a alors hy =

3. Si(a,c) <bet (b,c)>aalors hy =

(a,¢) (b, ) ( );

2. Si (a,c) > bet (bc) <aalors hy = (b, (a,c)
(a,¢) (b, ¢) ((a;¢),b
(a,¢) (b, ¢) (

4. Si (a,c) < bet (b,c) < a alors hy =

(a,c

Dans tous les cas, fp(h1) et fyg(h2) sont soit égaux soit conjugués, ce qui
implique que (fp(h))nen n’est pas une factorisation compléte de (A, 0).
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Lemme 55 Soit ¢ I’élément maximal de H. On pose
X :={(ac")|la € A—c,n>0,(a,c) €0} U{b/(bc) €0)}
et Ox = 0-,X2. Alors :

1. H' := HN(X) est un ensemble de Hall transitif sur (X) pour la com-
mutation 0x

2. De plus H = H' U{c}.

Preuve Montrons tout d’abord (1). Les points (1) et (2) de la définition
des ensembles de Hall sont immédiats, il reste a prouver le point (3).Soit
h e H — X avec h = (h',h"). Alors b/, h" € (X)NH = H', k¥ < h” et si
h ¢ X alors h' = (z,y) avec y > h”. Réciproquement, soient h',h" € H’
avec i/ < h" et (W,h") & 0. Si h € X — A alors b/ = (x,c¢) et ¢ > h”, ce
qui implique h € H'. Si A’ € A ou ' = (x,y) avec y > h” alors clairement
(W, h") € H'.

Pour prouver (2) il suffit de montrer que H — {¢} C H'. Soit h € H — {c},
raisonnons par induction sur |h|. Si h € A — {c} alors le résultat est immé-
diat. Si h € A — {c}, alors on peut écrire h = (h/,h") avec b, h" € H. Si
h" = ¢ alors comme h' < h”, h' # c et par induction b’ € H'. Comme H’ est
un ensemble de Hall transitif il en découle h € H'. Supposons maintenant
que b € H—{c}. Alors h” < c et par induction b € H' et de la méme facon
h < k' < ¢, ce quiimplique A" € H'. De plus h = (h/, h”) vérifie les points
(3.a), (3.b), (3.c) et (3.d) de la définition des ensembles de Hall transitifs.
Donc h € H'.

Soit E un sous-ensemble clos fini de (A). Raisonnons par récurrence sur
fE. Si fF = 1 alors E C A et le résultat est trivial. Supposons donc que
tE > 1. Soit A" := (A) N E . Par projection, H définit un ensemble de Hall
transitif sur (A’) pour la commutation 64,. Posons

¢ = max{h € HNE},
X = {(ac")jae A—c,n>0,(a,c) €0} U{b/(b,c) € b},
OX = HUXz,
H = HN(X)et
E = En(X)

Si ' = () alors HN E = {c} et la définition des ensembles de Lazard
transitifs est respectée. Si E' # (), alors E’ est un ensemble fini clos de
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(A) strictement inclus dans E. Le lemme ?? permet d’affirmer que H' est un
ensemble de Hall et que H'NE’ = HNE'. Par induction sur §F on trouve que
H'NE' =HNE = {hy,...,h,} et donc qu'il existe p+ 1 graphes Gy, ..., G,11
vérifiant les points (1), (2), (3) et (4) de la définition des ensembles de Lazard
transitifs. Sion pose Go = (A, 0) et hg = ¢, alors HNE = {hg = ¢, hy, ..., h, }.
De plus G = (Gy)3s puisque c’est le graphe de commutation de 1’alphabet
X N E. Donc les n + 2 graphes Gy, ..., G, 1 vérifient les conditions (1),(2),
(3) et (4) de la définition des ensembles de Lazard transitifs.

2.3.4 Algorithmique des séquences standards

Ce qui suit montre que la théorie trouvée en |?| et exposée en |?| s’adapte
bien aux graphes de type H.

Soit H un ensemble de Hall transitif. Une séquence standard d’arbres de
Hall est une suite finie (hq, ..., h,) d’arbres de Hall telle que pour tout i € [1,n]
onah; € Aou h; = (h},h!) avec b} > hii1,..., hy.

Une montée est un indice ¢ tel que h; < h;11. Une montée 1égale est une
montée ¢ telle que h; 1 > hiio, ..., hy. Soit s une séquence standard et ¢ une
montée légale. On écrit s — s ot 8" = (hy,..., hi—1, (hi, hiv1), hito, ..., hy)
lorsque (fo(h;), fo(hiv1) € 0 et 8" = (hq,..., hi_1, hit1, by, hiya..., hy) dans le

cas contraire.

Proposition 56 Soient s une séquence standard et s’ une autre séquence
telle que s — s'. Alors s est standard.

Preuve Soit i la montée légale associée a s — s'. Si (hy, hiy1) € 6 alors
le résultat se démontre comme dans le cas non commutatif (cf. |7, ?|). Si
(hiyhiv) € 0 alors 8" = (hy, .., hit1, hi, ..., hy). Posons hy = (R}, hY) pour
tout h; € A. On a évidemment

hi ¢ A= hi > hiyo, ..., hy

et
hi+1 € A= h;l_f_l > hi+27 ) hna

car s est standard. De plus b}, > h;41 > h; par hypothése. Ceci implique
que s" est standard.
On notera — la fermeture transitive de —. On a alors la propriété suivante.

Proposition 57 Soit s une séquence standard. Il existe une unique séquence
- . *
standard décroissante s’ telle que s—s'.
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Preuve L’existence provient du fait que si s — s’ ot 8’ n’est pas décroissante
alors s admet une montée légale. Comme le nombre de séquences standards
du méme multidegré total que s est fini, on en déduit que le processus de
réécriture s’arréte par une séquence standard décroissante.

Montrons 'unicité.
On a besoin du lemme suivant.

ool

Lemme 58 Soient w une trace et s' une séquence telles que s(w)—s =
(hi, ..y hyn). Alors w = fo(hy)...fo(hy).

Preuve Il suffit de remarquer que la réduction n’utilise que des commuta-
tions autorisées par 6, et donc ne modifie pas la trace.

Il existe une séquence de lettres t telle que t5 et cette séquence est unique
aux commutations prés. En effet, si s = (hy,...,h,) alors ¢ est une séquence
de lettres (ay,...,a,) telle que ay ...ax = fo(hy) ... fo(h,) (Lemme ?7).

A toute trace w on associe une séquence de lettres s(w) = (ay, ..., a,) telle
que w = a...a,. Donc il existe une séquence décroissante s'(w) telle que
s(w)—s'(w).

Le lemme 77 et le fait que (fy(h))nen soit une factorisation compléte implique
que s'(w) est unique.

Exemple 34 On considere l'alphabet o commutations suivant:
(A,0) =a—b—c—d.
Soit H un ensemble de Hall tel que H N (A)S? soit l’ensemble calculé dans
Uexemple 7?7. On a les réécritures suivantes:
(b,c,a,c,c,b,d,b,d,d,a,d)
(b,c,a,c,c,b, all, b,d,(d,a),d)

!
(b7 C7 a? C? C? b7 d7 b? (d7 (d7 a))’ d)

l
(b, ¢, (a,¢), ¢, b, (Cf ,b), (d, (d, a)),d)
(

(b, ¢, ((a,¢),¢), b, ld,b) (d, (d, a)),d)
(b, ¢, b, ((a,¢), ¢ )7(ld7b) ,(d, (d, a)), d)
(¢,b,b,((a, ¢),¢), (d,b),(d, (d, a)),d)
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D’ou
beac?bdbd®ad = c.b.b.ac?.db.d?*a.d.

Soient s = (hy,...,h,) une séquence standard et ¢ une montée légale, on
définit

Xi(8) = (ha, ooy hiz1, (hiy hig1), hiva, ooy B
et

pi(8) = (ha, oo hory By sy gy oons Fon).

On définit 'arbre de dérivation de la séquence s, comme étant un arbre de
T(s) de racine s tel que

1. Si s est décroissante alors T'(s) est réduit a sa racine.

2. Sinon, soit ¢ la montée légale de s la plus & droite (elle existe puisque
s n’est pas décroissante). Alors,

(a) Si (h;, hip1) € 0, T(S) admet un seul sous arbre T'(p;(s)).

(b) Sinon, T'(S) admet comme sous arbre gauche T'(\;(s)) et comme
sous arbre droit T'(p;(s)).

Posons [], 'application canonique de (A) dans Li (A, 0) et [s] = [hq][hg] - - - [hn)-
On a la propriété suivante.

Proposition 59

Ou F(s) est le feuillage de Uarbre T'(s).
Preuve Il suffit de remarquer que

(i, his1)] + [hisal[h] st (hi hig1) €6
[hillhit1] = { (hisa][hi] sinon :

Exemple 35 En reprenant l’exemple 77, on peut calculer ’arbre de dériva-
tion suivant.
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(13,6) (6.5,5.8)(b,c,a,c,c,b,d) (3,5)(b,c,c,a,c,b,d) (1.5,4)(b,c,c,c,a,b,d)
(1.5,3)(b,c,c,c,b,a,d) (1.5,2)(c,b,¢c,c,b,a,d) (1.5,1)(c,c,b,c,b,a,d)
(1'570)(67 ¢ ¢ b, b)aad) (4574)(b7 G, Gy ((I, C)abv d) (45;3)(b7 ¢, ¢, b, (CL, C)vd)
(4.5,2)(c,b,c,b, (a,c),d) (4.5,1)(c,c,b,b,(a,c),d) (10,5)(b, ¢, (a,c),c,b,d)
(8574)(17) ¢ G, (CL, C)v b, d) (8573)(ba ¢, ¢, b, ((l, C)? d) (8572)(67 b,c, b, (a’? C)’ d)
(8.5,1)(c,c,b,b, (a,c),d) (11.5,4)(b,c, ((a,c),c),b,d) (11.5,3)(b,¢,b, ((a,c),c),d)
(11.5,2)(c,c,b, ((a,¢),c),d) ->(6.5,5.6)(3,5.2) ->(3,4.8)(1.5,4.2)
~(1.5,3.8)(1.5,3.2) ->(1.5,2.8)(1.5,2.2) ->(1.5,1.8)(1.5,1.2) ->(1.5,0.8)(1.5,0.2)
o (3,4.8)(4.5,4-2) ->(4.5,3.8)(4.5,3.2) ->(4.5,2.8)(4.5,2.2) ->(4.5,1.8)(4.5,1.2)
-~ (6.5,5.6)(10,5.2) ->(10,4.8)(8.5,4.2) ->(8.5,3.8)(8.5,3.2) ->(8.5,2.8)(8.5,2.2)
- (8.5,1.8)(8.5,1.2) ->(10,4.8)(11.5,4.2) ->(11.5,3.8)(11.5,3.2)
> (11.5,2.8)(11.5,2.2)

Ce qui signifie
becaccbd = c.c.c.b.b.a.d+ 2c.c.b.b.[a,c].d+ c.b.b.[[a,c],d].d.
La décomposition d’un polynéme de Lie dans la base de Hall transitive se fait

de fagon classique en utilisant l'identité de Jacobi. La méthode est résumée
dans la preuve du résultat suivant.

Proposition 60 Soit hy,hy € H alors

(7], [ha]] = > an[h]

|h|=Ih1|+|hal
h=(h’,n"") avec h'’<sup(hy,hs)

Preuve On va montrer le résultat par induction sur 'ensemble des couples
(|h1]| + |h2|, sup(hq, hs)) ordonnés lexicographiquement.

On peut supposer que hy < hy (en effet [[hy], [ha]] = —[[h2], [P1]] et [[R], [R]] =
0). Si hy € Aou hy = (h},h]) avec hf > hy alors le résultat est immédiat.
Supposons donc que h] < hy. L’identité de Jacobi donne

[[ha], [Ro]] = [[[K1], [RY]], [ho]] = [[[R4], [Re]]), [RY]) + [[RA), [[RY], [Ra]]].
Par induction on a
[[P4]; [Ra]] = Z a;[hy]
[[7Y], [ha]) = Bsk;]
avec h; = (hi, h]), b <sup(hi, hs) et k; = (K, k), k;’ < sup(hy, hs). D’o

(], [hal] = Y cullhal, IR + D BilIRD, [Rs))-

Or sup(h;, hy),sup(k;, h}) < hy = sup(hy, he). On peut donc appliquer les
hypothéses d’induction pour trouver le résultat.
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2.4 Conclusion

Les ensembles de Hall ont de multiples applications dans le cas non commu-
tatif. En effet, non seulement ils permettent des calculs de bases et de com-
mutateurs basiques mais ils sont aussi reliés a des problémes d’informatique
théorique. On les retrouve, par exemple, en théorie des codes (codes synchro-
nisants, distribution de longueur de codes circulaires...) , dans des calculs de
bases de 1’algébre de mélange (base duale), les séries dérivées, séries centrales
descendantes du groupe libre |?] ...

Certains problémes admettent un pendant partiellement commutatif. On
pourrait étre amené a penser que la construction de tels ensembles pourrait
aider a répondre a de multiples questions. Pour I'instant, les seuls ensembles
"de type" Hall que nous connaissons sont les ensembles de Hall transitifs.
Bien qu’ils n’apparaissent pas dans tous les monoides partiellement commu-
tatif libres, ils pourraient étre utiles pour résoudre "localement" des prob-
lémes. Il y aurait donc une recherche a mener sur cette famille de monoides
admettant des ensembles de Hall transitifs (notamment en théorie des codes).
La premiére question que I’on pourrait se poser est la suivante: connaissant
un ensemble de Hall transitif écrit sous forme de mots, peut-on retrouver la
base de Lie correspondante (par recrochetage)? Ce type de question montre
d’ou risquent de venir les principales difficultés de cette voie. En effet, dans
le cas libre, la preuve de l'algorithme permettant de recrocheter un mot de
Hall utilise un outil qui fait défaut dans le cas partiellement commutatif : le
lemme de Levi, qui malgré 'existence d’'une généralisation au monoide des
traces, explique a lui seul de nombreuses différences entre les deux cas.

Un autre axe de recherche pourrait étre d’étudier les propriétés des factori-
sations localement transitives finies, dans le but de les relier & d’autres prob-
lemes d’informatique théorique. Malheureusement, ces objets sont encore
difficiles & manipuler, faute d’outils et aussi de leur trop grande généralité
(les ensembles de Hall du cas non commutatif sont beaucoup plus agréables
a utiliser: on n’a pas a se soucier de I'historique des factorisations par exem-
ple).

On peut encore essayer de généraliser complétement les ensembles de Hall en
étudiant les factorisations des monoides du type < 57(B) > lorsque B n’est
pas un SATF (en utilisant une approche par la théorie des automates par ex-
emple). Il faudra alors consentir & abandonner quelques unes des propriétés
des ensembles de Hall qui nous étaient bien utiles dans le cas libre.

Pour aller plus loin, on peut se poser la question de la généralisation des
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bascules (1 encore le lemme de Levi risque de poser probléme), ou bien de
I’élimination de Lazard dans d’autres structures partiellement commutatives
libres: p-algébre de Lie, super algébre de Lie (s'il existe un analogue par-
tiellement commutatif de cette structure) etc...

En bref, le travail effectué sur les factorisations de Hall dans cette thése
n’est qu’une premiére étape dans la construction de "vraies" bases de Hall
partiellement commutatives. De nombreux et intéressants problémes nous
attendent encore dans ce domaine.



Chapter 3

Support de 'algébre de Lie
partiellement commutative libre

3.1 Introduction

Un théoréme de Ree |?] affirme qu’un polynome est orthogonal a tout polynome
de Lie si et seulement si il est combinaison linéaire de mélanges propres (i.e.
uv avec u,v # 1). Il est naturel de se demander quels sont les mots qui satis-
font cette propriété. Plus précisément : quel sont les mots qui n’apparaissent
jamais dans le support d’un polyndéme de Lie développé. Cette question,
posée par Schiitzenberger a été résolue dans |?|.

Théoréme (Duchamp-Thibon)
Un mot apparait dans le support de 'algébre de Lie libre si et seulement si
il n’est ni une puissance > 1 d’une lettre, ni un palindrome de longueur paire.

Par exemple le mot abba n’apparait pas dans le support de L(A). En ef-
fet, il peut étre écrit comme

abba = abba — %abab.

Ce résultat peut aussi étre vérifié en développant tous les crochets des mots
de Lyndon de multidegré (2,2). Par contre, le mot aba apparait dans le
support comme le montre le développement

la, [a,b]] = aab — 2aba + baa.

69
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Dans ce chapitre, nous traiterons du méme probléme dans le cadre des com-
mutations partielles. Ce sujet a fait I'objet d’un travail en collaboration avec
G. Duchamp et E. Laugerotte et d’un exposé lors du colloque WORD’99 [?].

3.2 Généralités

Dans tout ce paragraphe le morphisme canonique A* — (A, 0) sera noté my.
Soit f une application de A* dans un ensemble S. On dira que f est -
cohérente si elle est constante sur les classes de commutation. Dans ce cas,
on peut définir une application fy de (A, 0) dans S telle que fyomy = f.

(3,3) (0.5,2.5)A* (2.5,2.5)S (1.5,0.5)(A,0) (1.5,2.8)f (0.5,1.5)m (2.5,1.5)fy
~=>(1,2.5)(2,2.5) ->(0.5,2.2)(1.2,1) ->(1.8,1)(2.5,2.2)

Soient f: A* — (A,0) et g : A* — S deux applications #-cohérentes . Alors
gg o f est aussi f-cohérente et on a (ggo f)g = go © fo.

(3,3) (0.5,2.5)A* (2.5,2.5)5 (0.5,0.5)(A, 8) (2.5,0.5)(A,6) (1.5,2.8)g (0.2,1.5) f
(1.5,0.2) f5 (2.8,1.50)¢)6 (2.1,1.2)7g (1.5,2.2)(gg o f)o ->(1,2.5)(2,2.5)
->(0.5,2.2)(0.5,0.8) ->(2.5,0.8)(2.5,2.2) ->(1.2,0.5)(1.8,0.5) ->(0.6,2.2)(2.2,0.8)
->(0.6,0.8)(2.2,2.2)

Par exemple, la longueur (resp. le degré partiel par rapport a un sous alpha-
bet S C A) d’un mot est une application 6-cohérente.

L’application A* — P(A) associant a tout mot 'ensemble des lettres le com-
posant est aussi une application §-cohérente. Dans ces cas on notera |t|, |t|s
et t) a la place de |t|o, (|t]a)o et O(t).

Rappelons que I'image miroir d’un mot w = ay - - - a,, est le mot w = a,, - - - a;
ol ay,...,a —n € A. La symétrie de 6 implique que l'application linéaire
7o o () est O-cohérente. On appellera involution d’une trace t = a, ---a, la
trace t = a,, - --a;. On dira qu'une trace est tnvolutive si et seulement si elle
est égale & son involution?.

Lemme 61 Il n’existe pas de trace connexe de longueur impaire de la forme
t = bwe avec b # ¢ € A telle que bw et wc soitent des traces involutives et
CONNELES.

1 s’agit de la généralisation des palindromes. Toutes les traces involutives ne peuvent
pas s’écrire comme des palindromes. En effet, si on considére I’alphabet (4,0) =a—b ¢
alors la trace cabc est involutive.
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Preuve Supposons qu’une telle trace existe. On peut alors la choisir de
longueur minimale. Notons la ¢t = bwe. Le fait que we (resp. bw) soit invo-
lutive implique que ¢ € (wc) (resp. b € (bw)). La trace ¢ étant de longueur
impaire on a nécessairement w #* 1. La trace wc étant non connexe, cela
signifie qu’il existe une lettre d € w) telle que (¢,d) ¢ 0 et donc ¢ € ().
De méme, on peut montrer que b € (w). Alors t = bcw,bc o cwyb est une
trace connexe de longueur impaire (en effet cwib) = t)). Les traces we et bw
étant involutives, il en est de méme pour cw; et wib. Ce sont de plus deux
traces connexes car wy) = t). Il en découle que la trace cw,b vérifie encore
les hypothéses et contredit la minimalité de t.

[application de Dynkin r de A* dans L(A) est définie par r(a) =asia € A
et r(aw) = [a,r(w)] pour tout mot w € A*.

Proposition 62 L’application my o r est 0-cohérente.

Preuve On a besoin du lemme suivant.

Lemme 63 Soient a € A et v1,v9 € A* tels que a & v1) et avy = via alors
mp o r(av1vy) = Ty o r(v1av3).

Preuve Nous allons montrer ce résultat par induction sur |v;|. Lorsque
|v1| = 1, le lemme découle directement de l'identité de Jacobi:

g o r(avivy) = myor(abuy)

[a, [b, mg o r(va)]]

Haa b]7 Tg © T(UQ)] + [b’ [a’ T © T(UQ)H
[0, [a, g © r(va)]]

= Tg O r(b(wQ).

Sinon, supposons v; = bvg avec b € A — {a} et a & v3). Par induction sur la
longueur du mot on trouve

g o r(avivy) = myor(abusvy)
7 © r(bavsvs)
[b, g © r(avzvy)]
[b, g 0 T(v3a13)]
= mgor(viave).
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Fin de la preuve de la proposition ?? Supposons u =y v et raisonnons
par induction sur la longueur de u. Si |u| = 1 alors on a nécessairement u = v
et le résultat est immédiat. Si |u| > 1, on peut écrire u = auy et v = viave
avec a € v1). Si vy = 1, alors il suffit de montrer que my o r(uy) = mg o 7(vs),
ce qui est vrai par induction sur la taille des mots. Si v; # 1, alors néces-
sairement via =4 avy. Le lemme 77 nous permet de conclure.

L’application rg = (mg o r)y est bien définie grace a la proposition ?7. Les
polynomes ry(t) seront appelés polynomes de Dynkin partiellement commu-
tatifs. Ce sont des polyndmes multihomogénes.

Proposition 64 Le —module L(A,0) est engendré par les polynomes de
Dynkin partiellement commutatifs.

Preuve Par projection, puisque les polynémes de Dynkin forment un ensem-
ble générateur de L(A) en tant que -module.

La #-cohérence de my o r permet de justifier de 'existence de ’application
adjointe définie par ad,P = [a, P], on a encore la formule de Leibniz

/n o
ad P = ZZ:;(—l)” ! <7,> a"'Pa’.

Proposition 65 Pour toute trace t on a l’égalité

ro(t) = (=) (2).
Preuve Soit w un mot tel que my(w) = t. Alors

ro(t) = mp o r(w) = me(r(w)).

Or dans le cas non commutatif on a

r(w) = (=1)"*r(w),
ce qui prouve le résultat.

Afin de résoudre le probléme du support, on se propose d’étudier I’ensemble
des traces apparaissant (avec un coefficient non nul) dans un polynéme de
Dynkin. Le résultat suivant nous sera utile par la suite.
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Lemme 66 Soit t € (A,0) et b & t) tel que (bxt)) NG =0. Alors,
1. (re(th),sb) # 0 si et seulement si s =t.
2. (ro(th),bs) # 0 si et seulement si s = t.

Preuve Il suffit de prouver le "seulement si" de chaque assertion. Montrons-
le en utilisant un raisonnement par induction sur |t|. Si [¢| = 0 alors les deux
assertions sont vraies. Supposons donc que |t| > 1. Soit a € (¢) et t’ € (A, 0)
tel que t = at’. Alors

re(th), w) = re(at’b), w) = (arg(t'd), w) — (re(t'd)a, w).

Pour (1) cette formule donne (r4(tb), sb) = (ars(t'd), sb) car ab # ba. De
plus, si (arg(t'), sb) # 0 alors s = as’ et (ro(th), sb) = (re(t's), s'b) # 1 et par
induction on trouve le résultat.

Pour (2), il suffit de constater que

(re(th),bs) = —(re(t'd)a, bs)

et un raisonnement symétrique au précédent donne le résultat.

3.3 Support simple

Le support (A, 0) de L(A,0) est ’ensemble des traces apparaissant avec un
coefficient non nul dans un polynéme de Lie partiellement commutatif. Cer-
taines traces particuliéres n’apparaissent jamais dans (A, #). La proposition
suivante en exhibe trois catégories.

Proposition 67 Si une trace est une puissance a™ d’une lettre a € A avec
n > 1, une trace non connexe ou une trace involutive de longueur paire, elle
n’appartient pas a (A, ).

Preuve Sit=a" € (A,0) alors t € ({a}, ), ceci n’est possible que dans un
unique cas: n = 1.
Supposons maintenant que t soit non connexe. Alors ¢ peut s’écrire sous la
forme t = wv avec u) x v) C 6. Alors ¢ appartient a un polynoéme multiho-
mogene de

L(t),0y) = L(u),0u)) & L(v), b)),
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ce qui implique que u = 1 ou v = 1 et contredit nos hypothéses?.

Supposons donc que t soit une trace involutive de longueur paire. Alors
t = t. La multi-homogénéité de ry et la proposition 77 implique qu’il suffit
de chercher les traces t de longueurs paires telle que ¢ apparaisse dans le
support de rg(t'). Or, d’apres la proposition ??, on a

(ro(t),t) = —=(ro(t'), 1) = —(ro(t'), ) = —(ro(t'),¢) = 0.
Ceci permet de conclure.
Exemple 36 5@ on considére le graphe de commutation
a b—c.

La trace abca, qui est involutive de longueur paire, n’apparait pas dans le
support, comme le montre [’égalité

acba = acba — acab.

Remarque 37 Attention, la réciproque est fausse dans le cas général. En
effet, considérons le graphe de commutation

a—b—c—d.
La trace abcda peut s’écrire sous la forme
abcda = bacda — badac.

On peut retrouver le méme résultat en considérant les crochetages de traces
de Lyndon de multidegré (2,1,1,1). Il y a ,en effet, seulement deuzx traces de
Lyndon de ce multidegré: a*cdb et acadb. Leurs crochetages donnent:

la,[[a,c],[d,b]]] = a*cdb— a*cbd — acadb + acabd — acbac + adbca+
abdac — adbca — acdba + acdba — cadba — cabda+
dbaca — dbca® — bdaca + bdca?

[a, ], [[a,d],b]] = acadb— acdab — acbad + acbda — ca’db + cadab+
cabad — cabda — adbac + adbca + dabac — dabca+
badac — badca — bdca’c + bdaca

Dans la suite, on notera Ay tout graphe isomorphe ¢ a — b — c — d.

20On peut aussi montrer ce résultat en constatant que, sous les mémes hypothéses,
t = uv et en appliquant le théoréme de Ree.



3.4 Caractérisation des algébres de Lie partiellement commutatives libres admettant un support simple75

Définition 68 On notera NSy(A,0) 'ensemble des traces t telle que t = a™
avec n > 1 ou non connexe, ou involutive de longueur paire.
Si (A, 0) = (A, 0) — {1} — NSy(A, ), on dira que L(A,60) admet un support

simple.
On a le résultat préliminaire suivant.

Lemme 69 Soit (A,0) un alphabet ¢ commutations n'ayant aucun sous-

graphe de type As. Soit t = bw une trace conneze telle que w soit non
connexe. Alors la lettre b ne commute avec aucune des lettres apparaissant
dans w.

Preuve Soient wy,...,w, (n > 1) les composantes connexes de w. Si

chaque w;) n’a qu’une seule lettre, 'assertion est triviale. Supposons donc le
contraire et choisissons un indice ¢ € [1,n] tel que |w;)| > 1. Soit a € wy).
Supposons que (a,b) € 6. Alors, il existe une lettre ¢ € w;) telle que (b, ¢) & 6
(dans le cas contraire w; ne serait pas une composante connexe). Soient i # j

et d € w;) tel que (d,b) € 6. Si (a,c) & 0 alors
b—a—d—c

est un sous-graphe de 6, ce qui contredit nos hypothéses. Maintenant si
(a,c) € 0, il existe un chemin de a & ¢ dans le graphe de non commutation
possédant exactement trois lettres ( dans le cas contraire, il existerait un
sous-graphe de type Ay). Alors, il existe e € w;) tel que (a,e), (c,e) & 6. Si
(b,e) € 0 alors b — a — d — e est un sous-graphe de € sinon ¢ —a — b — e est
un sous graphe de 6. Ceci contredit nos hypothéses et prouve que (a,b) & 6.

3.4 Caractérisation des algébres de Lie partielle-
ment commutatives libres admettant un sup-
port simple

Théoréme 70 L’algébre de Lie L(A,0) a un support simple si et seulement
si le graphe de commutation de (A, 0) n’a pas de sous-graphe isomorphe a

a—b—c—d.
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Preuve Montrons la condition nécessaire par contraposition. Supposons
que a — b — ¢ — d soit un sous-graphe de 6. Alors, la trace abcda n’appartient
ni & NSy(A,0) ni a (A,0) (cf. remarque ?7?).

Réciproquement, grace a la proposition 7?7, on a

Il suffit de prouver l'inclusion inverse par induction sur |¢| avec t ¢ N.Sy(A, 0).
Si t est une lettre, alors il est évident que t € (A, #). Maintenant, considérons
que t ¢ A. On peut poser t = b"t'0™ avec b € (t) et n + m maximum (ce
qui implique que b & (') N (t')). Sit' & NSy(A, ), par induction il existe un
polynome P tel que (P,t') # 0. Cela découle de la formule de Leibniz

n+m
m

(P ) = (—1)" ( ) (P,t') # 0.

Supposons que t' € NSy(A,#), nous devons considérer 3 cas.

1. Sit' =a* avec a € A, on a nécessairement ¢ € ({a, b}, 0(qp)) et comme
t est connexe, le résultat est donné dans |?]

2. Sit’ est une trace non connexe, alors la lettre b n’appartient pas a t’) et
d’aprés lemme 77, aucune lettre de t') ne commute avec b. Le lemme 77
implique (ry(t'd), bt’) # 0). Ceci donne, d’aprés la formule de Leibniz

G g (#0),1) = (1) () (rg(t10), b

(1) () (ro(t'h), £D).

n

Si t' # t' alors par lemme 77 on a (ry(t'd), t'd) = 0, d’ou le résultat.
Si t' = t’ alors un rapide calcul donne

n+m\ n+ (=1 H+m
n+m

(7 (b, ) = (—1)" ( (ro(t'n, bt').

n

Dans les deux cas m # n et m = n (car alors |t'| = [t| — 2n est impair),
on a (7" re(t'h, 1)) # 0.

3. Si t' # a* est de longueur paire et involutive.
Supposons tout d’abord que n > 0 ou m > 1. Alors m # n (dans le cas



3.5 Pliage de graphe 77

contraire t serait involutive et de longueur paire). On a bt’ & NSy(A, 0)
et par induction il existe une trace s tel que (rqo(s),bt') # 0). Alors,

(G lro(s),t) = (=1 (") (re(s), bt')
+ (=1 (") (ra(s), tD).

Comme t'est involutive, ceci implique
I o (ntm—1\ n+ (=),
()0 = (1 )

n—1
Comme t € NSy(A,0), on a m # n et nécessairement

(5" ro(s), ) # 0.

Supposons maintenant que n =0 et m = 1 et soit ¢ € (¢). Posons t’ =
" avec ¢ ¢ (t"). La maximalité de m+n implique ¢ & (). Supposons
que k > 1. Le cas précédent implique qu’il existe un polynome de Lie
P tel que (P,bt"ck) # 0 ( car t = bt"c), ce qui prouve que (P,t) # 0.
Si k = 1, on doit considérer deux cas. Si t"b ¢ NSy(A,0) alors par
induction il existe un polynéme de Lie tel que (P,t"b) # 0 et alors

([P, c],t) = (Pc— cP,ct"b) = (P,t"b) # 0.

Si t"b € NSp(A,0), par définition de NSp(A,#). On a encore trois
possibilités.

(ro(s),bt").

n

(a) Sit"b = a* ce implique t” = 1 et le résultat.

(b) Si t"b est non connexe, il suffit de remarquer, en utilisant le cas
2), qu'il existe un polynéome de Lie P tel que (P,t) # 0 et alors
(P,t) #0.

(c) Si t"b est connexe et involutive, le lemme 77 est contredit (car
ct” = t' est involutive et connexe et t est paire). Ceci prouve le
théoréme.

3.5 Pliage de graphe

Dans ce paragraphe la paire G = (A, #) dénotera un alphabet & commutations
(i.e. un graphe connexe sans boucles). Le graphe complémentaire de G est
le graphe

G = (A AXxA—0—Ay)
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ou Ay = {(a,a)/a € A}. Un morphisme (resp. isomorphisme) ¢ d’un
alphabet & commutations (A, ) dans un alphabet a commutations (A’,¢)

est une application (resp. une bijection) de A dans A’ telle que pour tout
couple (a,b) € A? tel que ¢(a) # ¢(b) on ait

(a,b) € 0 & (¢(a),d(b)) € 0.

On notera vg(a) le voisinage propre de a dans G, ¢’est a dire ’ensemble des
lettres b # a telle que (a,b) € . On dira que deux lettres ont le méme role
si et seulement si

vg(a) —b=vg(b) — a.

Ceci définit une relation d’équivalence sur A% qui sera notée ~.
Lorsque ~g= Id on dira que G est pliable sinon G sera dit plié.

Lemme 71 Un alphabet a commutations est pliable si et seulement si son
complémentaire [’est.

Preuve Il suffit de remarquer que ~g=~¢e.

Supposons G pliable. Soient a,b deux sommets ayant le méme role. Si
on note G le sous graphe de G engendré par A — {b} (i.e. le graphe de
commutation (A — {b},04_))), on écrira alors G'>G'. On peut voir facile-
ment que > définit une relation d’ordre partiel sur I'ensemble des alphabets

4 commutations. On notera & la cloture transitive de .
Exemple 38 On considere le pliage suivant.

(10,3) (1,2)a (1.5,1)c (2,2)b (3,2)d (3,1)e (5,1.5)a (6,1.5)d (8,1.5)a
(1.2,2)(1.8,2) (1,1.8)(1.4,1.2) (1.6,1.2)(2,1.8) (3,1.8)(5,1.2)
>(8.5,1.5)(4.5,1.5) ->(6.5,1.5)(7.5,1.5) linestyle=dashed (1.5,1.5)(0.8,0.8)
(3,1.5,0)(0.25,0.8) (5.5,1.5)(0.7,0.25) (1.5,0.6)(1.5,0.2) (1.5,0.2)(5,0.2)
(5,0.2)(5,1.2) (3,2.4)(3,2.8) (3,2.8)(6,2.8) ->(6,2.8)(6,1.8)
(5.5,1.2)(5.5,0.2) (5.5,0.2)(8,0.2) ->(8,0.2)(8,1.2)

Le graphe ci-dessus peut donc se replier en le graphe trivial (un seul point).
Ce n’est pas le cas de tous les graphes comme le montre le graphe suivant

(3,3) (2,2.5)a (1,2)b (3,2)c (1,1)d (3,1)e (1.8,2.8)(1.2,2.1)
(2.2,2.8)(2.8,2.1) (1.2,2)(2.8,2) (1.2,1)(2.8,1) (1,1.8)(1,1.2) (3,1.8)(5,1.2)

3Cette relation d’équivalence apparait pour la premiére fois dans [?]
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qui n’est pas pliable.
Proposition 72 La relation > est confluente (aux isomorphismes pres).

Preuve Il suffit de prouver que la relation > est confluente. Soient G, G, G,
trois graphes de commutations tels que G < G; et G <G5. On notera ¢,
le morphisme canonique de GG dans Gy et ¢9 le morphisme canonique de G
dans Ga. Soit (ay,by) (resp. (a2, b2)) la paire associée au pliage élémentaire
G G1 (resp. G Gg) Si {al,bl} N {a27b2} = Q) alors QZSQ(CH) ~Ra, gbg(bl) et
¢1(az) =g, ¢1(b2). Ceci nous permet d’écrire

G DGl

\Y \Y
Gy > G3=G1 — ¢1(ba) = G2 — da(by).

Dans le cas contraire, comme /¢ est une relation d’équivalence, les graphes
(G et G5 sont isomorphes. Ceci prouve le résultat.

Corollaire 73 Pour tout graphe de commutation G, il existe un unique( a

un isomorphisme pres) graphe plié Gy, tel que G;Gm.

Preuve Supposons qu’il existe deux graphes pliés G et G tels que G > Gy, Gs.
La proposition ?? nous donne 'existence d’un graphe G3 tel que

*

G > Gy
v v
Gy, > G

La minimalité de GG et G5 implique donc que Gy, G5 et G5 sont isomorphes.
On appellera G, le repli¢ de G. Maintenant, on va caractériser les graphes
admettant Gy = ({a}, 0) comme replié.

Proposition 74 Supposons que G ne soit pas isomorphe a Gy et qu’il n’admette

aucun sous-graphe de type Ay. Alors G ou G¢ est non connexe.

Preuve Si |A| = 2 alors la propriété est triviale. Sinon, choisissons une lettre
a € A et posons G' = (A —{a},04_(q3). On doit considérer deux cas.
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1. Si G’ est non connexe, alors pour toute lettre b # a, il existe une lettre
c telle que b et ¢ soient dans deux composantes connexes différentes de
G’. On peut supposer que G est connexe ( dans le cas contraire il n’y a
rien & montrer). Alors il existe un chemin dans le graphe G allant de b
a c et passant par a. Considérons un tel chemin de longueur minimale.
Comme G ne posséde aucun sous-graphe de type A4, cette longueur est
égale a deux. Ceci prouve que (a,b) € 0 et que {a} est une composante
connexe de G°.

2. Si G’ est connexe alors, comme Ay est isomorphe a A§, les graphes G°
et G' n’admettent aucun sous-graphe de type A,. Supposons alors que
G° soit connexe. Comme par induction G’° est non-connexe, on prouve
le résultat par la méthode utilisée dans le cas 1).

Corollaire 75 Tout graphe de commutation non isomorphe o Gy et n’admettant
aucun sous-graphe de type Ay, est pliable.

Preuve Soit G = (A, 0) un tel graphe. La propriété est aisément vérifiée
lorsque la taille de I'alphabet est 2. On doit considérer deux cas.

1. Supposons GG non connexe. Si aucune composante connexe de GG n’a
plus de une lettre, alors G est totalement déconnecté et la propriété est
immeédiate. Dans le cas contraire, soit G’ une composante connexe de
G ayant strictement plus d’une lettre, et par induction G’ est pliable
et donc G aussi.

2. Si G est connexe alors la proposition 7?7 implique que G¢ est non-
connexe. De plus il est facile de voir que G° n’admet aucun sous-graphe
de type A4. Les arguments du cas 1) peuvent étre donc appliqués a
G¢ et on en déduit que G° est pliable. Le lemme 7?7 permet alors de
conclure.

Ce corollaire permet de prouver le résultat principal de cette section.

Théoréme 76 Un graphe n’admet aucun sous-graphe de type Ay si et seule-
ment si il peut étre plié en Gy.

Preuve Par induction sur la taille de ’alphabet en utilisant le corollaire ?7.

On peut donc réécrire le théoréme 77 sous la forme suivante.
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Corollaire 77 Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. L’algébre de Lie L(A,0) admet un support simple.

2. Le graphe de commutation de l’alphabet n’admet aucun sous-graphe de
type Ay.

3. Le graphe de non commutation de [’alphabet n’admet aucun sous-graphe
de type Ay.

4. 1l existe deux lettres a; # as € A telles que a; =(ag) as et L(A —
{as},04_(ay}) admet un support simple.

5. Le graphe de commutation de l'alphabet peut se plier en Gy.

3.6 Conclusion

De nombreuses questions liées au probléme du support restent encore ou-
vertes. Notamment, sa généralisation compléte au cas partiellement com-
mutatif. Ceci semble pour l'instant difficile, 'approche que je propose est
I’étude du support sur les graphes minimaux pour le pliage (voir annexe 4
pour quelques exemples de graphes minimaux). On calcule le support pour
un des graphes minimaux et on essaie de généraliser le résultat a tous les
graphes qui se replient en lui (c’est cette méthode qui a, en fait, été utilisée
pour montrer les résultats de ce chapitre).

Le graphe A, marque la limite des généralisations au cas libre. En effet, pour
I'instant nous ne sommes pas arrivés a conjecturer une forme "agréable" pour
les traces n’appartenant pas au support. On peut prouver que les traces du
type acy...c,a ou cq,...,c, sont les parties connexes de la trace c;---¢c,
et telle ques ¢; = b avec (a,b) € 0 (on appellera c-traces de telle traces)
n’appartiennent pas au support. Mais il en existe d’autres beaucoup plus
complexes comme la trace dabcda pour le graphe

a—b—c—d.

Cela ressemble a des "enchevétrements" de c-traces, enfin a quelque chose
de difficile & définir et encore plus a utiliser dans une preuve. Peut-étre
touche-t-on 14 les limites de ’approche combinatoire du probléme? On pourra
tout de méme noter que ces "enchevétrements" apparaissent dés le graphe
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Ay. Bizarrement, ce graphe a des propriétés remarquables pour d’autres
problémes liés aux commutations partielles. On pourra citer par exemple le
théoréme du sous-groupe da a Droms dans le cas partiellement commutatif
[?], ainsi que la décidabilité de certains problémes sur des langages de traces
[?].

Il semblerait hors de portée de vouloir trouver une algorithmique rapide
pour calculer le projecteur orthogonal dans le cadre des commutations par-
tielles alors que ce probléme n’a pas encore été complétement résolu dans le
cas libre (on pourra se référer a un article de Duchamp [?| pour connaitre
un algorithme de construction du projecteur orthogonal, malheureusement
celui-ci s’avére trop coiiteux en temps pour étre utilisable sur de grands
polynomes). Cependant, derriére le probléme du projecteur orthogonal se
cache une autre question fondamentale : Qu’est ce qui remplace 'action
du groupe symeétrique a droite (peut étre n’est ce pas un groupe?)? Moins
formellement, qu’est-ce qui remplace la notion de place dans un mot ?



Chapter 4

Automates admettant un produit
de mélange

4.1 Introduction et généralités

La notion de produit de mélange dans A* a été introduite par Chen, Fox et
Lyndon dans "Free differential calculus" [?]. Un mot w est un mélange de
deux mots u et v si il existe un entier p tel que u = wjuy...up, v = V1V2...7)
avec v;, u; € A* et w = uqvy...upv,. On note uv la somme

Z w.

w[I]=u, w[J]=v
|w|=|T]+]J], INJ=0

Ce produit s’étend facilement par linéarité et continuité a ’algébre des séries
a coefficients dans un semi-anneau K: K((A)). Lorsque ce semi-anneau est ,
on obtient le produit de mélange de deux langages [?] [?], ce produit préser-
vant la rationnalité, il est tres utilisé pour la théorie des langages. En 1990,
Schmitt [?] a généralisé cette notion aux commutations partielles et D.Krob
et G.Duchamp ont donné une formule explicite pour calculer le mélange de
deux traces.

Le produit de mélange peut étre défini de nombreuses facons. Cependant,
il existe des caractérisations remarquables. La premiére utilise les transla-
tions: le produit de mélange se définit par induction comme 1'unique produit

83
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d’algébre! tel que

11 =1

atuww) = (e 'u)v +ulav)
Une autre caractérisation utilise 'application duale ¢ du produit de mélange
défini comme 'unique morphisme ¢ : K(A) — K(A) @ K(A) tel que

clau) = (a®@1+1®a)c(u)

On a alors (c(w),u ® v) = (w, uv).

4.2 Séries sur un monoide et automates

Définition 78 Soient f : A* — X et = une congruence sur A*. On dira
que f est =-compatible si

u=v= f(u) = f(v).

Un automate & multiplicités A = (X, u,7y) sera dit compatible avec la con-
gruence = (=-compatible) lorsque p : A* — K™ ™ le sera.

La congruence la moins fine compatible avec une fonction f s’appelle tra-
ditionnellement la congruence syntactique de f. Lorsque un automate A =
(A, i1, y) est =- compatible, on peut voir facilement que son comportement

B(A) = > (Au(w)y)w

wEA*

'est aussi. La réciproque n’est pas vraie en général ( par exemple si A = 0)
mais est vraie lorsque A est un automate minimal et K un corps (commutatif
ou non) ou un anneau principal.

Dans le cas des morphismes de monoide, f : A* — M (c’est ici le cas de ),
la =g-compatibilité est testable sur R, précisément

(V(u,v) € R)(f(u) = f(v)) = f est = —compatible.

Géométriquement, la =g-compatibilité de p signifie que pour tout état g de
l'automate et tout couple (u,v) € R on a q.u = q.v (propriété du diamant).

1C’est d’ailleurs cette caractérisation qui sert & interpoler entre le produit de mélange
et la concaténation [?]
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Proposition 79 Soient K un corps (commutatif ou non) et S : A* — K
une série rationnelle. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. La série S est =-compatible.
2. L’automate minimal de S est =-compatible.

Preuve Montrons que (1) implique (2). Soit A = (), p,~y) Pautomate min-
imal de S.

M.Flouret a adapté dans |?] le théoréme de Schiitzenberger au cas non com-
mutatif: il existe des mots

*
UL, U2y -+« y Un, V1, V2, ..., Up EA

tels que la matrice carrée en blocs colonnes G = (Au(u;))icp,n et la matrice
carrée en blocs lignes D = (1(v;)7)icp,n) soient des matrices n x n inversibles.
Soient w = w’. Alors

Lp(w)R = (Muiwv)y)i<ij<n
= ((Su wvj>)l<z]<n
<<SWUZUJZU>)1<zJ<n

= Lu(w)R.

L’inversibilité des matrices L et R donnent alors p(w’) = p(w). La réciproque
est immédiate.

Exemple 39 Soit la série définie par

S = Z (71 0 c(w), aab + baa)w

weEA*

ot m est application linéaire de projection? de K < A > QK < A > dans
K < A > telle que m(u ® v) = v. Le coefficient en w de S est en fait le
nombre de fois ot aab et baa sont sous-mots de w.

Sotent Ry = {(a®,a®), (1?,%)} et Ry = {(aab,baa)}. La série S est elle
=g, -compatible? =pg,-compatible? Pour répondre a cette question, il suffit
de construire son automate minimal.

Zef 77
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(8,5) (1,2.5)10a (2,4)10b (6,4)10d (7,2.5)10¢ (6,1)10f (2,1)10h
[angle A=270,angleB=90,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2/- >aaa + b
[angle A=90,angleB=270,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2]- >eea + b ->aba
->bda ->deb ->ahb ->hfa ->fea <-(1.3,2.5)(2,2.5):U1
—(6,2.5)(6.7,2.5):U1

Un rapide calcul matriciel nous permet alors d’observer qu’elle est =g, com-
patible mais pas =g, compatible.

Ce résultat peut étre étendu aux anneaux principaux (comme , /p[X], [X]
...). Il est clair que la =-compatibilité est stable par combinaison linéaire (i.e.
si (Si)ier est une famille de séries =- compatible alors ) «;S; ;3; est encore
=-compatible) et produit de Hadamard. Ce n’est pas le cas du produit de
Cauchy comme le montre 'exemple:

R={(ab,ba)},S =a et T =b.

4.3 Meélanges d’automates a multiplicités sur
des semi-anneaux

Il est possible d’adapter pour les automates le produit de mélange des lan-
gages ou des séries rationnelles.

Soient Ay = (A1, p1,71) et Ay = (Ao, pi2, 72) deux automates sur le méme
semi-anneau K. Leur produit de mélange sera noté

Ar Ay = (M @ Aa, (p1(a) @ I + 1 @ pa(a)) yeq 71 @ 72)-

La justification de cette définition se trouve dans [?]. Dans le cas des corps
la compatibilité des automates avec le produit de mélange est équivalente a
la compatibilité du coproduit. Ce que montre le théoréme suivant.

Théoréme 80 Supposons que K soit un corps. Soit = une congruence a
fibres finies®.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Si Ay et Ay sont deuz automates =-compatibles alors A Ay lest
aussi.

3Une congruence & fibres finies est une congruence dont les classes sont finies.
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(b) Le coproduit respecte = en le sens suivant.
Pour tout couple (u,v) € A* x A*, on a

u=v=clu) =2 c(v)

ot =%2 désigne le carré tensoriel de = défini comme étant le noyau
de application naturelle

K(A) ® K(A) — K[A"/] © K[A"/-]

2. Les assertions précédentes impliquent que si S et T sont deux séries =-
compatibles alors ST [’est aussi.

Preuve Pour montrer que (1.b) implique (1.a), il suffit de remarquer que
si on pose Ay = (A1, pm1,7m), Az = (A2, o, 72) et A1 Az = (A p,7y) alors
= (1 ® pa)oc.

Montrons maintenant que (1.a) implique (1.b). Considérons la relation d’ordre
produit sur les multidegrés (o, 3 €):

(v <) & (Va € A)(afa) < B(a)).

Soit w un mot. On notera [w] := a — |w|, son multidegré et Cl(w) sa classe
d’équivalence modulo =.
Soient w; = wo deux mots équivalents. Posons

t1 = sup [w].
weCl(wy)
Et soient Cy,...,Cy les classes contenant au moins un mot de multidegré

inférieur ou égal & t;. Posons

ty=sup [w]
wGUleci

(5,5) (0,5)(2.5,1)(5,5) linestyle=dashed (1.2,3)(3.85,3) (0.6,4)(4.4,4)
(1.6,2.4)(1.6,4)(2,4)(2,1.8) (1,3.4)(1.6,3.4) (2.3.6)(2.4,3.6)(2.4,1.2)
(2.4,2.2)(3.2,2.2) (2.4,3)(3,3)(3,2.2) (4.3.4)(3.3.4)(3,2.2)
(3,3.4)(3,3.6)(4.1,3.6) (0.4,4.4)(4.6,4.4) (1,5)(1,4.4) (3,5)(3,2.2) (4.4,3)t,
(4.8,4)t5 (2.5,0.5)Classes de = dans A*
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(t1 et to sont bien définies grace aux hypothéses sur les fibres finies). On
définit la troncature de = par

Cl(u) € AS%2 et Cl(v) € ASt2
U~v S ou

Cl(u) = Cl(v)
Le lemme suivant est immeédiat.

Lemme 81 1. La relation d’équivalence ~ est une congruence plus grossiére

que =.
2. Les classes de ~ sont C1,Ca,...,Ci,Cry1,...,Cp1 et
Cp = U Cl(w)
( ZA<t2
0t Cy,...,Cp1 sont des classes d’équivalences de = induites sur AS™.

3. En particulier, si wy ~ wq et [wy] <ty alors wy = ws.

(5,5) (0,5)(2.5,1)(5,5) linestyle—dashed (1.2,3)(3.85,3) (0.6,4)(4.4,4)
(1.6,2.4)(1.6,4) (2,4)(2,1.8) (1,3.4)(1.6,3.4) (2,3.6)(2.4,3.6)(2.4,1.2)
(2.4,2.2)(3.2,2.2) (2.4,3)(3,3)(3.2.2) (4,3.4)(3,3.4)(3.2.2) (4.4.3)t, (4.84)t5
(2.5,0.5)Classes de ~ dans A*

Pour tout a € A, on définit p(a) comme la matrice (par rapport a la base
(Cj)jen,p) de application linéaire u — a.u € A*/., ot u représente la classe
de u dans ~. Plus précisément,

p(w) : C; — w.Cj.

Alors, p est =-compatible et les automates A; ; = (el , p, ec,), ot (ec,)i<i<p
est la base canonique de KP*!) sont =-compatibles. Donc, d’aprés (1.a)
les p* automates A;, ;, A;, j, sont aussi ~-compatibles. Ceci implique que le
morphisme v : A* — KP"*P” défini par v(a) = p(a) ® I, + I, ® p(a) pour tout
a € A, est ~-compatible. Donc, comme w; = wo,

D orsa=p M [l]) ® p(wi[J]) = v(wr)
= V(wg)
= D rruoq,. H(w2[l]) @ p(w2]J]),
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ce qui prouve (en évaluant I'application linéaire sur 1 ® 1) que
> wyll @ wslJ].

2

Mais [w;[1]], [w;[J]] < t2 et le lemme ?7 implique c(w;) =®2 ¢(ws).

Maintenant, montrons que (1) implique (2). En fait on a,
(ST, w) = (ST, c(w)).

Comme S et T sont =-compatible, Passertion (1.b) implique la =-compatibilité
de ST.

Exemple 40 Soient les automates,

(10,5) (2,2)10a (5,2)10b (7,3)10c (7,1)10e (9,2)10d
[angle A=90,angleB=270,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2]- >aaa ->bca
->cdb ->beb ->eda ->(1.3,2)(1.7,2) ->(4.8,2)(4.7,2) ->(9.5,2)(9.7,2)
(1,2)./41 : (4,2)./42 .

Soit = la congruence engendrée par les couples {(ab,ba)}. Les deux auto-
mates sont =y compatibles donc 'automate

(2,0)(10,5) (5,2)10b (7,3)10¢ (7,1)10e (9,2)10d ->bca ->cdb ->beb ->eda
[angle A=90,angleB=270,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2[- >dda
[angle A=270,angleB=90,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2]- >bba

[angleB=180,loopsize=0.5,arm=0.5,linearc=.2/->cca
[angleB=180,loopsize=-0.5,arm=0.5,linearc=.2]- >eea (3,2)A1A; :
—(5.3,2)(5.7,2) ->(8.7,2)(8.3,2)

[’est aussi.

En fait, (1.b) peut étre formulé sans les hypothéses sur K et les fibres de =.
Dans le cas le plus général (1.b) implique (1.a). Ceci nous permet de donner
la définition suivante.

4

Définition 82 Soit K un semi-anneau®. Une congruence sera appelée K—

compatible si (1.b) est vérifiée.

“Nous considérons ici que les axiomes des semi-anneaux sont stables, ce qui implique
que O est ’élément absorbant.
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Cette définition est équivalente au fait qu’il existe une application "coproduit
quotient" c= telle que le diagramme suivant commute:

K<A>cK <A>®K<A>nt=nz=@n=K[A"/=]c=K[A"/=] ® K[A"/=]fig.1

Définition 83 Soit = une congruence K— compatible alors le diagramme
précédent nous permet de définir un produit de mélange — sur A*/— par
(u=v,w) = (u ® v, c=(w)).

Exemple 41 1. Nous verrons plus loin que la congruence = engendrée
par le couple (a®,b%) est /3— compatible. On peut effectuer le calcul

suwant
9

b= Z a®~ba’ + bt

=0

lI<

a

2. Soit = la congruence engendrée par {(a*b,ba?), (ab? b*a), (abab, baba)}
( la proposition 7?7 montrera qu’elle est /2— compatible).

abia’*bc = (abZab)c+ (b*a®b)ca
+(a=a®b)ch?® + (1=a?b)cab?
= baPc+ bPaPca + ba’ch® + a’beab®.

On peut remarquer que si = est engendrée par {(a®b,ba?), (ab?,b%a)} le
méme calcul donne

ab2a’be = b*a’c + abababe + bababac + b*a*ca + ba*ch* + a*beab®.

4.4 Le cas général

Nous utiliserons par la suite de quelques propriétés élémentaires que nous
allons examiner dans cette section.

Lemme 84 (Propriétés des scalaires) Soit ¢ : K1 — Ky un morphisme de
semi-anneaur. Alors

1. (a) Si= est Ki— compatible alors elle est Ko— compatible.

(b) Si ¢ est injective alors la réciproque est vraie.

2. Une congruence est K— compatible si et seulement si elle est .1x—
compatible.
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Preuve Les assertions l.a et 1.b proviennent du fait que I'application re-
streinte .1x, — .1k, est surjective.

La distributivité du produit par rapport a 'addition dans K ainsi que la
formule de developpement du coproduit implique I’assertion 2.

Le lemme 7?7 impliquent que si une congruence est — compatible alors elle
est K— compatible pour tout semi-anneau K. Soit K un semi-anneau, on
s’intéressera dans la suite de la discussion au sous-semi-anneau® .1x = K,
que l'on peut caractériser par deux grandeurs:

p(K)=1inf{e € /3r €" el = (e+7r).1x}
et si p(K) < oo
p(K) = inf{r € /p(K)-1x = (p(K) +1).11c}

(13,6) arrowscale=1.5 (0,3)(6,3) =0.0+1.55(,3)2pt=0.0+1.5,=1.0+1.54-
~(,3)(:3)]-1(0,2)(6,2)[90](3,2) p(K ) (8,3)1=0-+30,=25 1 3012-(0,0)21
[linestyle=dotted|<-(0,0)1.6170190 linestyle=none[c|(0,0)1.2240300p(K)
=0+3012(2;)2pt

Remarque 42 1. Sip(K) =0 et p(K) =1 alors K est l’anneau nul.

2. 8 p(K) =0 et p(K) > 1 alors K est un anneau de caractéristique
p(K).

3. 510 < p(K) < oo alors K n'est pas un anneau.

4. Sip(K) = oo alors .1k est plongeable dans un anneau de caractéristique

0 (i.e. ).

Exemple 43 1. Soit T = (,max,+) le semi-anneau tropical. Montrer
qu’une congruence est T'— compatible revient ¢ montrer qu’elle est —
compatible.

2. Soit H le corps des quaternions. Montrer qu’une congruence est H—
compatible revient a montrer qu’elle est — compatible.

3. Soit n un entier. Montrer qu’une congruence est /nli|— compatible
revient & montrer qu’elle est /n— compatible.

SL’action de sur K est définie par 0.2 = O et (n + 1).z = n.z + x pour tout n € et
tout = € K.
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Lemme 85 (Propriétés des relateurs)

1. Si =1 et =5 sont K— compatible alors =1 V =5 et =1 N =5 sont K—
compatibles.

2. Soit R une relation sur A*. La congruence =g est K— compatible si et
seulement si pour tout couple (wy,ws) € R on a

c(wy) =52 c(ws).

3. Soit B C A un sous alphabet de A. Si = est K— compatible alors la
congruence =g induite sur B* aussi.

Preuve Les assertions 1) et 3) sont évidentes. Montrons 2). Supposons que

pour tout couple (wy,ws) € R, c(w;) =52 c(wy). Soient w = w' deux mots

équivalents. Il existe une suite d’ équivalences

— — — — /
Wo =W =RW| =R... =R Wp—-1 =R Wy, =W

telle que pour tout entier i € [1,...,n— 1], on ait w; = w;v;t; et w1 = wvit;
avec (v;,v;) € R. Alors,

c(w;) =g c(wi)e(vi)er(ts)
EEQ c(ug)e(v;)e(ti)

=p c(wit1)

et par transitivité c(w) =% c(w’).
La réciproque est immédiate.
Nous aurons besoin du lemme suivant dont la démonstration est immédiate.

Lemme 86 Soient u € A" et n Uentier mazimal tel que u puisse s’écrire
sous la forme u = ua"™ avec u; € A* et a € A. Alors, pour tout K on a

(c(u),u ®a"™) =1

Lemme 87 Toute congruence engendrée par des relateurs de la forme a = b
(échanges) et cd = dc (commutations) avec a,b,c,d € A est K— compatible.

Preuve Il suffit de remarquer qu’elle est compatible.
cla)=a®1+1a=*bR1+1®b=c(b)

pour tout a =b € A et

cled) =cd@1+cRd+dRc+1®cd =*? de®@1+c@d+d@c+1®@de = c(dc)

pour tout couple de lettres (¢, d) tel que cd = de.
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4.5 Le cas p(K) >0

Dans cette section, on considérera que K n’est pas un anneau ou un anneau
de caractéristique 0 (ce qui est équivalent & p(K) # 0).

4.5.1 Le cas booléen

Considérons tout d’abord le cas ou K = le semi-anneau booléen. Les con-
gruences — compatibles sont caractérisées par la proposition suivante.

Proposition 88 Une congruence est — compatible si et seulement si elle est
engendrée par des relateurs du type

a = 1 (EL) effacement de lettres
a = b (IL) identification de lettres
ab = ba (CL) commutation de lettres

Preuve Montrons tout d’abord qu’une congruence est — compatible si elle
est engendrée par des relateurs de type (EL), (IL) et (CL). D’aprés les lemmes
??7.2 et 77, il suffit de montrer que les relateurs de type (EL) sont — com-
patibles. En fait, on a

a=1=cla)=a®1+10a=**(1+1).1®1=c(1).
Ceci prouve le résultat.

Montrons maintenant la réciproque. Soit
A'={a€Ala#1}

et S C A" une section de = UA" x A’. 1l est clair que si (EL) est la liste des
couples {(a,1)}aea—a et (IL) la liste des couples {(a,b)}azpacspear—s alors
= est engendrée par =g (la restriction de = a S*), (IL) et (EL). Il suffit donc
de prouver que =g est engendrée uniquement par des relateurs de type (CL).
Montrons tout d’abord que =g est multihomogéne. Notons =,, la partie
multihomogéne de =g (i.e. la congruence engendrée par les couples (u,v)
tels que u =g v et [u] = [v]).

Si =g n’est pas multihomogéne, il existe un couple (u,v) tel que u =g v et
u F, v avec |u| minimum.
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Supposons que v = 1. On a v # 1 (puisque u %, v). Posons v = vja avec
a € A. Légalité
(Ul & a, C(l)) =1

(ot on note w la classe de w pour =g) entraine a =g 1, ce qui contredit le
fait que =g sépare S U 1. Donc u # 1.

Ecrivons u sous la forme u = uja avec a € A. Comme (c(u),u; ® a) = 1, il
existe deux sous-mots complémentaires vy et v; de v tels que v, ®v; =5 ui®a.
Alors © = uia =g vrvy, ce qui implique v =, vrvy;. On ne peut pas avoir
vy = 1 sinon a = 1. Posons v; = wb avec b € A alors

(w@ba®l+1®a)=1

d’ou b =a et w =1, soit w =,, 1, ce qui implique w =1 et v; = b. Comme
=g sépare SU{1}, on a a = b. De plus, a cause de 'hypothése de minimalité,
vr =g up implique vy =, uy et alors

V=m V1075 =m U1 =1u

ce qui contredit notre hypothése et prouve que =g est multihomogéne.

Notons =y la congruence engendrée par les couples (ab,ba) avec a,b € A
et ab =g ba (c’est la partie de =,, engendrée par des relateurs de type (LC)).
On a besoin du lemme suivant.

Lemme 89 Soient u =g v et v € A*a. Alors il existe uy =g v tel que
Uy € A*a.

Preuve De ce qui précéde on a [u] = [v] (I'égalité en multidegré) et en
particulier |u|, # 0. Soit u; = ugaul, un mot tel que u; = u et |u)H| minimum
(en particulier |ub|, = 0). Si u}, = 1, la proposition est démontrée. Sinon on
peut écrire ul, = bug avec b € A et ug € A*. Soit a?b le sous-mot de u; avec
g maximum. Il existe deux mots complémentaires v; et v; tels que

a’b @ w =57 vy @ vy

ol w est le sous-mot complémentaire de a?b dans u (ce qui entraine |w|, = 0).
Alors a%b =g vy et donc v; = a?"*ba’. Mais i > 0, puisque v € A*a et que
[w] = [v;]. De a%b =g vy, on déduit,

ab®a’ ' =5? ab® a? ' 4+ ba @ a? .
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On a donc ab = ba. Ainsi, u =g usabus =y usbaus, ce qui contredit la mini-
malité de |ub| et prouve le résultat.

Fin de la preuve de la proposition 7?7 Supposons que =g n’est pas
engendrée par des relations de commutations. Soit (u,v) un couple de mots
tels que u =g v et u Fp v avec |u| + |v| minimal. Soit a € S une lettre telle
que

u=pua" =u etv=uva"=0

avec 1,8 # 0, r + s > 2 maximal (I'existence d’une telle lettre découle di-
rectement du lemme ?7?). Sans perte de généralité, supposons 0 < r < s. On
a (up ®a"c(u)) =1 et donc il existe deux sous-mots v} et v/; de v’ tels que

r_—_®2 ./ /
U ®a =g vy QUy.
multihomogénéité = nne v, = a”". On peu s écrire v, = vaa

La multihomogénéité de =g donne v/, = a”. On peut alors écrire v} “
oll U9 est un sous-mot de v;.

Sia>0,onau; =g vea® et, d’aprés le lemme 77, il existe une trace us telle
que u; =g uga. Alors u =y usa’t!, ce qui contredit la maximalité de s + r.
Dot @ = 0 et v} = vy & S*a est un sous-mot de v;. On a donc

’u|a —-—r= |u1|a = |UHa < |U1|a = |U|a - S.

Ceci entraine s < r et s = r. Comme v} € S*a, on a v} = vy et u; =4 vy, ce
qui implique
U=y urad =pvia =g

et prouve le résultat.

4.5.2 Autres semi-anneaux tels que p(K) # 0

Théoréme 90 Soit K un semi-anneau tel que p(K) > 0. Alors une congru-
ence = est K— compatible si et seulement si

1. Silg+1x = 1k, elle est engendrée par des relateurs de la forme (EL),
(IL) ou (CL)

2. Silg + 1x # 1k, elle est engendrée par des relateurs de la forme (IL)
et (CL)
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Preuve Dans le point (1) on a — K, le résultat se montre en utilisant le
lemme ?7? et la proposition ?7. Montrons le cas (2), soit K un semi-anneau
tel que 1+ 15 # 1k, alors il existe un morphisme de .1k sur (ce morphisme
envoie 0 sur 0 et tout élément x # 0 sur 1). Le lemme ?7 implique que toute
congruence K — compatible est aussi — compatible. Donc = est engendrée
par des relateurs de type (EL), (IL) ou (CL). En examinant chacun de ces
types, on constate que seul (EL) est impossible. Ceci prouve le résultat.

Remarque 44 La classe des anneauz de caractéristique O et, plus générale-
ment, de tous les semi-anneaux tels que p(K) = oo rentre dans le cadre de
ce théoreme (2) et on retrouve [?].

4.6 Le cas des anneaux

4.6.1 Cas général

Nous analysons ici les congruences de type fini telles que K[A*/_] soit K—
compatible. On peut, sans perte de généralité, supposer A fini et c’est ce que
nous ferons dans ’ensemble de ce numéro.

Définition 91 Soit K un anneau et = une congruence K— compatible. On
dira qu’un polynome P de K[A*/=| est primitif si et seulement si

=(P)=P®1+1®P

Proposition 92 Le sous-ensemble des polynémes primitifs forme une al-
gebre de Lie pour le crochet [ , | défini par [P,Q] = PQ — QP.

Preuve Soient P et () deux polynémes primitifs on a alors

=([P,Q]) = c=(PQ—-QP)

c=(P)e=(Q) — c=(Q)c=(P)
(PR1+1@P)(Q®1+1®Q)+
+(R®1+12Q)(PO1+10P)
= [PQI®1+1a[PQ]

Ceci montre que cet ensemble est stable pour le crochet de Lie. Il est évidem-
ment stable aussi pour les combinaisons linéaires.
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Remarque 45 S l’anneau est de caractéristique 0, cette algébre est lalgébre
de Lie partiellement commutative libre (théoréeme de Friedrich’s).

Définition 93 Soit = une congruence sur A* finiment engendrée par un
ensemble de relateurs R, on dira que R est clos si et seulement st pour tout
couple (u,v) tel que u = v, u # v et max{|u|, |v|} < max{|u|, |v|/(u,v) € R}
on a (u,v) € R.

Toute congruence finiment engendrée sur A* est engendrée par un ensem-
ble de relateurs clos. Comme A est supposé fini, cet ensemble de relateurs
peut étre choisi fini.

Proposition 94 Une congruence = sur A* finiment engendrée est K— com-
patible si et seulement si il existe une famille finie d’ensembles de relateurs
(Si)icpom telle que

1. SOIQ)

2. La congruence = est engendrée par l’ensemble de relateurs Uie[1 ] S;.

3. Chaque ensemble S; avec i > 0 est un ensemble de couples (u,v) de
A /EUI]_E[M_H s, tels que uw— v est primitif dans K[A /EUje[l,i—l] Sj].
Preuve Par induction sur n, si une telle famille existe alors = est K — com-

patible.
Montrons alors la réciproque. Considérons un ensemble de relateurs clos fini
R engendrant =. On construit la famille (.S;);c de la facon suivante.

1. On pose Sp = Ry =0

2. Pour tout ¢ > 0, S; est ’ensemble des paires (u,v) € R — UjSF1 R;

telles que u — v soit un polynome primitif de K[A*/— . < |-
VS J

3. Et R; est I'ensemble des paires (u,v) € R—J,.; | R; telles que u =g, v.

Pour montrer le résultat, il suffit donc de prouver que si =r n’est pas en-
gendrée par (J;.; , S alors S; # (0. Supposons R — J,;, | R; # 0 et soit
(u,v) € R — U, <, 1 R avec max{|ul, [v[} minimal. Supposons que

c(u—wv) 839_15 (u—v)®1+1® (u—v).

J
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Soit

Q = c(u—v)—(u—v)R1—-1®(u—v) = Z ur, @uy, + Z v, @V,
I+ J1=[1,|u]] Ip+J2=[1,|v]]
Iy,J1#0 IQ,JQ#@

alors @ ¢8?<i—1 s, 0etQ =%20. On en déduit trois possibilités:

1. 11 existe deux paires de sous-mots propres de w, (ur,uy) et (ug,uy,)
telles que

_®2 ®2
up @uy, =" up, @uy, et uy, @ uy, ¢Uj<i—1sj Up, @ Uy, .

2. 1l existe deux paires de sous-mots propres de v, (v, vy ) et (v, vs,)
telles que

_®2 ®2
v, ®Uy =7 v, @ vy, et v, vy, 7_éUj<HSj v, @V,

3. Il existe une paire de sous-mots propres de u, (ur,,uy,) et une paire de
sous-mots propres de v, (vy,,vy,) telles que

—®2 ®2
U, @uy =" v, @y, et up @ uy, ¢Uj<i—1s]' v, @ Vg,.

Pour ces trois cas I'argument est le méme, nous ne développerons donc que le
premier. On doit examiner deux cas: uy, #Y,_,_, s, U, OU Uy, FY,_,_, S, Up-

Pl , A . .
Supposons que up, Zy,_, s ur (lautre cas étant totalement similaire).
Alors on a

max{|ur,, up|} < max{[ul, |v[},

comme R est clos, ceci implique que (uy,, us,) € R—Uj<;—1R;, ce qui contredit
la minimalité de max{|ul, |v|} .

Donc R — Uj<;—1R; = 0, ce qui contredit nos hypothéses.

Comme R est un ensemble fini, il existe nécessairement un entier n > 0 tel
que S; = () pour tout ¢ > n, ce qui prouve le résultat.

Exemple 46 Posons K = /2 et considérons la congruence = engendrée
par les couples {(a®b,ba?), (b*a,ab?), (abab,baba)}. Cet ensemble est clos. Si
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on cherche les couples (u,v) tels que uw — v soil primitif, on trouve S; =
{(a®b,ba?), (b*a,ab2)}. On a alors

c/o(abab —baba) = 1® abab+b® a*b+ a @ ab’*+
+abab @ 1+ a*b @ b+ ab® ® a+
1 ® baba + a @ b*a + b ® ba*+
+baba @ 1 + b*a ® a + ba*> @ b+
=27 (abab — baba) ® 1 4+ 1 ® (abab — baba)

La famille recherchée est donc (0,{(a?b,ba?), (ab? b*a)}, {(abab, baba)}).

On peut remarquer qu’une telle congruence n’est pas — compatible.
La proposition 77 permet de justifier les définitions suivantes.

Définition 95 On appellera découpage primitif d’une congruence K- com-
patible une famille (S;)icp,n d’ensembles de relateurs deux o deux disjoints

vérifiant les conditions de la proposition 77.

La profondeur d’une congruence K— compatible = sera le plus petit entier

n tel qu’il existe un découpage primitif (S;)icp.n de =, on notera v (=) une

telle grandeur.

L’entier T'(K) représentera la borne supérieure de [’ensemble des v (=) pour

= K— compatible.

4.6.2 Congruence compatible et image miroir

Comme dans les précédents chapitres, on notera w 'image miroir du mot
w. Soit a l'application linéaire de K < A > dans K < A > telle que
a(w) = (—=1)"lw (c’est I'antipode de K < A > munie du coproduit ¢ et de
la coiinité P — (P, 1)).

Définition 96 Soit = une congruence. On notera 7= : A* — A*/= la
projection naturelle et on dira qu’un monoide = est K-compatible avec
1’antipode si et seulement si les quatre conditions suivantes sont vérifiées:

1. La congruence = est K— compatible.
2. 1l existe une application linéaire a= telle que = o @ = o= o 7.

3. Pour tout couple (u,v) € (*/=)?, u — v primitif implique a=(u — v) =
v — u.
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4. Il existe un morphisme s— de */= dans K tel que s= o m=(w) = (—1)"!
pour tout w € A*.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 97 Soit = une congruence K-compatible avec ’antipode. Soit =5
une congruence K— compatible sur A*/= telle que =5 soit engendrée par
des couples (u,v) avec uw — v primitif. Alors la congruence = V =o est K-
compatible avec [’antipode.

Preuve La partie (1) de la définition est immédiate.
Montrons tout d’abord que si v = v (u,v € A) alors u = v. 1l suffit de
remarquer que u = (—1)*a(u). Bt donc

T=(u) = s=(r=(u)).a=(7=(v)) = s=(7=(v))a=(7=(v)) = 7=(v).
Soit (u,v) € A* /= un couple tel que u =5 v et u — v primitif. Alors
v—u=a=(u—0v)=s=(u)u — s=(v)v.

On a deux possibilités: © = v et v = v ou bien u = v et v = u. Dans les deux
cas les relations u =, v et u = v sont vraies, ce qui prouve que si w =, w’
alors w =, w' pour tout couple (w,w’) € (A*/=)*. On peut donc étendre la
notion d’image miroir au monoide A*/=y—,.

De la méme fagon, si u = u et v = v alors s=(u) = s=(v) = —l et si v = u et
u=wvon a s=(u) = s=(v) = 1. L’application s— est donc constante sur les
classes d’équivalence de =5. Ceci prouve la partie (4) de la définition.
Maintenant, considérons un couple de mots w =, w’ alors

"= a=(w').

a=(w) = s=(w)w =5 s=(w")w

Donc, il existe une application linéaire a=, telle que a=, o 7=, = 7=, 0 a=

ol 7=, est la surjection canonique de K[A*/_] sur K[A*/=,=,] (ceci prouve
aussi la partie (2) de la définition).
Soit ¢ : K(A) — K(A) ® K(A) le morphisme défini par

¢c=({Id®a)oc.
Par composition, on montre qu’il existe deux morphismes ¢z, et ¢=, tels que

(7=, ® 7=, ) 0 ¢ = =, 0 TT=
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et
(77-52 ® 71-52) © 651 = 652 © M=,

On définit application linéaire m : K(A) ® K(A) — K(A) par m(P® Q) =
PQ. On vérifie facilement que si P ® Q = P’ ® @' alors

m(P®Q) = PQ=PQ =m(PoQ),
Ce qui permet de construire une application linéaire m=, vérifiant 7=, om =

m=, o m=,. De la méme facon, on construit m=, telle que 7=, o m=, =

m=, o T=,. On a besoin du lemme suivant (montré dans [?] ).

Lemme 98
mo&(P) = (P,1)

En utilisant le lemme ??, on trouve que m—, o é¢=, (P) € K pour tout P €
K[A*/=,] et m=, o é=,(P) € K pour tout P € K[A*/=,/=,].
Soit (u,v) € (A*/=,/=,)? tel que u — v primitif, alors on a
M=, 0 C=y(u—0v) =u—v+ a=z,(u—v) € K.
Ceci prouve que
ol=,(u—v)=0et az,(u—v) =0v —u.

m=,

Donc (3) est vérifié et le lemme est prouvé.
a K<A> eK[A*/-] i K[A*/— =]

DK <A> QK < A> fK[A*/El] ® K[A*/El] jK[A*/E1\/E2] ® K[A*/51V52]

— >abc— >beld @ «

cK <A>@K<A> gK[A*/E1] ®K[A*/El] kK[A*/El\/E2] ®K[A*/E1\/E2]

dK < A > hK[A*/=,] IK[A* )= v=,]
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Remarque 47 Si = est K— compatible, un arqgument simple de minimalité
montre que la classe de 1 est réduite 6 {1} ainsi e : P — (P, 1) est constante
sur les classes de =.

Théoréme 99 Toute congruence K— compatible finiment engendrée est K -
compatible avec [’antipode.

Preuve D’aprés la proposition 7?7, une telle congruence admet un développe-
ment primitif fini. En appliquant a chaque étape le lemme 7?7 on trouve le
résultat.

Remarque 48 L’algébre K[A*/=] munie du coproduit c= et de la coiinité
€: P — (P1) forme une bigebre®. La preuve du lemme ?7 montre que si
c=(w) = Y e wi @ wy alors

Z a(w;)w; = m=o (a= ®@ Id) o c=(w) = e(w).

De facon symétrique

Z wie(w)) = e(w).

Ceci prouve que K[A*/=] peut étre munie d’une structure d’algébre de Hopf
d’antipode o.

La preuve du lemme 7?7 donne le résultat suivant qui nous sera utile dans la
suite.

Corollaire 100 Soit = une congruence K— compatible, et soit u,v € A*/=
tels que u — v est primitif. Alors une des conditions suivantes est satisfaite.

1. u=u,v="uv et s=(u) = s=(v) = —1.

2. u=wv et s=(u) =s=(v) =1

5Puisque, d’aprés la remarque 77, application € est stable sur les classes de =, on peut
définir une application e= telle que €= o 1= = w= o €. Le fait que w =1 si et seulement si
w = 1, implique que €= est bien une coiinité.
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4.6.3 Anneaux de caractéristique premiére

Le but de ce numéro est de montrer que, en caractéristique premiére p, la
premiére étape d’un découpage primitif minimal est engendrée par des com-
mutations (pL.C) et les identifications (pLI) de p-puissances et que, de plus,
cette premiére étape absorbe les commutations et identifications de puis-
sances quelconques.

En vertu du lemme ?? 2, il suffit de traiter le cas ot K = /p. Pour cela,
nous avons besoin de quelques lemmes préparatoires sur les structures par-
tiellement commutatives. On considérera d’abord le monoide partiellement
commutatif libre (A, #). Pour chaque trace, on définit le mot standard de
t, std(t) € A*, comme le mot w le plus grand lexicographiquement tel que
mo(w) = t, ol my est la surjection canonique A* — (A,#0). Grace a cette
notion on peut définir un ordre total sur (A, ) par

t <stqgt' & std(t) <iep std(t').

Nous nous intéresserons, particulierement, & une catégorie de traces définie
par Lalonde et Krob dans [?]: les traces de Lyndon. Pour toute trace de Lyn-
don [ ¢ A, sa factorisation standard est le couple o(l) = (I1,1l5) € Ly(A,0)?
tel que | = l1l, |l3] maximal.

De telles traces vérifient la propriété suivante.

Lemme 101 Soit | une trace de Lyndon alors
1. Le mot std(l) est un mot de Lyndon
2. Pour tout a > 0, on a std(1*) = (std(l))"

Preuve La premiére assertion est montrée dans [?].

Montrons donc assertion (2). Supposons que std(l*) >, (std(l))*. Alors
il existe un entier £ > 0, un préfixe p de [, un suffixe s de [, un mot w et
deux lettres z < y tels que std(I*) = std(l)*.prs.std(l)**1 et (std(l))* =
std(l)*pyw. On ne peut avoir a = k + 1, sans quoi mp(pyw) = [ et std(l) =
prs < pyw. Donc, « — k —1 > 1. Ceci implique pour la méme raison que
y € (I1*) = (I). Donc y minore [) et donc x. Il y a contradiction avec nos
hypothéses.

Lalonde a montré dans sa thése |?] le résultat suivant.
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Théoréme (de Lalonde) Soit A : Ly(A,0) — Lk(A,0) Uapplication définie
récursivement par

{ A(a) =a sia€ A
A(l) = [A(l),A(l)] avec o(l) = (I3, 1) sil & A.

Alors (A1), Ly a9 forme une base de L (A, 0) en tant que K-module et de
plus pour tout | € Ly(A,0) on a

Al =1+ > Bit.

On peut en déduire le corollaire suivant.

Corollaire 102 Soit | une trace de Lyndon et o € alors
AD)* =1+ > Bt
t>stdla

Preuve Il suffit d’appliquer le théoréme Lalonde et de remarquer que

(A(l))a = (la + Z ﬁtt) - la + Z ﬁt’w’klktw + Z ’yt,wtw.

t>stdl t>stql t>stdl
O0<k<a

Le lemme 77 nous permet alors de conclure car 'examen des monoémes donne

std(1*) = (std(1))* < std(I¥)std(tw) < std(t"tw)
std(1*) = (std(1))* < std(t)std(w) < std(tw).

Exemple 49 Considérons le graphe de commutation
(A,0):a—b—c—d.
La trace adc est une trace de Lyndon et on a

l[a,d],c]* = adcadc — adc*ad — ad?ac — ad?*c?
—cadadc + cadcad + cad?c — cad®ca
—dacacd + dac’ad + dacdac — dadc?a
+dca’cd — deacad — deadac + deadca.
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On a besoin des lemmes suivants.

Lemme 103 Soit t = [ € (A,0) une puissance non nulle d’une trace de
Lyndon. Supposons que t ne puisse pas s’écrire sous la forme t = a® ou
t = a®b® avec a,b € A. Alors il existe deur sous traces complémentaires u et
v de t telles que pour tout semi anneau K on a:

(c(t),u®@v)=1et (c(t),ukv)=0

Preuve D’aprés le lemme 77, il suffit de montrer le résultat pour K =.
Comme t est une puissance d’une trace de Lyndon et est différente de a® et
a®b?, elle peut s’écrire sous la forme

t = awb®c®

avec a,b,c € A, w € A*, o, f > 0, a + [ maximum, ¢ # b, a # ¢ (puisque [
est de Lyndon). Cela implique b ¢ AT (aw) et ¢ & (awb®).

Nous allons montrer que la propriété est vraie avec le choix u = awc® et
v =b*.
Montrons d’abord que (¢(t),u ® v) = 1.

1. Si (b,c) € 0 alors t = awc’b™ avec a maximal et, de la méme fagon que
dans le lemme ?7, on montre que

(c(t),u®@v) =1.

2. Si (b,c) & 0, supposons que (c(t),u ® v) > 1. Alors on peut écrire w
sous la forme
w = b w b wy ... b w,

avec 0 < o/ =a; +... +a, < aetaw; ... wb* P =u.
Or t = awb®c’, (b,c) € 0 et b g AT(w,), ce qui implique o/ =0. Il y a
donc une contradiction.

Dot (¢(t),u®v) = 1 et donc pour tout semi-anneau K on a (¢(t),u®wv) = 1.
Montrons maintenant que (¢(t),u ® v) = 0. Supposons que (¢(t),u®v) > 1.
Alors il existe un suffixe s de longueur minimale de ¢ contenant u. On peut
écrire ps =t (p = b"). Considérons deux cas.

1. Si (¢,b) € 0, puisque |s|. = |t|. on a p = 1. En ce cas, a € (s) car
a € (u) et donc a € (t), ce qui est impossible par hypothése.
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2. Si (¢,b) € 6, dans ce cas on a a # b (car pour un mot de Lyndon [ € A,
()N (1) = 0) ainsi que I'égalité

ps = (b°c)(wa).

Le lemme de Levi nous donne I'existence de quatre traces p', s', r, g telles
que (s',7) € 0, p =p's’, s = rq, b%" = p'r et wa = s'q. Le fait que
t soit une puissance d’une trace de Lyndon et que (c,b) € 6 implique
que Al(u) = {a} # {b}. La minimalité de s donne AlI(s) = {a}. Si
r # 1, on a a € Alph(r) C {c,b} ce qui est impossible. Donc r = 1,
ce qui implique bwa = §'s. Or |s|, > |bwal, d’ou ||, = 0 mais comme
s') = {b}, s = 1. Donc p = p' = b°c’, mais p) = {b} prouve la
contradiction.

Nous utilisons ici un lemme trés général dont la preuve est reportée en annexe.

Lemme 104 Soit p un nombre premier et (b;)icr une base de L;,(A,0).
Alors Ualgébre de Lie des élements primitifs de /p < A,0 > a pour base
(B ier .

v e>0

Exemple 50 Posons K = /3[i] et
(A0)=a—b—c—d.
Alors le polynome de Lie P = i[a,[b,d]]> + 2 x [c, [a, d]] est primitif. En effet,

co(P) = ixc(la,[b,d]])’ +2*c([c, |a, d]])
= ia,[b,d]’ ® 1+ 3ila, [b,d]] @ [a, [b, d]] + 3ila, [b, d]]* @ [a, [b, d]]
i s 1 [a,[b,dl]* + 2lc, [a,d]] © 1+ 2 %18 [c, [a, ]
= PR1I+1QP

Lemme 105 Les seules traces de /p < A,0 > (avec p premier) qui sont des
éléments primitifs sont les puissances p* de lettres.

Preuve En utilisant le lemme 77, le théoréme Lalonde et le corollaire ?? on
a

Z ﬁa,l( Z ﬁal lp + Z ’ytla

leLy(A,0) leLy(A,0) t> g qglP”
ac aE
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Si on pose I"" = infuyg{"" € Ly(A,0)|fa,, # 0}, on a nécessairement
uw=1"". Orsil & A, on peut écrire [?" = ta™ avec n maximal, a € A et
t # 1. Dans ce cas (c(IP"),t ® a™) = 1, ce qui est impossible et prouve le
résultat.

On aura par la suite besoin de quelques résultats arithmétiques.

On définit pour tout n € I'entier

oun = Z?:o ¢’.p7 est Décriture en base p de n.

Lemme 106 Soit p un nombre premier.
1. Soit n > 0 un entier alors

nl = pép(").rn

our, Z0 [p].

2. Soit n € tel que (") =0 [p] pour tout i € [1,n — 1]. Alors n est une
puissance entiére de p.

3. Pour tout o >1 on a

lorsque m £ 0 [p].

Preuve Calcul simple a partir du théoréme de Legendre
n n n

SKn)= |-+ |=]|++ =]+
p(1) LpJ Lng Lle

d’ot1 on déduit les points 2 et 3.
Le résulat suivant nous sera utile pour caractériser les congruences /p— com-
patibles = telles que v/,(=) = 1.

Proposition 107 Soit u — v un polynéme primitif de /p < A, 0 > tel que
u,v € (A,0). Alors u = a?" et v = W oouu=a” "’ et v="b"ar".
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Preuve Soit © — v un tel polynéme. Sans perte de généralité, quitte a
multiplier par —1, on peut supposer u <y q v. Alors, d’aprés le lemme 77,
u—v € LS‘Z)(A, ) qui admet comme base (en tant que /p-module) les p"
puissances des polynémes de Lyndon. On peut donc écrire

u—v= Z (AP = Z . | P+ Z Vit

IGLZ(EA,O) ZELZ(EA,O) > opql?™
Soit IP" = mingg{I"™" /oy, # 0}. Nécessairement [P = u. Le corollaire
?? implique que si u — v est primitif alors u = v et v = v ou u = v. Si
u = u, comme [ est une trace de Lyndon, [ = [ implique | = a (en effet si
l € Ly(A,0) — A alors (1) N AT(I) = 0) et donc v est primitif. Le lemme ??
implique alors v = " et prouve le résultat. Si u = v alors u — v = I#" — [P".
Le lemme ?? implique que si 7" # a® et IP" # a®b® alors u — v n’est pas
primitif. Si ! = a alors u — v = 0. Supposons donc que n = 0 et [ = a®P.
On a alors

clu—v) = c(a®b’ — bPa®)
= Z?:o ZJ@:O (?)
Yo (5)

a® I @ att) —
b ia* "t @ Wal

S R oY

et
c(u—v) = (@’ —b°a®) @ 14+ 1® (a“’ — tPa®).
Ceci implique que pour tout i € {1,...,a—1} et pour tout j € {1,...,5—1}

ona (9)= (f) =0 [p]. Le lemme ?? permet de conclure.

Théoréme 108 Soient p un nombre premier et = une congruence /p— com-
patible. Alors v,,(=) = 1 si et seulement si = est engendrée par des couples

de la forme (a®”,0°") ou (a?" b’ 0P a?™).
Preuve C’est une conséquence directe de la proposition ?? et du lemme ?77.
Nous montrons que les relateurs de commutation et d’identification

d’exponentielles (c’est a dire de la forme a® = b° et a®¥ = Va®) sont ab-
sorbés dans la profondeur 1.
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Théoréme 109 Soit = une congruence /p— compatible alors

1. La congruence =, engendrée par les commutations a®b® = b’a® lest
par des commutations de la forme a?* = " = " a?" (pLC).

2. La congruence =, engendrée par les identifications a® = b® lest par des
identifications de la forme a?* = W’ (pLI).

Preuve (1) On notera =, la congruence engendrée par les paires

(a? bP"2 52" aP') telles que PP = b2 11 suffit de prouver que si
a®b’ =, bPa® on a nécessairement a®b’ =, b’a®. Supposons qu'il existe
des paires a®b’ =, b%a’ et a®b? ZpLC b%a®. Considérons une telle paire avec
o + 3 minimal. Alors la K- compatibilité de = donne

(@ BN a-ipp—j ipj —®2 o BN 1 p-i ami i i
S () (D)awear =233 (9) (§) et e
=0 j=0 =0 7=0

Comme =, est multihomogéne, la minimalité de o + 3 implique

() =0

pour toute paire

(i,5) €{(0,0), («,0), (0, ), (e, B)}.

Alors en posant 7 = 0, on obtient (‘;) =0 [p] pour toutie {1,...,a—1}
et de facon similaire <f> =0 |[p] pour tout j € {1,...,3 —1}. Le lemme

77?7 entraine la conclusion.
Pour le point suivant nous avons besoin du résultat ci-dessous.
Théoréme (Cauchy-Lucas-1830[?]) Soit p un nombre premier. Soit a =

S cien QuD' le développement de « dans la base p. Considérons un entier
V=3 cicn Vib' tel que pour tout i € {m, ..., M}, v; < ;. Alors

(7)= 1L ()
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Suite de la preuve du théoréme ?7 (2) Le fait que =; soit /p— com-
patible provient du fait que la compatibilité est stable par restriction aux
sous-alphabets (cf. lemme ??.3). On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 110 Toute congruence K— compatible = sépare AT et 1 (autrement
ditw=1l=w=1).

Preuve Supposons que cela ne soit pas le cas. Soit w € AT tel que w = 1
de longueur minimale. Comme w # 1, on a

Z wrQuwy; =% -1®1.

I+J=[1,|w(]
I,J#0

Ceci contredit la minimalité de w.

Fin de la preuve du théoréme 77 Le lemme 77 montre que = sépare
nécessairement A* et 1. Nous nous intéresserons donc uniquement aux cou-
ples (a®,b’) avec «, 3 # 0.

On notera =,7; la congruence engendrée par les paires (apkl , bpk2)
avec a?"' =, b***. Supposons que 1’ensemble

P= {(ao‘7b6)|aa =, b’ et a® FpLl bﬁ}

ne soit pas vide et considérons (a®,b’) € P tel que (max{a, 3}, a + 3) soit
minimal pour 'ordre lexicographique sur 2. Sans restriction de généralité, on
peut supposer o < 3. Nécessairement o ou  n’est pas une puissance de p.
Supposons que « ne soit pas une puissance de p. Le théoréme de Cauchy
implique qu’il existe oy (0 < a < ) tel que

(c(a®),a™ @a®" ") £0  [p].

Si a® ® a® ' ne figure pas dans le support de c=(a®) c’est qu’il existe ay
(0 <oy <, a1 # as) tel que a® ® a®* ™ El®2 a™? ® a®~*2. Supposons que
a; < ag (lautre cas étant similaire). On a alors a® 2T =, ¢* or

max{a,a —as + a1} < max{a, [} et 2a —as+ g < a+f

donc les hypothéses de minimalité donnent a®~ 21 =,/ a®. Ceci implique
a® 2t =, b3 De plus

max{a —ay +ay,0} = =max{a,f} et a —aa + a1 + f < a+ .
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a-axtar = o b8 ce qui

En utilisant les hypothéses de minimalité on trouve a
contredit nos hypothéses.
Donc a® ® a®~ ! ne figure pas dans le support de c=(a®). Alors il existe 3;

(0 < By < B) tel que
a™ ® a1 E®2 bﬁl ® bﬁ*ﬁll

Or
max{ay, /1 }, max{a — oy, 5 — 1} < max{a, G}

La minimalité montre alors que

a® = g q® =11 porpf—h — bﬁ,
ce qui contredit nos hypothéses.

Donc o = p* et 3 n’est pas une puissance de p. Alors le théoréme de Cauchy
implique qu’il existe 31, B2 (0 < B < f2 < ), tel que b* @ b~ =92
b2 @ b2, Comme max{3, 32} < max{a, 3}, on a b =,;; b% et donc
Vo =,1r bP~P2+P1 Ceci implique a® =; b°, max{a, 3 — B2 + (1} < max{a, 3}
et a+ 3 — [y + 1 < a+ . Les hypothéses de minimalité donnent a® =,;
VP=P24P1 ot q® =,1; b contredisant I'appartenance de (a®, %) a P. Ceci en-
traine la conclusion.

La proposition suivante montre qu’il existe une famille infinie (=;);c; de
congruences /2— compatibles de profondeur 2 et telle que pour tout couple

(i,7) € I*, i # j on a =,¢=; et =;¢=,.

Proposition 111 Soient n et m deux entiers alors la congruence engendrée
par
a®' " a?' " = 0" a? b a?"
R={ a0 =0,
e = oy

est /2— compatible.

Preuve On a I'égalité

c(a® b*" a* b*") = Z (2. > (2. ) <2k:> ( ; )a2 T2 0 k2" T @a b aF bl
i

igk J
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Donc
c(a® b e B = Q2 B2 2 k2 g 2" (1) 2 (1) 2" (1—h) 2™ (1-1)
(i,j,k,0)€{0,1}4
De méme
(B a0 a2 = Z B2 g2 k2 2" 2 (1) 2" (1—k) 2 (1=1) (2" (1)

(i.4,k,1)€{0,1}4

P = c(a®b*"a®"b*") + c(b*" a*"b*" a?")
G @1+ a2 B @ B 4 a2 B @ o
2 a " 10 @ a1 @ e b
+02" 0" @14+ a? T @ 0" + 07 0 @ a?"
+02" @b +a¥ @b a? + 1@ 0 a0 a?"

. ) 41 +1 41 41
Soit =, la congruence engendrée par (a®" b*",0*"a*"" ) et (a®"0*" 0?7 a®").
Alors

P 5?2 (a/2'7i b2ma2TL b277l + b277l a/2n b2m a/27l> ® 1 + 1 ® (G/Q'VL b2ma27L b2'77l + b277l aQTL b2m a/27l ) ]
Ceci prouve que a®"b?"a?"b*" + b*"a?" b*" a*" est un polynome primitif de

/2[A*/=,]. Donc R est /2— compatible.

4.6.4 Anneaux de caractéristique non premiére

Ce numéro est consacré a montrer que le cas de la caractéristique non pre-
miére se comporte comme celui de la caractéristique 0.

Lemme 112 Soient K et Ky deux anneaux et = une congruence K;— com-
patible et Ko- compatible. Si il existe un morphisme Ki — Ky, alors tout
polynome primitif dans Ki[A* /=] est primitif dans Ko[A*/=].

Preuve Evident, car .15, — .1g, est surjectif.

Théoréme 113 Soit n > 0 un entier non premier. Toute congruence /n—
compatible est engendrée par des relateurs de la forme (a,b) ou (ab,ba) avec
a,be A ((IL) et (CL)).
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Preuve On doit ici différencier deux cas:

1. Sin # p® avec p premier, alors on peut écrire n = pypam avec py, pa, m €
et p; # pe premier. Il existe donc deux morphismes ¢, : /n — /p; et
¢2 1 /n — /pa, ce qui implique, d’aprés le lemme 77, que les polynomes
primitifs dans /n < A > sont primitifs dans /p; < A > et /py < A >.
Donc d’aprés le lemme 77, si u — v est primitif dans /n < A >, alors

g ag 51 52
u=ar =a’? etv=01 =P

ou
2

U= OLID({HI)‘”[E1 = ¥’ b”g2 et v= bl”[131 ah' = 171”§2a]"g .
Comme p; et py sont premiers ceci implique o = ap = 1 = 2 = 0. On
vient donc de prouver que v,,(=) = 1 si et seulement si = est engendrée
par des relateurs de la forme (a,b) ou (ab, ba) avec a,b € A. Montrons
maintenant que 7,,(=) = 1 pour toute congruence /n— compatible.
Il suffit, en fait, de prouver que les seuls polynoémes primitifs dans
/n < A, 0 > de la forme u — v avec u,v € (A,0) sont a — b et ab — ba
avec a,b € A. Cela se fait en appliquant a nouveau le raisonnement
précédent mais dans le cadre des commutations partielles.

2. Sin=p™ avec m > 1. Alors il existe deux morphismes
/p" = [P = /p.

Le lemme 7?7 montre qu’il suffit de prouver la proposition dans le cas ou
m = 2. Plus précisément, on s’intéressera tout d’abord aux polynomes
de /p* < A > qui sont de la forme a?” —b"" ou a?" b’ —b’ a?” qui d’apres
la proposition 7?7 et le lemme 77 sont les seuls candidats possibles a la
primitivité dans /p? < A >.

Montrons tout d’abord que a?® — v’ est primitif si et seulement si
a = [ = 0. Examinons deux cas

(a) Sia#bet (a,3) # (0,0), supposons par exemple que a > 0. Le
lemme ?7 implique que

(c/p2(a”” — bpﬁ),apw1 ®a’ ) = (pi—l) £0 [p?.

Ceci contredit la primitivité de a?” —b°” et prouve que a = § = 0.
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(b) Sia = b, si (a,0) # (0,0) alors o # [ et sans restriction de
généralité on peut supposer a > (3. Encore une fois le lemme 77
implique que a?” — a?’ nest pas primitif. D’ou a = g = 0.

Montrons maintenant que a?" b’ — b’ P est primitif si et seulement
si a = 3 = 0. Supposons (a, 3) # (0,0). Si « = (=1 alors on a

(c/p2(aPtP — WPaP),a” WP @a) =p# 0 [p7],

ce qui prouve que aP’b? —bPaP n’est pas primitif. Sinon on peut supposer
sans perte de généralité que o > 0, dans ce cas le lemme 7?7 implique
que

On vient de montrer que 7,,2(=) = 1 si et seulement si = est engendrée
par des couples de la forme (a,b) ou (ab, ba). Pour montrer que 7,2 (=
) = 1 pour toute congruence /p*— compatible, il suffit de prouver que
les seuls polynomes primitifs de la forme u — v avec u,v € (A, 6) sont
du type a — b ou ab — ba avec a,b € A. Pour cela, il suffit de remarquer
que le raisonnement précédent est indépendant des commutations. En
I’appliquant encore une fois on trouve le résultat.

Corollaire 114 Soit K un semi-anneau. Les assertions suivantes sont équiv-
alentes.

1. Ona'(K)=1.

2. L’anneau Ko n’est pas isomorphe & /p avec p premier.

4.6.5 Homogenéité et profondeur

Le but de cette section est ’examen des congruences compatibles homogénes
pour un poids [ : A —7T (i.e. une graduation totale non dégénérée). La fonc-
tion [ s’étend a A* par .l(w) = ZGGAZP}}(U{) \w.\al(a). Cette classe de monoides
admet une transformation de Magnus injective et nous verrons que les autres
monoides compatibles et de profondeur 1 ne sont pas simplifiables.

Montrons d’abord que toutes les congruences K — compatibles admettent
une transformation de Magnus quotient.
Soit donc p, 'unique endomorphisme de K(A) tel que p(a) = 1 4 a pour
toute lettre a € A. On a le
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Lemme 115 Soient K un semi-anneau et = une congruence K— compat-
wble. Alors il existe un unique morphisme u= tel que le diagramme suivant
commute.

K<A>uK < A>m=nm=K[A"/=|u=K[A" /<]

Preuve Il suffit de remarquer que p = (Id ® ev) o ¢ ol ev est application
linéaire de K < A > dans K telle que ev(u) = 1 pour tout mot u € A*. Cette
application est constante sur A*, elle passe donc au quotient en une applica-
tion ev=. Comme = est K — compatible c= existe. Le morphisme recherché
est donc p= = (Id ® ev=) o c= rendant le diagramme suivant commutatif.

K<A>K<A>QRK<A>Id®evK < A>n=m= @ n=n=K[A"/=]c=K[A"/=] ® K[A"/=]Id ® ev1]
Le lemme suivant est immédiat en remarquant que [ est un morphisme.

Lemme 116 Soit R C A* x A" et | une longueur. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes:

i) Pour tout (u,v) € R, l(u) = (v).

i) Pour tout u,v € A*, u=v = l(u) = l(v).

Définition 117 On dira que = (resp. R) est homogéne (pourl) si el seule-
ment si elle vérifie les conditions équivalentes du lemme ?77.

Nous avons alors 'alternative suivante:

Théoréme 118 Soient A un alphabet fini et = une congruence compatible
de profondeur 1. Alors une seule des deur propriétés suivantes est vraie.

1) Le monoide A* /= est non simplifiable.

2) 11 existe une fonction de longueur pour laquelle = est homogéne et A*/—
se plonge dans un groupe.

Preuve Si ch(K) est non premiére alors la congruence est engendrée
par des commutations partielles. Sinon posons p = ch(K), d’aprés ce qui
précéde une telle congruence est engendrée par des couples (pLC) et (pLI).
Les premiers sont multihomogénes et donc sont homogénes pour toutes les
fonctions de longueur. Il suffit donc de montrer, dans le cas simplifiable,
'existence d’une longueur rendant les couples (pLI) homogénes. Sil’on note,
pour une lettre x, 2P, 'ensemble de ses p-puissances, posons

G = {(a, b) c (A*)2| = m(apxbp);éw}
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c’est & dire les couples de lettres supports des relations engendrées par (pLI).
Il n’est pas difficile de voir que G est le graphe d’une relation d’équivalence.

. . i B .
Soient deux relations a?™* = b"'; ¢ = {1,2}. Supposons, sans perte de
généralité, que a; < ap, nous avons aussi

S e e [ e
Supposons dans la suite le monoide quotient simplifiable. On a, en vertu de
ce qui précede (et avec les mémes notations) b "> = ™ Comme le
monoide est simplifiable, ceci entraine bP” 271 =p%21 = 1. Doy ph-oater =
p% comme cela résulte du lemme ??. Ceci entraine ay — 32 = oy — 3;. Pour
tout (a,b) € G, notons d,;, la différence commune a— 3 pour tous les couples
a?” = b*” Dexistence de la longueur résulte du fait suivant.

Lemme 119 (Fonction potentiel) Soit G le graphe (non orienté) d’une re-
lation d’équivalence dans un ensemble A. Soit d : G — une fonction telle
que (a,b), (a,c) € G =>d(a,b) + d(b,c) + d(c,a) = 0. Alors:

1. 1l existe une fonction h: A — telle que d(a,b) = h(b) — h(a).
2. De plus, si A est fini, on peut choisir h positive.

Preuve (1) Il suffit de prendre un point distingué dans chaque classe d’équivalence
et de lui attribuer le potentiel 0.

(2) Comme h est définie & une constante additive prés, lorsque X est fini, il
suffit d’ajouter une constante convenable.

Fin de la preuve du théoréme 77 Dans le cas ou le monoide quotient
est simplifiable, il suffit de prouver que la condition cyclique est satisfaite.
Soient (a,b), (b,c) € G. On a trois congruences:

aq 61 B2 V2 3 3
al =", P =, PV =a .

v+

Comme z/" = y?" = 27" = y?""" on peut supposer que 31 = B, Y2 = 3.
Alors a?™' = aP™® et donc, A cause de la simplifiabilité, a; = a3. Le calcul
des différences donne alors la condition cyclique.

Soit donc h une fonction potentiel positive (d’aprés le lemme ?7? cette fonction
existe et est telle que d,;, = h(a) — h(b)), la fonction [ := p" rend les relateurs
(pLI) homogénes.

Montrons maintenant que le monoide se plonge dans un groupe. L’image
de A*/— par p= est dans 1+ M(A*/=) ou M(A*/=) est I'idéal des séries dont
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le terme constant est 0. Or 1+ M(A*/=) est un groupe (puisque [ rend =
homogeéne). Il reste & montrer que u=: A*/= — 1 + M(A*/=) est injective.
Ce qui découle de la formule

H=w = W + Z Ny, U
I(u)<l(w)

ouw e A*/=.

Remarque 51 La preuve du théoréme 7?7 montre que si un monoide A*/—
(ot = est K— compatible de profondeur quelconque) admet une graduation
totale non dégénérée alors il se plonge dans un groupe. C’est en particulier
le cas lorsque = est homogéne et pas nécessairement de la profondeur 1 (cf.
proposition 7).
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4.7 Tableau récapitulatif

p(K) | p(K) exemple EL | IL | CL Autres ['(K)
1 1 ,(, mazx, +) oui | oui | oui non -
1 >1 - non | oui | oui non -
>1 - - non | oul | oui non -
0 1 Anneau nul - - - - -
(que lorsque A = ()
0 n>1 /n non | oui | oui non 1
non
premier
0 2 /2 non | oui | oui | 2-commutations
2-echanges >2
voir prop.??
etc...?
0 p>2 /D non | oui | oui | p-commutations
premier /pli] p-échanges >1
p = 3[4] etc...?
o0 0 non | oui | oui non 1
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4.8 Conclusion

Le probléme de la caractérisation des monoides admettant un produit de
meélange est encore ouvert lorsque K est un anneau de caractéristique pre-
miére (Kj est un corps fini). On peut tout de méme conjecturer I'assertion
suivante.

Conjecture 120 Toute congruence /p— compatible est le suprémum de deuz
congruences =, et =, telles que =1 soit uniquement engendrée par des re-
lateurs de type (apa,bpﬁ) el =9 multihomogeéne. De plus, si p = 2, alors la
profondeur de la congruence est inférieure ou égale o deux, sinon elle est in-
férieure ou égale & un (ce qui signifie que =5 est engendrée par des relateurs

de la forme (a?*b°" b?" a¥®).

La premiére étape pour montrer ceci pourrait étre d’étudier les algébres de Lie
des polynome primitifs de K[A*/_], en extraire des bases et essayer d’adapter
les calculs vus précédemment.

Pour l'instant, on ne peut pas dire si la K — compatibilité est calculable, le
découpage primitif est un outil théorique et ne donne pas un algorithme. En
effet, on a besoin de forme normale sur le monoide pour pouvoir décider si
un polynoéme est primitif, de plus, on ne sait pas si la profondeur des con-
gruences K — compatible est bornée.

[’étude des monoides a p-commutation semble étre un sujet intéressant, c’est
une généralisation du cadre partiellement commutatif qui conserve des pro-
priétés agréables (groupe sous-jacent, algébre de Lie, conservation de la mul-
tihomogénéité). On pourrait se pencher par exemple sur 1’étude de la liberté
des algébres de Lie et groupes associés, sur le calcul de factorisations et de
bases, la généralisation de la notion de code, de classe de conjugaison dans
le monoide et dans le groupe, la rationnalité et la reconnaissabilité de série
formelle, la combinatoire de ce monoide ( a-t-on encore un lemme de Levi?
Peut-on résoudre des équations en "p-traces"?) etc ...

Ce qui ouvre de nouvelles perspectives passionnantes...
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Chapter 5

Contribution au logiciel SEA

L’ensemble des procédures expliquées dans ce chapitre s’insére dans le projet
SEA ainsi que dans un projet commun avec 1’Université du Havre sur la
parallélisation des automates a multiplicités.

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a 1’étude de ’algorithmique

de la minimisation dans un anneau principal. Cet algorithme permet de don-
ner une démonstration calculatoire d'un théoréme de Fliess [?]. Ce procédé
a été implémenté en Maple, nous en donnerons quelques exemples.
Puis, afin de pouvoir tester les propriétés de compatibilité des automates,
G.Duchamp m’a demandé de programmer les divers algorithmes (minimi-
sation, produits...) sur différents corps (et anneaux principaux). Comme
beaucoup de ces algorithmes sont communs a tous les corps, par souci de
minimiser la taille du programme, nous avons créé un type de donnée perme-
ttant de représenter un corps ( et méme plus généralement un semi-anneau).
Cette structure est passée en paramétre dans chaque automate qui, de cette
fagon, sait effectuer les opérations élémentaires (addition, multiplication, in-
verse, test d’égalité...) sur son corps ( par exemple une extension). Il n’est
pas seulement agréable de disposer d’extensions formelles de corps pour les
multiplicités. Par exemple, la décomposition en éléments simples montre que
les séries rationnelles d’une variable peuvent se décomposer en séries de rang
plus petit dés que I'on dispose des racines d’'un polynéme. Par exemple:

1 1 1
— 2N — — _ 2\n
+ir  1—iz Z E N (=%
n pair n=>0

121
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5.1 Minimisation des automates a multiplicités
dans un anneau principal

M.P. Schiitzenberger avait inauguré 1’étude des automates & multiplicités
pour K = [?]. Par la suite la minimisation a été démontrée dans K = (pour
les automates déterministes) et lorsque K est un corps. Fliess [?] montre
que si K est un anneau principal, toute série rationnelle admet une représen-
tation minimale & coefficients dans K. Pour la démonstration du processus
que nous proposons ici, nous avons utilisé une adaptation de |?| (avec toutes
les précautions supplémentaires que réclame une structure plus faible). Le
procédé de calcul ne donne effectivement un algorithme que si la détermina-
tion des coefficients de Bézout est algorithmique. C’est le cas, en particulier,
des anneaux euclidiens. Cependant, dans le cas général, ce calcul redémontre
le résultat classique!.

[’algorithme de minimisation d’un automate a& multiplicités (\, p,~y) dans
un tel anneau K se déroule (comme dans le cas des corps) en deux parties:
une réduction a gauche puis une réduction a droite. Comme ces deux étapes
sont symétriques, nous traiterons seulement de la réduction a gauche. Le
principe de cet algorithme est de parcourir une partie préfixielle ( parcours en
largeur) et de construire une matrice en utilisant & chaque étape uniquement
des opérations conservant la multiplicité sur 'anneau K. De cette facon, les
lignes de la matrice ainsi calculée forment une base de A\u(K < A >).

Soit S une série de représentation linéaire (A, i1,7y) de dimension n.
L’algorithme proposé prend en paramétre une représentation (A, u,y) de S et
retourne un triplet (7,7, X), ot I est une matrice de K", T € K™ " et X
un ensemble préfixe (nous verrons plus bas comment utiliser ces données pour
calculer une représentation minimale)?. Il comporte deux boucles imbriquées.
Dans la plus grande (décrite par 'algorithme reduireGauche), on utilisera
en plus une variable Y désignant un ensemble contenant les mots restants a
traiter. Dans cette boucle l'indice 7 permettra de représenter 1’état des vari-
ables aprés i tours de boucle (ainsi nous nous intéresserons aux quadruplets
(I;,T;, X;,Y;). La variable y représentera le mot courant.

La plus petite boucle (décrite dans 'algorithme traiterLigne), permettra

!Dont la démonstration usuelle repose sur un argument de borne des dénominateurs et
un argument d’existence de bases. Ici, on utilise seulement le caractére "noethérien" des
factorisations sans avoir & borner les facteurs.

2Ici r est le rang de A\u(F < A >) ot F est le corps des fractions de K.



5.1 Minimisation des automates a multiplicités dans un anneau principall23

d’intégrer la ligne Au(y) (aprés d’éventuelles transformations) dans la matrice
T et de modifier les autres variables en conséquence. Afin de respecter la
multiplicité dans K nous utiliserons un algorithme de Gauss modifié, faisant
appel a I’égalité de Bézout. Les variables les plus importantes de cet algo-
rithme sont:

e une matrice ligne J qui au départ sera la matrice I augmentée d’une
coordonnée, et qui sera modifiée au fur et & mesure de 'avancement de
I’algorithme,

e une matrice M, qui au départ sera la matrice T" augmentée de la ligne

Ar(y)-

De la méme facon que pour l'algorithme reduireGauche, le couple (J;, T)
représentera 1’etat des variables J et T aprés ¢ étapes (2) exécutées.
Voici donc les algorithmes.

Algorithme 52 reduireGauche

Entrée: Une représentation linéaire (X, p, 7).
Sortie: Le triplet (I,T,X)

Début

1. Initialisation.
(]0, T(), XO» }/0) = (H? []7 ®7 {1})

2. SiY; # 0 alors
On choisit y minimal en longueur dans Y;.
(Lit1, Tivr, Xiy1, Yir):=traiterLigne((L;, Ti, X;, Y, y), (A, 1, 7))

3. Retourner(I,T,X)
Fin.

Algorithme 53 traiterLigne

Entrée: Le quintuplet (I,T,X,Y,y) et la représentation (X, u,"y)
Sortie: Un quadruplet (I',T', X', Y").

Début

Soit m le nombre de ligne de T.

1. Initialisation: (Jo, My) := ((I,O),( r ))

Au(y)
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2. On pose M; = (7;,> et Ji = (J'|a) avec l € K" et a € K.

Fin

(a) Sil=0 alors

0.

Si T =T alors Retourner (I,T, X,Y — {y}).
Si T # T alors Retourner (J', T, X U{y},Y UyA — {y})

(b) Sil# 0 alors soit j le plus petit entier tel que l; # 0.

0.

Gauss:
Si il existe une ligne (M;) dont la plus petite coordonnée non
nulle est

J-
a = (M;),
b:=1;
d:= pgcd(a b)
et soient «, 3 tels que aa+ fb=d (sib=0 [a] on prendra
a=1et[=0).
Id,_, O 0 0
. 0 a 0o B
G = 0 0 Id,x O
o -t o ¢

(Jig1, Miy1) = (JiG_1>GMi)

Recommencer (2)

Insertion:

Si une telle ligne n’existe pas alors on considére le plus petit
entier k tel que la plus petite coordonnée non nulle de (M;)y
S04t supérieure a j.

Idi_1 O 0
G:= 0 0 Id,_
0 1 0

Retourner(J;G™', G.M;, X U{y}, (Y — {y}) UyA)

Montrons que cette méthode nous permet de réduire a gauche.
Dans la suite, on notera Ling(P) le sous-module engendré par P. Nous
aurons besoin du résultat suivant.

Proposition 121 On a les assertions suivantes.
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1. L’ensemble X est un sous-ensemble préfize.
2. L’algorithme reduireGauche termine.

3. On a Ling(lignes(T)) = Au(K < A >).

4. 518 #0 alors \=1T.

Preuve 1) Une induction sur ¢ montre que tout X; est un sous-ensemble
préfixe.

2) Pour toute matrice T en échelons, on notera lg(T) le nombre de fac-
teurs premiers des éléments diagonaux (en comptant les multiplicités).

Soit Ind(i) = (n — h(T}),lg(T;),8Y:) ot h(T;) est le nombre de lignes de T;.
Il est clair qu’a chaque appel de l'algorithme traiterLigne la fonction Ind
diminue strictement dans * ordonné lexicographiquement. Comme ce dernier
est noethérien, l'algorithme s’arréte.

3) Pour montrer que les lignes de T engendrent Au(K), il suffit de mon-
trer que pour tout m € et pour chaque mot w de XA™, Au(w) est une
combinaison linéaire de lignes de T. Nous procéderons par induction sur m.

Remarquons tout d’abord, qu’a chaque pas, on a
Ling (Mu(X;)) = Ling (lignes(T5)),

donc
Ling (Au(X)) = Ling (lignes(T)). (5.1)

Ceci prouve notre résultat pour m = 0.
Si xa € XA — X, alors il existe i tel que xa € Y; et za ¢ Y;;;. Par
construction, il est clair que Au(xa) € Ling(lignes(Ti+1)) et done Au(za) €
Ling (lignes(T)).
Si zay...ap € XAF — J,_,, XA alors par induction et en utilisant ??, on
peut écrire

Mu(zay .. .ap) = Z ag (' ay).

z’areXUXA

Les cas initiaux de la récurence nous permettent alors de conclure.

4) Si S # 0 alors 'algorithme reduireGauche effectue au moins un tour
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boucle et clairement A = I117.

Montrons que le produit I;T; est constant. Soit 0 < 7, on a alors deux possi-
bilités.

Si |Tis1] = |Ti] (cela correspond au cas 2.a de l'algorithme traiterLigne)
alors il existe une matrice de Gauss G, un élément o € K et y € X U X A tel

que (1;]0) = (liy:1]a)G et <>\,LTZy)> =G (Tioﬂ)- Dou, I'T; = I; 1Ty 1.

Si|Ti11| = |Ti|+1 (cela correspond au cas 2.b.ii de 'algorithme traiterLigne)
alors il existe une matrice de Gauss G telle que ([;|0) = ;111G et (/\ﬁy» =
G 'T;y1. Dou le résultat.

Supposons (I, T, X) calculé par algorithme reductionGauche. L’assertion

(3) de la proposition ?? implique que pour tout a € A, il existe une matrice
pr(a) € K™ telle que

Tu(a) = pr(a)T. (5.2)
Remarque 54 Pour le calcul, on peut écrire R sous la forme T = (T'|M)P
ou T € K™ est une matrice carrée triangulaire supérieure (inversible dans
F), M € K™"") et P € K™ une matrice de permutation des colonnes.
Soient M, € K™ et M! € K™ ™) deuz matrices telles que p(a) =
(M |M))P. Alors on a

T(Ma|Mda' )P = p,.(a)(T'|M)P,

comme P est inversible, ceci implique TM, = p.(a'). La matrice T" étant
inversible dans F"™*", u.(a) est donnée par la formule

Hor (CL) = TMaT,_la

mais py(a) € K™ a4 cause de la triangularité de T et de lexistence d’une
solution de (?7).

De plus, pour tout w € A*,

Ap(wy) = ITp(w)y = Iy, (w) 1.

En posant A\, := [ et v, := T7, la représentation (\., i, y,) est réduite a
gauche.

Pour effectuer la réduction a droite d’une représentation linéaire (A, u,7y),
il suffit d’effectuer la réduction a gauche de 'automate (7%, u*, \*) a multi-
plicités dans 'anneau K’ dont le produit est défini par a.x/ 3 = §.xa.

On a, comme dans le cas des multiplicités sur un corps, le résultat suivant.



5.1 Minimisation des automates a multiplicités dans un anneau principall 27

Théoréme 122 Soient A un alphabet et K un anneau euclidien. Soit S une
série de K << A >> et (A, u,) une représentation linéaire de dimension n
de S. La représentation matricielle (A, pi,7y-) obtenue par réduction a droite
puis a gauche est une représentation matricielle réduite de S.

Preuve En appliquant la minimisation a gauche puis a droite, on trouve
une représentation de méme rang que celle obtenue lors de la minimisation
dans F'. Ceci prouve qu’elle est minimale.

Voici quelques exemples. Considérons tout d’abord cet automate & multi-
plicités dans .

> A;
[1 2 2 4] [1]
[ ] L]
[3 4 6 8] [2]
[[4 10 10 251, [a =1 11, [ 11
[3 6 4 8] [2]
[ ] L]

[9 12 12 16] [4]

Aprés minimisation dans on obtient I'automate.

> minimization(A);

[[-113253 -42883 -239575],
[ 361567393 137666640 769104200]
[ ]
[a = [-17161437408683 -6534210426343 -36504767477325]11,
L ]
[ 3071660114005 1169533359307 6533848858977]
L -6143]
[ ]
[291571395]]

L ]
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[-52187250]

La programmation peut étre étendue a d’autres anneaux principaux. Ici par
exemple, [X].

>A;
[2 1] [X X] [1]
[[2 + 6 X 1+X], [a=1 1, b=1 11, [ 1]
[1 2] [X X] [X]
>minimization(A) ;
[
[1499 183 1419 2 117 3
R R G —
[700 28 700 20
2 3 4]

9/2 + 33 X +48 X -33X -105/2 X1, [a-=

[793 305 473 2 273 3

[--~- + === X - === X - ——— X ,

[160 32 160 32

105 2 3 1225 4]

-—- +385/8 X + 70X -2385/8X - --——- X 1]

16 16 1

[1521 2 429 66043 305 473 2 273 3  153]
[--—- X + === X = -t , - ——- X+ -—-X +--——-X - ---1, b
[1600 7000 56000 32 160 32 160]

[633 306 2 473 3 273 4
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[--- X+ -—X - -—-—X - -—X ,
[160 32 160 32
35 2 3 4 ]
- - (-3 -22X-32X +22X +35X)x]
16 ]
[ 2
[1/56000 (53235 X + 3432 X - 66043) X ,
[
2]
305 2 473 3 273 4 313 ] [2 + 11/2 X + 35/2 X ]
- - X +-—-X 4+ ---X - ---X11, [ 1]
32 160 32 160 1] [ 11 39 ]
[ - - - --X ]
[ 175 20 ]

5.2 Représentation d’un semi-anneau

Afin de représenter un semi-anneau, nous avons retenu quelques opérations
élémentaires qui le caractérisent: somme, produit, calcul de I'inverse, calcul
de opposé, test d’égalité de deux éléments, test d’égalité a 0 et & 1 (au cas
ou I'égalité ne soit pas décidable) et caractéristique.

Un semi-anneau est donc représenté par une table dont les éléments sont des
procédures permettant d’effectuer les opérations élémentaires. Les procé-
dures permettant de renseigner ces champs et de les lire sont les suivantes.

htest d egalite
setisequal:=proc(K,p)K[‘isequal‘]:=p;end;
getisequal:=proc(K) RETURN(K[‘isequal‘]);end;
%egalite a 0

setiszero:= proc(K,p) K[‘iszero‘]:=p end;
getiszero:= proc(K) RETURN(K[‘iszero‘])end;
hegalite a 1

setisone := proc(K,p) K[‘isone‘]:=p end;
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getisone := proc (K) RETURN(K[‘isone‘]) end;

% Calcul du produit

setprod:=proc(K,p) K[‘*‘]:=p;end;
getprod:=proc(K) RETURN(K[‘*‘]) ;end;

% Calcul de la somme

getadd:=proc(K) RETURN(K[‘+‘]) end;
setadd:=proc(K,p) K[‘+‘]:=p end;

% Calcul de 1’oppose

setopp:=proc(K,p) K[‘-‘]:=p end;
getopp:=proc(K) RETURN(K[‘-‘]) end;

% Calcul de 1’inverse

setinverse:=proc(K,p) K[‘inverse‘]:=p end;
getinverse:=proc(K) RETURN(K[‘inverse‘]); end;
% caracteristique (lorsqu’il s’agit d’un anneau)
setcharact:=proc(K,p) K[‘caract‘]:=p; end;
getcharact:=proc(K) RETURN(K[‘caract‘]) end;

Les procédures par défaut représenteront le corps des complexes.

defaultiszero:=proc(a) RETURN(evalb(a=0)) ;end;
defaultisequal:=proc(a,b) RETURN(evalb(a=b));end;
defaultisone:=proc(b) RETURN(evalb(b=1));end;
defaultinverse:=proc(a) RETURN(1/a) ;end;
defaultprod:=proc(a,b) RETURN(a*b) ;end;
defaultadd:=proc(a,b) RETURN(atb) ;end;

defaultopp := proc(a) RETURN(-a);end;

La création d'un nouveau semi-anneau sera faite grace a la procédure newsemiring

qui crée une nouvelle table et initialise les champs de facon a représenter le
corps des complexes.

> K:=newsemiring();

> eval(K);

table(sparse, [
isone = defaultisone
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+ = defaultadd

* = defaultprod

isequal = defaultisequal
- = defaultopp

iszero = defaultiszero
inverse = defaultinverse
caract = 0

D

Pour effectuer les opérations élémentaires du corps, on utilise les procédures
suivantes:

iszero:=proc(K,a) RETURN(K[‘iszero‘](a,K));end;
isone:=proc(K,a) RETURN(K[‘isone‘](a,K));end;
addition:=proc(K,a,b) RETURN(K[‘+‘](a,b,K));end;
prod:=proc(K,a,b) RETURN(K[‘*‘](a,b,K));end;
inverse:=proc(K,a) RETURN(K[‘inverse‘](a,K));end;
opp:=proc(K,a) RETURN(K[‘-‘](a,K));end;
isequal:=proc(K,a,b) RETURN(K[‘isequal‘](a,b,K));end;

Plusieurs corps sont implémentés notamment le corps /p lorsque p est pre-
mier. Pour créer un tel corps il faut utiliser la commande newpfield(p),
comme le montre 'exemple

> K:=newpfield(5);

> addition(X,3,2);

> inverse(K,3);

2

et les corps du type /p[i] lorsque p est un nombre premier congru & 3 modulo
4, on utilise la procédure newpcomplexfield pour leurs créations.
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> K:=newpcomplexfield(3);

> prod(K,2*I,1+I);

1 +21
> inverse(K,1+2%I);

2+ 21

5.3 Représentation des matrices

Pour gagner de la place en mémoire les matrices seront représentées par des
tables (matrices creuses).

‘print/sm‘:=proc(T)
‘MATRIX‘([seq([seq(T[i,jl,j=1..getcoldim(T))],i=1. .getrowdim(T))]);
end;

smatrix := proc ()
local T;
if nargs = 2 then

T := newsmatrix(args[1],args[2])
else

T := newsmatrix(args[1],args[2],args[3])

fi;
sm(T) ;
end;
newsmatrix := proc()
local row, col, t, L, 1i;
row := args[1];

col := args[2];

t := table(sparse);
t[r] := row;

tlc] := col;

if nargs = 3 then
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L := args[3];
for i to nops(L) do
putat(t,

iquo(i-1,col)+1,((i - 1) mod col) + 1,

L[il)
od
fi;
RETURN (t) ;
end;
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La procédure ‘print/sm‘ permet d’afficher proprement les matrices.

> A:=smatrix(3,3,[1,2,3,3+5*I,

2,3,I,1+1,11);

[ 1 2
[

=[3+51 2
[
L I 1+

w w
[ T N T N |

[

Une procédure znormal permet de faire le "ménage" dans la matrice en enl-
evant les indices qui contiennent des éléments égaux au 0 du corps.

De nombreuses procédures du package linalg ont été reprogrammées afin
qu’elles puissent étre effectuées dans n’importe quel corps. Quelques exem-

ples:

> sinverse (newpcomplexfield(3) ,A);

[
L
L
L
L

> sinverse (COMPLEXFIELD,A);

[ - 2/29 +5/29 1

[

2+ 1 1+21

1+1 1+21

1 +21 21

2/29 - 5/29 1

0

0

S

]

I oy S N [y
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[ 17 59 23 14 ]
[ ——— + -—= I - ——— 4+ ——— I 3/10 - 9/10 11
[ 290 290 145 145 ]
[ ]
[ 46 28 12 ]
[ -——- - -——-1 -—— - 1/145 1 - 1/5 + 3/5 1 1]
[ 145 145 145 ]

> smproduct (newpcomplexfield(3),A,"");

[1 0 0]
[ ]
[0 1 0]
[ ]
[0 O 1]

5.4 Programmation des automates a multiplic-
ités dans un corps.

Les automates seront représentés par trois champs:
1. Un corps.

2. Une liste du type [\, i,y] ot A et v sont des matrices et p une table
indéxée par les lettres de I'alphabet et contenant des matrices.

3. Une table contenant des procédures communes a cette famille d’automates,
par exemple le procédé de minimisation est commun a tous les auto-
mates a multiplicités dans un corps.

De la méme fagon que pour les matrices on utilisera une procédure ‘print/Aut’
pour afficher les automates de fagon propre, on affichera uniquement la liste
des matrices de sa représentation. Par exemple, I'automate suivant est a
multiplicités sur /3][i].

> A
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[I 21] [1 21 [1I]
(L1 11, [a=1 1, b =1 11, 0 1]
[I I 1] [T I1 [o0]

J’ai réécrit les différentes procédures sur les automates présentés dans SEA
afin de les adapter a la nouvelle structure de données. En voici quelques
exemples.

> Hadamard(A,A);
(L1 1 1 11,

[2 1 1 2] [1 2 2 1 ] [ 2]
[ ] [ ] [ ]
[2 2 1 1] [I I 21 21] [ 0]
[a=1[ 1, b = [ 11, [ 11
[2 1 2 1] [I 2I I 21] [ 0]
[ ] [ ] [ ]
[2 2 2 2] [2 2 2 2 ] [ 0]

> minimization(");

[0 0 21 ] [02+2I 2 1 [11]
[ ] [ 1 [ 1]
[[2 I 171, [a=1[0[0 2I 1+2I 1,b = [ 1 2+2I 1+21 11,[ 0 1]
[ ] [ 1 [ 1]
[0 1 1+I ] [0 1 1+I 1 [0]1]

5.5 Un exemple complet d’utilisation

Supposons que nous voulions minimiser I’automate sur une lettre et a valeur
dans le corps des quaternions suivant:

(0,2)(9.5,8.5)

(2,7)10A (6,7)10B (6,4)10D (2,4)10C ->AB41k ->BAi + k
|[angleB=180,loopsize=0.5,arm=.5 linearc=.2|- > AA2 + 2i
[angleB=180,loopsize=0.5,arm=.5 linearc=.2|<-BB2 + 2i + 2j ->BD41k - >DB41k
[angleB—180,loopsize—-0.5,arm—0.5,linearc—.2|<-DD2 + 4i + 25 ->DC41k
->CDi + k [angleB=180,loopsize—-0.5,arm=0.5 linearc=.2]->CC2 + 2i + 2j
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—>CA41k ->AC41k ->(1,6)(1.8,6.8) :Ul <-(6.2,6.8)(9,5.4):Ul + i+ j + k
->(0,3)(1.8,4.2):Ul + i+ j + k <-(6.2,4.2)(9.2,4.2):U=2 + 2i + 2j + 2k
<-(5,5)(5.8,4.2):U1

Un quaternion a + bt + ¢j + dk sera représenté par une liste de ces quatre
composantes [a,b,c,d]. Il faut, tout d’abord, programmer les différentes
opérations élémentaires sur le corps des quaternions. Par exemple la multi-
plication:

Hmult := proc(x, y)
local a, b, ¢, d, A, B, C, D;
if x = 0 or y = 0 then RETURN(O)

else
a :=x[1];b := x[2];c := x[3];d := x[4];
A :=y[1]; B := y[2];C := y[3];D := yl[4];

if x = 1 and y = 1 then RETURN([1, O, O, 01)

elif x = 1 then RETURN([A, B, C, DJ])
elif y = 1 then RETURN([a, b, c, dl)
else

RETURN([a*xA - b*B - c*C - d*D, a*B + b*A + cxD - dxC,
axC - b*D + c*A + d*B, a*xD + b*C - c*B + d*A])
fi
fi
end

Une fois ceci effectué?, il faut créer un nouveau semi-anneau et lui affecter
ces opérations.

> QUATERNIONFIELD := newsemiring();
QUATERNIONFIELD := T
> setisone (QUATERNIONFIELD,Hisone);
Hisone

> setiszero(QUATERNIONFIELD,Hiszero) ;

311 faut faire attention, tout de méme, au cas particulier du 0 et du 1 qui peuvent étre
représentés comme des réels
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Vérifions que tous les champs aient bien été renseignés.

> eval (QUATERNIONFIELD) ;

table(sparse, [

* = Hmult
isequal = Hequal
+ = Hadd

iszero = Hiszero
inverse = Hinverse
caract = 0

isone = Hisone

- = Hopp
0=20
1 =1

D

Ensuite, il faut créer un automate a multiplicités sur ce corps. Le mieux est
d’écrire une procédure permettant d’initialiser ce type d’automate

QuaternionAutomaton := proc()
local A;
A := Automaton();
setsemiring (A, QUATERNIONFIELD);
setmini (A, smini);
RETURN (A)
end

La procédure smini étant la procédure qui permet la minimisation d’un
automate a multiplicités sur n’importe quel corps. Il suffit alors de créer cet
automate en appelant cette procédure et en lui donnant sa représentation
sous forme de matrice. Ainsi notre automate sera représenté par:

>A;

ccee, o, o, o1, 1, 1, 1, 11, [1, 1, 1, 11, [-2, 2, 2, 2] ],
(2, o, 2, o] fo, o, o, 411 [fo, o, 0, 41l 0 ]
[ ]
(o, 1, o, 11 [2, 2, 2, 0] 0 [0, 0, 0, 4111

la= [ 11,
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[[0, 1, 0, 1] 0 [2, 2, 2, 0] [0, 0, 0, 41]]
[ ]
[ 0 o, 1, o, 11 [0, 1, O, 1] [2, 4, 2, 0]1]

[0]

[]

(0]

[ 1]

(0]

[]

[1]

La minimisation se fait alors de facon classique.

> minimization(A);

[

(-2, 2, 2, 21 , [-98, 74, -74, 82] , [-3542, 84, -180, 116]],

[ 0 0 [360, 344, 360, -328]]
L ]
[a = [[1, 0, 0, 0] 0 [-188, -8, -8, 0 111,
L ]
[ 0 [1, 0, 0, 0] [ 6, 2, 2, 01]
[1]
[]
[01]
L]
[0]

5.6 Validation

Afin de valider 'ensemble des procédures programmées, nous avons effectué
plusieurs types de tests.
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e Des tests exhaustifs sur des automates de petites dimensions lorsque
’anneau est fini (Par exemple dans /2 il y a 256 automates de dimension
2 sur l'alphabet a).

e Des tests exhaustifs sur des automates de petites dimensions a valeur
dans un sous-ensemble fini de K lorsque celui-ci est infini (ou trop

grand).
e Des tests sur des automates de plus grandes dimensions générés aléa-
toirement.
Les algorithmes ont été testés sur les corps , , , H, /p (lorsque p est premier),

/pli] (lorsque p est premier et p =3 [4], ainsi que sur les anneaux et [x].
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Chapter 6

Conclusion générale

Dans le cas non commutatif, le produit de mélange est relié¢ & de nombreuses
notions: les sous-mots, les bases de Hall, la transformation de Magnus, le
projecteur orthogonal, les polynémes primitifs (algébre de Lie) etc...

Ce produit admet une généralisation dans les monoides de traces. Nous
avons montré que le cadre des commutations partielles est maximal (aux
identifications de lettres prés) lorsque K est un semi-anneau qui n’est pas
un anneau ou un anneau de caractéristique non premiére. Nous avons donc
étudié quelques propriétés combinatoires du monoide des traces.

Dans un premier temps, nous nous somimes intéressés a I’étude des fac-
torisations de (A,6) et des bases de Li(A,0). Nous avons montré qu’il
était possible de généraliser I’élimination de Lazard pour des sous-alphabets
quelconques mais que les facteurs droits ne sont pas toujours des monoides
partiellement commutatifs libres. Nous nous sommes donc intéressé aux bi-
sections transitives car elles respectent la liberté du facteur droit. Ainsi
par composition nous avons construit des factorisations complétes et par
crochetage des bases de Lk (A, 0). En utilisant cette méthode, nous avons
donné une généralisation des bases de Hall pour une famille d’alphabets &
commutations. Il reste cependant de nombreuses questions encore ouvertes:

e Peut-on trouver une généralisation des bases de Hall pour I'ensemble
des algébres de Lie partiellement commutatives libres?

e Eist-il décidable si deux factorisations transitives finies admettent un
majorant commun?

e Comment factoriser les facteurs droits des bisections non transitives?

141
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e Y a-t-il une algorithmique intéressante avec des automates reconnais-
sants [z(B)?

e Existe-t-il d’autres factorisations dichotomiques transitives?

Le probléme du support, qui est I’objet du chapitre 3, est intimement lié¢ au
produit de mélange. En effet, le théoréme de Ree (ou plutot son analogue par-
tiellement commutatif) implique que tout mot (toute trace) qui n’appartient
pas au support peut s’écrire comme une combinaison linéaire de mélanges de
deux mots non vides. Nous avons apporté une solution a ce probléme pour
les monoides de traces dont l'alphabet a commutations ne contient aucun
sous-graphe (strict) de la forme a — b — ¢ — d.

Etrangement, ce sous-graphe apparait dans d’autres problémes, comme
le probléme du sous groupe et de la décidabilité du fait que deux parties
rationnelles sont disjointes. Nous n’avons, pour I'instant, aucune explication
a ce phénoméne qui reste mystérieux.

Le produit de mélange s’étend & d’autres monoides dans le cas de la
caractéristique premiére. Bien que nous n’ayons pas encore réussi a car-
actériser complétement ’ensemble de ces monoides, nous avons dégagé un
outil : lexistence d'un découpage primitif, qui permet de n’utiliser que des
polynomes de Lie pour construire des congruences K — compatibles. Nous
avons montré que les congruences de profondeur 1 sont toutes engendrées par
des p-commutations et des p-identifications et que ce cas absorbe toutes les
relations de la forme a® = b° et a®b® = b%a®. Nous donnons dans le cas de
la caractéristique premiére une famille de congruences de profondeur 2.

Nous avons prouvé que le mélange de séries reconnaissables saturées par
une congruence =, K— compatible est lui aussi saturé. Il reste a écrire
une algorithmique des congruences K — compatibles: peut-on décider si une
congruence est /p— compatible?

Bien qu’il reste de nombreux travaux a effectuer dans ce domaine, on peut
espérer trouver une théorie plus compléte mettant en évidence les propriétés
combinatoires des monoides A*/_ et des algébres associées (existe-il des bases
de Lyndon? quels sont les propriétés des classes de conjugaison? quels sont
les dimensions des composantes multihomogénes -lorsque = est homogéne- de
'algébre de Lie des polynomes primitifs? Quelles sont ses bases?...). Ce qui
précéde montre qu’il y aurait une branche de la combinatoire a développer
en caractéristique p (la p-combinatoire selon A.A.Mikhalev [?]).
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Appendix A

Structures partiellement
commutatives

D’autres structures partiellement commutatives sont bien connues et sont
utilisées dans le document. En fait, le probléme de I'existence d’une struc-
ture partiellement commutative libre peut se poser dans toute catégorie pour
laquelle il existe une notion de commutation symétrique.

Mentionons tout d’abord ’algébre associative partiellement commutative li-
bre sur un semi-anneau K définie comme K < A,0 >= KJ[(A,0)]. Lorsque
K est un anneau , l'algébre de Lie partiellement commutative libre Ly (A, )
peut étre réalisée comme étant 1’algebre de Lie engendrée par les lettres. Le
groupe partiellement commutatif libre (A, 0) est le groupe construit a partir
du monoide (A,0). Ces structures ont été étudiées par Duchamp et Krob
dans [?], [?] et [?]. Les structures K < A,0 >, Li(A,0), (A,0) et (A,0) sont
libres chacune dans leur catégorie.

De la méme fagon que dans le cas non commutatif, on définit I'algébre
associative K << A, 0 >> des séries formelles de traces. On définit les com-
posantes multihomogénes d'une série S = » (S, w)w par S, = > .5, (S, w)w.

Le résultat suivant, trés général, sera utilisé dans la discussion sur les
congruences K — compatibles. Il s’applique aux commutations partielles.

Théoréme 123 Soit g une algébre de Lie sur un anneau de caractéristique
premiére p, de base (b;)icr et telle que son algébre enveloppante A soit munie
du coproduit usuel c .

Alors la famille (b‘fﬁ)ieel est une base de l'algébre de Lie des éléments primitifs

(c.a.d. tels que c(x) =2 ®1+1®@x) de A.

I



II Structures partiellement commutatives

Preuve La famille (b7 e)z‘eel est une famille libre de A (c¢’est une sous famille
de la base de Poincaré—Beirkhoﬂ'—Witt). Il suffit donc de prouver qu’elle en-
gendre tous les éléments primitifs (c’est a dire que si un élément de la base de
Poincaré-Birkhoff-Witt est primitif alors il s’écrit sous la forme d’une com-
binaison linéaire de b) .

Soient
Pa e aiall .. .a?n"’
et
J— ﬁl ﬁm
By = b5 -y
Alors
o o
o(P) = > ( ) | () af Al @ag Tl (A
n

51 ﬁm s Sm B1—s1 Bm—Tm
o(P)= (81 ol )b

S15--35m

Si P, # P, alors les produits tensoriels intervenant dans ¢(P,) sont différents
de ceux intervenant dans ¢(F,). Donc si

—_— . . al .« .. o8
P_ § : Ailv-"ﬂnvalv---vanbh binn7

i1>..>in
aqp,...,an#0

¢(P) est primitif si et seulement si tous les monomes de son support le sont.
Soit P, un tel monome. Le développement (?7) montre que si P, est primitif,

n =1 et que pour tout j € [1,aq — 1], <°;1> =0 [p]. D’aprés le lemme 77
que o est une puissance de p. Ceci prouve le résultat.

Définition 124 Une série S est dite de Lie si et seulement si ses com-
posantes multihomogénes sont des polyndmes de Lie.

Le lien avec les éléments primitifs est le suivant.

Théoréme 125 1. Si S est de Lie alors ¢(S) =S®1+1®S.

2. Si K est de caractéristique 0, ¢(S) = S ®@ 1+ 1® S implique S est de
Liet.

¢ désigne le coproduit du produit de mélange




II1

On dira d’une famille de séries (.S;);e; qu’elle est sommable (ou localement
finie) si pour tout w € (A,0) la famille ((S;,w));er est a support fini. On

définit alors
ZSZ- = Z <Z(Si,w)> w.

icl weM \ i€l
On pourra aussi multiplier une famille ordonnée de séries (.S;)i(r,<) telles que
(S;, 1) = 1 si pour tout mot w il existe F,, C I fini tel que pour tout L fini,

F, C L C I on ait
(H SZ',UJ) = (HS“U)> .
1€ Fy, i€l

iel 1€EFy,

On vérifie facilement que ce coefficient ne dépend pas du choix de F, sta-

On peut alors poser

tionnaire. Les produits décroissant H S, se définissent de facon identique.
iel
La définition suivante est motivée par le fait que, pour K =, les exponen-
tielles de séries de Lie sont des éléments de type groupe.

Définition 126 Une série S est dite de type groupe si el seulement si c(S) =
S®S et (S,1)=1.

Théoréme 127 Dans << A,0 >>, S est de type groupe si et seulement si
log(S) est de type Lie (primitif).

Le résultat suivant, trés général, s’applique dans le cas des commutations
partielles.

Proposition 128 Soit (145" )icicr une famille de séries telle que (S;7,1) =

(2

0 de << A,0 >>. Supposons que le produit H(l—i—S;r) soit convergent. Alors

icl
log (H(l + Sj)) - Zlog(l +S;")
iel icl

est une série de Lie sans terme de degré 1.



1Y Structures partiellement commutatives

Preuve Soit T' = {t;};c; un alphabet. On considére le morphisme
¢ << T >>—<< A0 >> tel que ¢(t;) = log(1 + S;H).
Dans << T >>, €' est un élément de type groupe. Donc, il en est de méme
de H e,
iel
Par suite,
log (H eti> — Z el
iel iel
est une série de Lie sans composante de degé 1 et donc une combinaison
linéaire (infinie) de [u,v].
La transformation par ¢ implique que

log (ﬁ(l + S;“)) — Z log(1+ S;")

i€l i€l

est une combinaison linéaire de crochets de séries SR — RS, ce qui entraine
le résultat.



Appendix B

Quelques graphes connexes
minimaux pour le pliage.

n—1 unit—0.5
(1,1) (0.5,0.5)4a
n—2
Pas de graphes minimaux
n=3
Pas de graphes minimaux
n=4

(-2,0)(1,1) (-2,0)4a (-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d ab be cd

n—>y

(-2,0)(1.5,1.5) ( 2,0)4a (-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d ab be cd (-2,0)(2.5,2.5)
(-2,0)4a (-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d (2,0)4e ab bc cd de (-2,0)(1.5,1.5)
(-2,0)4a (-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d (-1,1)4e ab be de be (-2,0)(1.5,1. 5) (-2,0)4a
(-1,0)4b (0,0)4c (1, 0)4d (-.5,1)4e ab be dc be ec (-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a
(1,0)4b (-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e ab bd ac de ec (-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a
(1,0)4b (-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e ab bd ac de ec dc



VI

Quelques graphes connexes minimaux pour le pliage.



Appendix C

Quelques graphes qui ne sont pas
du type H

n=1

Tous les graphes sont de type H.
n=>2

Tous les graphes sont de type H.
n—=3

Tous les graphes sont de type H.
n=4

(-2,0)(1,1) (-2,0)4a (-1,0)4b (0,0)4c (1,0)4d ab cd

n=>y
(-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a (1,0)4b (-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e bd ac (-1,0)(1.5,2.5)
(-1,0)4a (1,0)4b (-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e ab bd ec (-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a
(1,0)4b (-1,1)4c (1,1)4d (0,2)4e ab bd ad ec  (-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a (1,0)4b
(-L1)4c (1,1)4d (0,2)

,2)4e ab bd ac de (-1,0)(1.5,2.5) (-1,0)4a (1,0)4b (-1,1)4c
(1,1)4d (0,2)4e ab bd ad de ec dc

VII



