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1 Mots

Exercice 1.1 Soient uw et v deux mots non vides. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) uwv = vu;
(ii) il existe des entiers n,m > 1 tels que u™ = v™;
(iii) il existe des entiers k,¢ > 1 et un mot w tels que u = w* et v = w’.
(iv) les mots infinis u* et v* ont un préfixe commun de longeur |u| + |v].
(v) il existe des entiers r, s > 1 et des mots x1,xa, ..., Zr, Y1, Y2, - ., Ys, tOUS
égaux & u ou & v, avec x1 # Y1, tels que T1To -+ T = Y1Y2 - -+ Ys-

Exercice 1.2 (Application du précédent. Soient u et v deux mots non vides.

Montrer que si u*v* = v*u* pour un entier k > 2, alors uv = vu.

Exercice 1.3 Soient x,y, 2z trois mots non vides. Montrer que si xy = zx et
yxr = xz, alors y = z.
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Exercice 1.4 Soient x,y,u,v des mots non vides.

1. Montrer que si zuy = yxu = vyz, alors u = v et ils sont tous les quatres
puissances d’un méme mot.

2. Montrer que si xvy = yxu = vyz, alors u = y et ils sont tous les quatres
puissances d’'un méme mot.

Exercice 1.5 Deux mots x et y sont conjugués s’il exist des mots u, v tels que
r = uv et y = vu. Pour tout mot w = agpay - - - ap—1, ol a1, as,...,a,—1 sont des
lettres, on pose

k]

wlkl = AkAk41 " Qp—100a1 - - ap—1, (0<k<n).

Ce sont les conjugués de w. Pour deux mots x,y de longueur n, on définit
D(z,y) = {k|3j : y <alM},

(L’ordre est ordre lexicographique.) Montrer que z, y sont conjugués si et seule-
ment si D(z,y) # {0,...,n—1} et D(y,z) #{0,...,n —1}.

Exercice 1.6 (“Factorisation de Catalan”) Soit D le langage de Dyck sur A =
{a, b}, solution de I’équation D = & + aDbD. Montrer que

A* = (Db)*D(aD)* .

Exercice 1.7 Soient A et F deux alphabets. On dit qu'un mot e € ET apparait
dans w € A* §’il existe un morphisme non effagant ¢ de E* dans A* tel que
¢(e) est facteur de w. Un mot e € ET est inévitable s’il apparait dans tout mot
assez long. Par exemple, le mot xzx est inévitable sur 2 lettres, mais évitable sur
trois lettres (voir exercice suivant).

1. Les mots de Zimin z, sont définis comme suit : zg est une lettre, et
Zn+l = 2ZnQZn, OU a est une lettre qui ne figure pas dans z,. Par exemple,
z1 = aba, zo = abacaba. Montrer que les mots de Zimin sont inévitables.

2. Démontrer que si E a n lettres, tout mot e de E* de longueur > 2" est
évitable sur un alphabet de taille assez grande.

2 Langages particuliers

Exercice 2.1 Un langage L de A* est dit local s’il existe deux parties P,.S C A
et une partie N C A? telles que

L\ {e} = (PA* N A*S)\ A*NA* .

La terminologie s’explique ainsi : pour tester si un mot appartient a L, il suffit
de vérifier que sa premiére lettre est dans P, sa derniére lettre est dans S, et
que ses facteurs de longueur 2 ne sont pas dans N. Toutes ces vérifications sont
“locales".

1. Montrer, en donnant les ensembles P, S, N appropriés, que (abc)* est un
langage local sur A = {a, b, c}.

2. Montrer qu’un langage local L sur A est reconnu par un automate fini
ayant un ensemble @ d’états vérifiant Card(Q) = 1 + Card(A) et tel que {¢-a |
q € Q} est un singleton pour tout a € A.
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3. Montrer que si L est local, alors L* est local.

4. Montrer que si L et Ly sont deux langages locaux sur A; et Ay respec-
tivement, avec A; N Ay = (0, alors L1 U Ly et Ly Ly sont des langages locaux.

5. Montrer qu'un langage L sur A est local si et seulement si, pour tout
a € A, I'ensemble {(ua)~'L | u € A*} contient au plus un élément.

6. On appelle automate local un automate fini déterministe (mais pas nés-
sairement complet) A = (Q,4,T) sur A tel que pour toute lettre a, 'ensemble
{q-a | ¢ € Q} contient au plus un élément. Montrer qu’un langage reconnaissable
est local ssi il est reconnu par un automate local.

7. Montrer que pour tout langage reconnaissable X C A*, il existe un
alphabet B, un langage local K sur B et un morphisme littéral f : B* — A* tel

que f(K)=X.

Exercice 2.2 1. Donner un exemple d’une transduction rationnelle 7 : A* —
A* telle que ensemble {u € A* | u € 7(u)} n’est pas un langage rationnel.

2. Donner un exemple d’une transduction rationnelle 7 : A* — A* telle que
Pensemble {u € A* | 7(u) = A*} n’est pas un langage rationnel.

3. Démontrer que pour toute transduction rationnelle 7 : A* — A*, 'ensem-
ble {u € A* | 7(u)infini } est un langage rationnel.

3 Itération
Exercice 3.1 Soient A = {a,b,c,d} et K, L, M C A* définis par
M = A?\ {ab,ba,bc,cd,dc}, K =A"MA*, L={ab)"[cd)"|n>1}.

Montrer que le langage K U L vérife le lemme de ’étoile, et qu’il n’est pas
rationnel.

Exercice 3.2 Un langage K C A* est local s’il existe trois ensembles U,V C A
et W C A? tels que

K\e=(UA*NAV)\ A*WA*

Soit K un langage local. Montrer que, su xyz, 2y’>z € K pour trois mots x, v, z,
alors ry™z C K.

Exercice 3.3 Soit K C A* un langage rationnel. Montrer qu’il existe deux
entiers n, m tels que si zy¥z € K pour un entier k > n, alors zy*(y™)*z C K.

Exercice 3.4 Soit K C A* un langage rationnel qui vérifie la propriété suiv-
ante : pour tout entier n > 0, il existe un mot dans K dont la longueur est un
multiple de n. Montrer qu’il existe dex mots non vides z, y, 2z tels que zy*z C K
et |zz| = |yl

Exercice 3.5 Soit L C A* un langage algébrique vérifiant la méme propriété,
A savoir : pour tout entier n > 0, il existe un mot dans K dont la longueur est
un multiple de n. Montrer qu’il existe dex mots non vides z,u,y, v, z tels que
ruFyv*z € L pour tout k > 0 et |zyz| = |uv].
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Note Les deux derniers exercices sont de (Kobayashi, 1969, Lemme 1, page
104).

Exercice 3.6 Soit L un langage linéaire (engendré par une grammaire linéaire).
1. Montrer qu’il existe un entier NV tel que tout mot w de L de longueur au
moins N posséde une factorization w = zuyvz telle que uv # ¢, zufyv*z € L
pour k > 0 et |zuvz| < N.
2. Montrer que, pour L = {a™b™ | n > 0}, le langage L? n’est pas linéaire.

4 Deécidabilité

Exercice 4.1 Soit L un langage rationnel sur A. On se propose de montrer
qu’il est décidable s’il existe un mot w € AT, et des entiers 4, j distincts tels que
w' e Letw € L.

1. Montrer qu’il existe un mot w € A™, et des entiers 4, j distincts tels que
w' € L et w? € L si et seulement s’il existe un mot infini uv* tel que le chemin
partant de I’état initial et d’étiquette uv“ passe par au moins deux fois par un
état terminal.

2. Montrer que le chemin partant de 1’état initial et d’étiquette uwv* est
lui-méme ultimement périodique, et qu'’il est décidable s’il passe au moins deux
fois par un état terminal. Conclure.

5 Opérations sur les langages

Exercice 5.1 Le but de cet exercice est de montrer que la cléture par conju-
gaison d’un langage algébrique est encore algébrique, en utilisant le théoréme
de Chomsky-Schiitzenberger.

Soit A un alphabet fini. Deux mots x,y sur A sont conjugués s’il existe dex
mots u, v tels que x = uv et y = vu. La relation de conjugaison est une relation
d’équivalence. Pour tout mot xz, on note y(z) 'ensemble des mots de A* qui
sont conjugués a x. Si L C A*, on pose y(L) = U, 7[x)-

1. Montrer que si K est un langage rationnel local, alors y(K) est un langage
rationnel.

2. Montrer que pour tout morphisme alphabetique h : A* — B* et tout
langage L C A*, on a

Y(h(L)) = h(y(L)).

En déduire que si L est rationnel, alors (L) est rationnel.

3. Soient L, M deux langages sur A. Montrer que v(LNM) C (L) N~y (M)
et donner un exemple qui montre que 'inclusion peut étre stricte.

4. Soit # un lettre qui n’est pas dans A. Montrer que y(#L N #M) =

Y(F#L) Ny (F#M). o
5. On rappelle que le langage de Dyck D* sur AU A, ot A est une copie
disjointe de A est engendré par la grammaire dont les régles sont

S— ) aSaS+e.

acA

Donner une description de y(#D*). Montre que c’est un langage algébrique.
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6. Le théoréme Chomsky-Schiitzenberger s’énonce comme suit. L est algé-
brique si est seulement si il est I'image, par un morphisme alphabétique, d’un
langage de Dyck et d’un langage rationnel. Déduire de ce qui précéde que si L
est algébrique, alors (L) V'est aussi.

Exercice 5.2 Soit K un langage. On partage chaque mot w de K de longueur
paire en deux parties w = wow; de méme longueur, et on pose Ko = {wo | w €
K}. Si K est rationnel, alors Ky est rationnel. Si K est algébrique, alors Kj
n’est pas nécessairement algébrique.

Exercice 5.3 (Suite du précédent) On fixe un entier N > 2 et deux entiers
d,f, avec 0 < d < f < N. Soit K un langage. On partage chaque mot
w de K de longueur multiple de N en N parts de longueurs égales : w =
wowy - WN—_1, |wo| = |w1] = -+ = |wy—_1], et on conserve le facteur “central”
wWp = WqWq41 - - wr—1. On considére le langage Kp = {wp | w € K}. Si K est
rationnel, alors Kp est rationnel.

Exercice 5.4 (Suite du précédent) On fixe un entier N > 2 et une partie P
de {0,1,...,N — 1}, soit P = {i; < i3 < --- < ip} Soit K un langage. On
partage chaque mot w de K de longueur multiple de N en N parts de longueurs
égales : w = wow; ---wn_1, et on conserve le facteur wp = w; wy, -+ - wy,.
Meéme si K est un langage rationnel, le langage Kp = {wp | w € K} n’est pas
nécessairement rationnel.

Exercice 5.5 Soit K un langage. On pose s(K) = {w | ww € K}. Si K est un
langage rationnel, alors s(K) est rationnel. Si K est algébrique, s(K) n’est pas
nécessairement algébrique.

Exercice 5.6 Soit K un langage. On pose m(K) = {w | ww € K}. Si K est
un langage rationnel, alors m(K) est rationnel. Si K est algébrique, m(K) n’est
pas nécessairement algébrique.

Exercice 5.7 (suite de précédent) Soit K un langage. Pour un entier n > 2,
on pose s(K,n) = {w | w™ € K}. Si K est un langage rationnel, alors s(K,n)
est rationnel.

Exercice 5.8 (suite de précédent) Soit K un langage. On considére le langage
Rac(K) = {w | 3n > 2,w™ € K} Si K est un langage rationnel, alors Rac(K)
est rationnel.

Exercice 5.9 (suite de précédent) Soit K un langage. On considére le langage
Exp(K) = {w" | n > 1,w € K}. Ce langage n’est pas rationnel, si K est

rationnel.

Exercice 5.10 Soient A = {a,b}, B = {a,b,c}. Soient n > 1 un entier fixé, et

UL, ..., Un, V1,...,V, des mots de AT. On définit les trois langages suivants :
U = {ba® - -ba"cu;, ---u; | k>1,1<i1,...,ix <n}
Vo= {ba*---ba"cvy, vy, | K2>1, 1 <dq,...,0 <n}
X = UcV
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(On rappelle que pour w = a1 -+ ay,, on a W = a, - --aj, et que K= {w]we
K}.) Par ailleurs, on pose

M = {zcycycz | x,y € A™}, K=XnM.

Prouver que U, V et M sont des langages algébriques.
Montrer que K est vide ou infini.

Montrer que K ne contient pas de langage algébrique infini.
Montrer que B* \ K est algébrique.

Ll e

Exercice 5.11 Soit G la grammaire dont les régles sont

S —11]1001] 50| SS.

1. Montrer que tout mot engendré par GG est la représentation en base 2
d’un entier multiple de 3.

2. Montrer que G n’engendre pas tous les multiples de 3 en base 2.

3. Donne une grammaire que engendre toutes les représentations des mul-
tiples de 3 en base 2.

Exercice 5.12 On cherche & construire un langage algébrique dont le complé-
mentaire a n'/3 mots de longeur n.
On considére le langage

K = {a"#d"" | p+q=n,n,p,q € N}

Ce langage a exactement n + 1 mots de longueur 2n + 1. Ainsi, pour n = 2,
il contient les mots aa#aa, aa#ab et aa#bb. On laisse les b inchangés, et on
substitue au i-iéme a du préfixe a™ le mot u;aba®b - - - a’be. Ainsi, aaaa#abbb de-
vient abcaba®bcababa>beaba?ba’ba*be#abbb. Le langage L cherché est le langage
obtenu en faisant les substitutions dans les mots de K.

Le mot u; est de longueur k; = 14+i+ (1424 ---+1i) = (1+4)(2+1)/2.
Le mot obtenu a partir de a”#aPb? a longueur k1 + - - -k, +n+ 1, et ce nombre
est clairement en n3. Ainsi, L a environ n mots de longueur n3.

Prouver que le complémentaire de L est algébrique.

6 Problémes

6.1 Index rationnel

On note Rat,(A*) l'ensemble des langages rationnels sur A reconnus par un
automate fini (nondéterministe) a n états. Par ailleurs, on pose, pour L C A*,
L+0,

IL]| = min{|w| : we L}, p(L{weL : |w| =L},

et [|0]] = 0, u(0) = 0. Ainsi, u(L) est I'ensemble des mots de L de longueur
minimale. Pour M C A*, on définit

gu(n) =max{||M N K| : K € Rat,(A")}.
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Question 1. Soit L C A*. Montrer que pour n < m, on a gr,(n) < gr(m).
Question 2. On considére, sur alphabet A = {a,b}, le langage X = a*b, et
pour n > 1, le langages K, = (a™~1b)*.

a) Vérifier que n = || X NK,| et 2n = | X2NK,,||. En déduire que gx(n) > n
et gx2 > 2n.

b) Prouver que gx(n) < n.
Question 3. Vérifier que pour L, M C A*,ona grum(n) = max(gr(n), gu(n)).
Question 4. Démontrer que pour L, M C A*, on a grp(n) = gr.(n) + gy (n).
En déduire que pour X = X = a*b, on a gxz(n) = 2n.
Question 5. Démontrer que pour X C A*, on a gx+(n) < n-gx(n).
Question 6. Soit K C A* un langage rationnel, et L C A. Démontrer qu’il
existe un entier p tel que ngK(n) <grL (pn) pour tout n.
Question 7. Soit ¢ : A* — B* un morphisme alphabétique (¢(A) C B Uze¢).
Soient L C A* et M C B*. Démontrer que gg(r)(n) < gr(n) et gy-—1(ar(n) <
n-gu(n).
Question 8. Soit 7 : A* — B* une transduction rationnelle, soit L C A* et
posons M = 7(L). Déduire des questions précédentes un majoration de gy au
moyen de gr,.
On cousidére lalphabet A = {a, b, ¢} et la grammaire G dont les régles sont

S—aSSc, S—0b.

Soit FE le langage engenré par cette grammaire.

Question 9. Montrer que w € F si et seulement si w = b ou il existe u,v € E
tels que w = auwc.

Question 10. Montrer que E est préfixe. (On rappelle qu'un ensemble X est
préfixe si aucun mot de X n’est préfixe d’un autre mot de X.)

On pose Ky = b* et on définit, pour n > 1, K,, comme le langage reconnu par
lautomate A,, représenté par la figure suivante.

a a a
ol ol ol =B ow]
C C C

Question 11. Montrer que K, = (aK,_1¢)* pour n > 1.

On définit une suite de mots (w,,) par wo = b et w,, = aw,_1w,—_1¢ pour n > 1.
Question 12. Montrer que, pour n > 0, on a w,, € K,, N E.

On définit, pour ¢, j < n les langages L’ par : w € L7 si et seulement si w est
I’étiquette d’un chemin de ¢ & j dans 'automat A,,.

Question 13. Montrer que pour i # j,on a LV NE =0, et que w € Ly'NE
implique w € K,,_; N E.

Question 14. En déduire que EN K,, = {wy}.

Question 15. Déduire de ce qui précéde que gg(n) > 32" — 2.

On considére le langage P = {a"b" | n > 1}. Pour n > 1, soit R,, le langage
rationnel reconnu par 'automate suivant.



Question 16. Vérifier que u(P N R,) = {a"(TDpr(n+1)],

Question 17. En déduire que gp(n) > n?/2.

Question 18. En calculant une grammaire pour P N R, avec R € Rat,(A4*),
montrer que gp(n) < 2n?.

Question 19. (difficile) Montrer que pour tout langage algébrique L, il existe
a > 0 tel que gz (n) < 207"

Note La fonction gy, est l'index rationnel du langage L. L’index rationnel a été
deéfini et étudié dans Boasson et al. (1981).

6.2 Langages métalinéaires

Une grammaire G = (V, P, S) sur A est dite métalinéaire si elle vérifie les
conditions suivantes :

— l'axiome S ne figure dans aucun membre droit de régle;

— les seules régles non linéaires ont S pour membre gauche.
Un langage algébrique est métalinéaire s’il existe une grammaire métalinéaire
qui Pengendre. On désigne par Mlin la famille des langages métalinéaires.
Question 1. Montrer que la famille des langages linéaires est strictement in-
cluse dans Mlin.
Question 2. Montrer que Mlin est fermé par union et produit.
Question 3.

a) Montrer que Mlin est fermé pzr intersection rationnelle et par morphisme.

b) Montrer que Mlin est fermé par morphisme alphabétique inverse.

¢) En déduire que Mlin est un cone rationnel.

On désigne par Ling la fermeture par union de (Lin)*.

Question 4.
a) Montrer que Ling est un cone rationnel principal.

b) Montrer que
Mlin = U Ling .

k>1

Question 5. Soit D le langage {a™b" | n > 1}.
a) Montrer que D* € Ling et D* ¢ Ling_;.
b) Montrer que D* ¢ Mlin. En déduire que Mlin n’est pas fermé par étoile.
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6.3 Approximants du langage de Dyck
Soit A un alphabet fixe. Pour deux parties X,Y de A*, on pose

v(X,Y) =minf{lw| |w e (X \Y)U Y \ X)}.
Par convention, v(X, X) = 4+o00. On défini la distance d(X,Y’) par

d(X,Y) =27v(X%Y)

Question 1. Vérifier que d est une distance ultramétrique, c’est-a-dire que :

(1) d(X,Y) =0 si et seulement si X =Y;

(2) d(X,Y) <max(d(X,Z),d(Z,Y)) pour tous X,Y, Z C A*.

Etant donné une suite (X,)n>0 de parties de A*, on écrira lim, oo X, = X
lorsque lim,, o, d(X,,, X) = 0.

Question 2. Soit L C A*. Pour tout entier p > 1, soit R, I'union des langages
rationnels contenus dans L et dont ’automate minimal a au plus p états.

a) Montrer que R, est un langage rationnel.

b) Montrer que lim, ., R, = L.

c) Pour tout langage rationnel R C L, il existe un entier p tel que R C R,,.
Soit maintenant A = {a,b} et soit D le langage de Dyck sur A, défini comme
suit : w € D si et seulement si |w|, = |w|p et |w'|, > |w'|p pour tout préfixe w’
de w.

On appelle hauteur d'un mot w le nombre h(w) = max{|w'|, — |w'|s
w’ préfixe de w}. Pour L C A*, on pose h(L) = max{h(w) | w € L}.
Question 3. Soit R un langage rationnel contenu dans D, et soit k le nombre
d’états de 'automate minimal complet reconnaissant R. Montrer que si k > 2,
alors h(R) < k — 2.

Pour p > 2, on pose Q, = {w € D | h(w) < p —2}.

Question 4. Construire un automate reconnaissant ),/

Question 5. Montrer que Q2 = {e} et Qp11 = aQpbQp U{e} pour p > 2.
Question 6. a) Montrer que, pour tout X C A*, application fx de I’ensemble
des parties de A* dans lui-méme qui & Y associe fx(Y) = XY est continue.

b) Montrer que lim, ... Qp = D, et en déduire que le langage D vérifie
léquation D = aDbD U {e}.

6.4 Centre d’un langage

Soit A un alphabet fini. On écrit z < y lorsque z est préfixe de y, et on note
P(X) l'ensemble des préfixes des mots d’un ensemble X.

Soit L C A*. On appelle centre de L, et on note ¢(L), 'ensemble des mots
infiniment prolongeables de L, c’est-a-dire :

cLy={we A" |VneN,Jx e L, |z| >n, w <z}

En d’autre termes, w € ¢(L) si et seulement si wA* N L est infini.
Question 1. a) Calculer c(a*), c(a*b), c({a™b™ | n > 0}).
b) Montrer que ¢(Ly U L) = ¢(L1) U ¢(L2) et que ¢(L) C P(L).
¢) Montrer que P(¢(L)) = ¢(L).
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d) Montrer que ¢(L) est infini si et seulement L est infini.

Question 2. a) Montrer que pour tout w € ¢(L), il exist a € A tel que
wa € C(L).

b) Montrer que ¢(¢(L)) = ¢(L).
Question 3. Montrer que si h : A* — B* est un morphisme littéral (c’est-a-dire
vérifiant h(A) C B), alors h(c(L)) = ¢(h(L)).

Soit R un langage local de la forme R = DA* N A*F\ A*TA*, ave D, F C A et
T C A%
Question 4. On pose By = F et Biy1 = B;U{a€ A |3 € B; : ab ¢ T}.
Soient enfin B = J;», Bi, D' = DN B, T' = TN B

a) Montrer que B est effectivement calculable.

b) Montrer que P(R) = D'B*\ A*TA* = D'B* \ B*T'B*.
Question 5. Soit Zy = {b € B |3z € B* : bab € B* \ B*T'B*}. Montrer que
I'on peut calculer Zj effectivement.
Question 6. Mountrer que tout mot w € B* \ B*T'B* de la forme w = axb,
aveca € D', x € B* et b € Zp, on a w € C(R).

On pose Zi11 = ZiU{a € B|3b€ B; : ab ¢ T}, et soient Z = {J;5 Zi-
Question 7. Montrer que Z est effectivement calculable.

Question 8. Déduire des questions précédentes que le centre d’un langage
rationnel est encore un langage rationnel.

Question 9. Soit L un langage algébrique engendré par une grammaire G.
Donner une construction qui permet d’obtenir, & partir de G, une grammaire
engendrant P(L). En déduire que le centre d’un langage algébrique est un lan-
gage algébrique.

6.5 Langages trés simples

Une grammaire G = (V, S, P) sur A est trés simple si elle vérifie les deux
conditions suivantes :
(i) Pour toute régle X — o, on a o € AV*;
(ii) Pour tout lettre a € A, il existe exactement une régle dont le membre
droit commence par a.

Question 1. Quelles sont les grammaires trés simples parmi les grammaires
suivantes :

- S —aSS|b;

— S — aSbS | aSb | abS | ab;

- S—aSTSU |d; T—b;, U-—ec

Question 2. Montrer qu'une grammaire trés simple est inambigué.

On considére désormais une grammaire trés simple fixée G = (V, S, P) sur A.

Question 3. Soient a € V*, u,v € A* tels que a — uv. Montrer qu’il un mot
£ € V* unique tel que
aSub et 85w,

Question 4. Soient o, 3,5 € V* et u € A*. Montrer I'implication

aSup aSul = §=4
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Question 5. En déduire que pour tout «, le langage La(«) est préfixe (c’est-
a~dire vérifie u,uv € Lg(a) = v =¢).
Question 6. Soient a, 5 € V* et u € A*. Montrer que

aSu 50 = a=4.

On suppose désormais que Lg(X) n’est pas vide pour toute variable X, et
quil existe une dérivation S = uXv pour des mots u,v (toute variable est
“accessible"). On dit que G a un facteur itérant s'il existe « € VT, u € A7 tels
que « % ua.

Question 7. Montrer que si G est sans facteur itérant, alors L (o) est suffixe
pour tout a € V'*.

Question 8. Montrer réciproquement que si Lg(«) est suffixe pour tout a €
V*, alors GG est sans facteur itérant.

Question 9. Montrer que G est sans facteur itérant si et seulement si Lg(.S)
ne contient pas de langage rationnel infini.

7 Solution

2.2 On consideére la transduction 7 qui & a™b? associe a™d™. On a a?d™ € 7(add™)
si et seulement si ¢ = n.

On considére ensuite la relation rationnelle S = {(u,v) |u # v} UT,ou T
est la relation associée & 7. On a o(u) = A* si et seulement si u = a™b™ (le tout
modulo a*b*).

Pour la derniére question, on ne conserve, dans le transducteur associé, que
les chemins dont I’étiquette de sortie contient le mot vide sur un circuit.

3.4 Soit @ le nombre d’états de 'automate, soit w € K avec |w| = 0 mod Q!,
et soit w = xyz, ¢ = ly| < Q, avec zy*z C K, et soit k tel |w| = kQ!. On a

2y y 2| = kQ! + (j + n— 1)q,

donc |zy? z| = |y™| si et seulement si kQ! + jq — ¢ = ng, donc si et seulement si
kQ!'=(n—j+41)g. On pose T = kQ!/q. C’est un entier. Soient n,j des entiers
positifs tels que T'= n — j + 1. Posons enfin

X=ay, Z=2,Y =y".

Alors | X Z| = |zyiz| = |y"| = |Y], et évidemment XY*Z C K.

5.2 On note A le morphisme littéral qui envoie toutes les lettres sur une méme
lettre. Soient X,Y deux parties de A*. Alors H(X,Y) = A"1(A(X) NA(Y)) est
I’ensemble des mots w de A* tels qu’il existe des mots x € X et y € Y avec
|w| = |z| = |y|. Si X, Y sont rationnel, et plus généralement si A(X) et A(Y)
sont rationnels, alors H(X,Y) est rationnel. En particulier, X N H(X,Y") est
lensemble des mots = € X tels qu’il existe y € Y avec |z| = |y|.

11



388

399

Soit maintenant A = (Q,I,T) un automate fini reconnaissant K. On pose
oKy ={weA*|p > q}. Pour tout i € I, t € T, on pose

P = U Ky N H(G K, Ky)
q€Q

On a Ky = Uiel’teT iP;. D’ou le résultat.
Pour la deuxiéme partie, considérons le langage

L = {a"b"c?P~'ed® | n,p > 0}

et 'ensemble LyNa*b*c*c. Comme 2n + p = 3p si un mot est dans cet ensemble,
on a Lo Na*b*c*é = {a"b"c"~1¢c}.

5.3 On pose
H(Xo,X1,..., Xn_1) = AT A Xo) N A(Xo) N~ NA(Xn_1))

et, pour une suite ¢ = (qo, q1, . - -, qn—1,qn) d’états, et un entier n avec 0 < n <
N
R(n,q) = (4, K. NH(goKqrr 1 Kgor - g 10K qn))

n = qn+1
Un mot z est dans R(n,q) si et seulement s’il existe des mots zg,...,2,—1, €t
Tp+1,--->TN-1, tous de la méme longueur que x, de sorte que z; € ¢, Ky, et
x € ¢, Ky, . Soit
iPr=J(R(d, ) N R(d+1,9)N---NR(f —1,9))
q

ot 'union est sur toutes les suites ¢ = (go, q1,---qn—1,qn) telles que go = @ et
gN = t.
Alors Kp = ;¢ 4ep i Ps- Dot le résultat.

5.4 On considére le langage K = aTabTect, et N = 3, P = {0,2}. Kp est
donc obtenu en supprimant, dans chaque mot de longueur multiple de 3 de
K, le tiers du milieux et en concaténant la partie gauche avec la partie droite.
Soit L = Kp Natacc™. Comme les lettres barrées sont consécutives, et que a
termine les a, et ¢ précéde les ¢, ce sont exactement les b qui ont été supprimés.

Soit n les nombre de b supprimés. Alors le mot d’origine est a”~!ab"ec" ! et
L ={a™acc" | n > 0}.

5.5 On considére un automate fini A = (Q, I, T) reconnaissant K. On pose
JKy={we A |p> q}, pour p,g€ Q. On a

s(K) = U U (iq N gKy).
i€l teT qeq
Par ailleurs, considérons le langage algébrique L = {a"bPc?a?b"c™} Un mot dans

s(L)Natbtct doit vérifier n = p, ¢ = n, donc s(L)Na™btct = {a™b"c" | n > 0}.

5.6 Ona
m(K) = U U (iKq N (Ke)™).

i€l teT qeQ
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Par ailleurs, le langage L = {a"bPc?cPb"a"} fait affaire.
5.7 Ona

S(K) = U U (iKth ﬂlthz m...Qanth)'
i€l tET q1,y...sqn—1€Q

5.8 Ona Rac(K) =, 5, s(K,n). Si K est rationnel, il existe un entier N tel
que U7122 s(K,n) = U2Sn§N s(K,n).

5.9 1l suffit de considérer par exemple K = a™b.
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